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TOPOLOGIAS IMPRECISAS DADAS POR METRICAS ALEATORIAS

Jests Rojo Garcia
Dpto.de Matemédticas.E.T.S. de Ing.Industriales.vValladolid.
Regsumen:Las topologias imprecisas,esto es,topologias gue pueden
conocerse con grados crecientes de precisidn,pueden generarse
mediante las estructuras métricas aleatorias introducidas por
A.Wald y K.Menger. Por otra parte,la t.i. dada por una (semi-)

distancia aleatoria M.Se obriene también mediante una familia
(dg) de semidistancias definidas,de manera natural,a partir de mu.

1.La consideracién de una distancia aleatoria (no necesariamen
terepatada),en un conjunto X ,tiene por objeto conseguir una
tap@lcgia imprecisa sobre X ;en 1lo que respecta a las topolo~
gias imprecisas (t.i.) nos referiremos a los conceptos y nota-—
ciones de[z] .Una distancia aleatoria B sobre X asocia-a ca-
da pareja (x,y) de puntos de X una medida de Radon positiva
erycM’T’;‘;:[O,Q)’ ;representaremos por ny la correspondiente fun-
'cién defdistribucién ny(r) =!‘xy[0,r). Se exige que g verifi-
que

(1) (¥xaX) pyy =8, (2) T,3) oy =peyy

( SQ representa la medida de Dirac) vy
€3) Wx,y,zeX) (¥r,s>0) Pry(T+s) 3 min(F,, (r),F o (s))

2.La propiedad (3) significa que se consideran las distancias

aleéxor&as'para la t-norma mas Ffuerte posible,esto es, Tlx,p) =
= min(d;ﬁ) ;véanse a este respecto las consideraciones de Eﬂ SO
bre las t-normas que permiten la existencia de distancias de ‘es

te género.
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3. 81 X es un conjunto dorado de una distancia aleatoria

F-:(x,y) —>p¢xy ,se consideran las bolas

ri>1-¢}

Bg(x,r) = {yex | ny Y

i

para r>0 y O<€g’ ,y 10S filtro
Ex 1P (X)) — [0,1]
dados por
E (V) = sup { >0 | dr>0) Be(x,r)& v}
Por filtro sobre X entendemos una aplicacidn F:P(X)— [O,ﬂ
tal que
CF(P) = 0 ,F(X) =1y F(ANB) = min{F (AN, F(B}

Como puede verse en [ﬂ exil

]

tz una T.I1. normaL,(ﬁe)Ee[Oyﬂ )

4N
157]

inica,para la que cada

><‘

el filtro de los entornos de X
Vamos a probar que se cobtienen de manera natural semidistan-

cias ordinarias dg ,0<€<7,Cuyas topologias & ,0<E€<',propor-
ionan una t.i. equivalente a

cionan un q <ﬁ5)ee[0,ﬂ

4 .PROPOSICION

81 O<€g 1 y X,yeX ,ponemos
de(x,y) = inf {r>0 | yeBgl(x,r)}

Entonces, dg es una semidistancia sobre X .Ademéas

O(’!’ge‘ﬂ é-dtédel

Dem.:Camé el conjunto

{r>0 | Fu (r)>1 -£} |
es no vacio, dg toma exclusivamente valores finitos.Es evidente
que . dg(x,x) = 0 y que dg(x,y) = dgly,x) .Veamos que

de (%, y)& dg(x,2) + dg(z,y)
Si A>dg(x,z) + dglz,y) ,entonces A=r+s con r>de(x,2) vy
s>kdg(z,y} ,luego ze& Bg(x,r) y ze&Bgly,s) ,o sea Fo (r)>1-¢
y FyzCS)> 1~g . De la propiedad (3) de las distancias alea-
torias‘seQdeduge_entonces que

Fag(A) = Fyylres) >1-£, _
luego yeBglx;A) y por lo tanto Azdelx,y) ;esto prueba la

propiedad triamgular.lLa implicacién,fiﬁal no presenta proble-



ma ninguno.
5. 81 wges la topologia dada por dg ,entonces
O<£'5€$1 $ Lé S LEI ’

luego (Tg) es una t.i. sobre X .En general no sera con-

ee(0,1]
tinua a la izquierda,pero proporciona de hecho la topologia

,Como probamos contin idn.
<P'5>£e[0,1] como proba ac uac

6.LEMA
i Si 0<€'<g ¢ 1 ,entonces
’ Te € Mg £ Tg
Dem.:Se comprueba sin dificultad que

Be(x,r)C{y [ dglx,yigr}
como BE(x,r) es ablerto para ug (ver [2] ),resulta la primera
desiguéldad.

Si V' es un entorno de 'x para Mg entonces EX(V) > € > &,
luego existe 1r>»0 tal que Be.(x,r)C.v v,por lo .tanto ,

iv 1 dalx,y) < r{cv A
io que demuestra que V es un entorno de x para B&g.Esto prue
ba la segunda desigualdad.
7 .PROPOSICION '

x4
es la t.i. normal asociada a

y (Na)ee[o,ﬂ 'son equivalentes,o sea,(pé)éé[o,ﬂ

14

( 6)56(0,1]

Dem.:S1 A es abierto para He ,CoOn € >0, entonces lo es para &g’

con O<€'<& ,luego e n € -abier d 14
< ueg s un € -ab to e ( 5)26(0’1]

Si A es un g£-abierto de (Zg) ,entonces A& Tg para

€< (0,1]
O<g'<e Vv A€ Rgr para O<e&'<e yluego A€ g

BIBLIOGRAFIA

[1], Karl MENGER "Statistical Metrics'" Proc.Nat.Acad.Sc.USA,
28(1942) p. 535-537

[2} Jesis ROJO "Espacios Topoldgicos Imprecisos" (Tesis) Uni-

versidad de valladolid (1981)

{35] B.SCHWEIZER y A.SKLAR "Statistical Metric Spaces'" Pacific
J.Math., 10(1960) p. 313-334




