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Introduccion.

La memoria que presentamos tiene por objeto generalizar las estructu-
ras topologicas. Vamos a exponer brevemente el alcance y la intencién
de la generalizacion a que nos referimos.

Supongamos que podemos conocer una estructura topolégica con
un grado creciente de precision, en el sentido de que, con mayor segu-
ridad, podemos clasificar como abiertos una clase menor de conjuntos.
La coleccion de estas sucesivas aproximaciones es lo que conocemos
como topologia imprecisa.

En el caso en que dichas aproximaciones sean de hecho idénticas,
podemos considerar la estructura como conocida y abarcar de este
modo los espacios topoldgicos ordinarios.

Asimismo, los conceptos clasicos de topologia admiten una gradua-
cién en su definicién, lo que da lugar a las nociones que enunciamos.
Todas ellas abarcan como caso particular el clasico, hecho que se re-
calca en cada ocasion.

Advirtamos que nos hemos mantenido en el campo de la teoria de
conjuntos usual. Diferimos en esto de otra de las generalizaciones de
la topologia llevadas a cabo recientemente, la de los ‘fuzzy topological
spaces’ (que en castellano suele traducirse por espacios topoldgicos di-
fusos o borrosos) debida a Chang'. Los elementos de una topologia
difusa (fuzzy) sobre un conjunto X no son subconjuntos de X, sino lo
que suele llamarse conjuntos difusos (fuzzy sets) en X. Aunque tal vez
la intencionalidad de fondo sea en ambos casos la misma, la naturaleza
de las estructuras es radicalmente diferente. Para Chang, la topologia
difusa es una estructura concreta formada por subconjuntos impreci-
sos. Para nosotros, la topologia imprecisa sera una estructura variable
o, mejor, indeterminada, pero formada por subconjuntos precisos.

LC.L. CHANG, Fuzzy Topological Spaces, J. Math. Anal. Appl., 24 (1968),
pp- 182-190.

x1il



xiv Introduccién

Salvo casos triviales, parece imposible relacionar ambas ideas. Ex-
plicaremos esto préximamante en un articulo. No hemos creido con-
veniente hacerlo aqui porque nos exigiria previamente una larga in-
troduccién sobre los conjuntos y las topologias difusas que no son en
general conocidas salvo por los especialistas en este campo.

No hemos llevado al fin las posibilidades existentes, ya que nues-
tro intento era asentar las bases de la teoria, pero parecan apuntarse
varias aplicaciones a casos de interés; basicamente a la descripcion de
fenémenos sobre los que nuestra informacién es incompleta.

Asi, a partir de la teoria de errores clasica que trata de acotar
los incrementos de la funcién para incrementos dados en la variable,
puede concebirse un estudio andlogo cuando por una parte se acepta
una determinada inexactitud en la acotacion y por otra se consideran
funciones con un cierto grado de continuidad.

En la teoria de juegos podrian considerarse topologias asociadas
a un juego, con nivel creciente de seguridad, en base a conocimientos
sobre las preferencias en la eleccion de estrategias por alguno de los
adversarios.

Por fin, pueden establecerse estructuras topolégicas imprecisas en
conjuntos de puntos de los que unicamente conocemos la situacién en
forma no bien determinada, mediante la definicién de una distancia
como las que consideramos en el ultimo capitulo.

Para la lectura de esta memoria no son necesarios mas que co-
nocimientos elementales de topologia general, que se encuentran en
cualquiera de los numerosos textos sobre dicha materia, particular-
mente en los que abordan la convergencia mediante la utilizacién de
filtros.

Antes de cada capitulo hemos hecho una breve declaracion de in-
tenciones que puede facilitar, a posteriori, la comprension del texto.

Hemos reservado siempre los simbolos € y ¢ para objetos cuyo
campo de variacién es siempre un subconjunto de [0,1]. Asi, por
ejemplo, ¢ < 1/2 significa siempre 0 < ¢ < 1/2; hay que interpretar
asi todas las restricciones de este tipo.

Los nombres de PROPOSICION, LEMA y COROLARIO poseen
el sentido habitual. Se enuncian como TEOREMA aquellas proposi-
ciones que a nuestro entender resultan mas significativas o mas impor-
tantes para los desarrollos posteriores.

Los capitulos se referencian con un numero, los apartados con dos
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y los péarrafos con tres. Para citar un resultado o un conjunto de ellos,
pondremos entonces capitulo 3, o apartado (3.1) o parrafo (3.1.19)
segun los casos.
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Capitulo 1

Espacios topolégicos imprecisos.

Introducimos en 1.1.10 la nocién de topologia imprecisa. Las t.i. pueden ser
indiciadas por conjuntos de una clase relativamente amplia. El objeto de
esta variedad de los posibles conjuntos de indices es facilitar la introduccién
de topologias imprecisas. Pero inmediatamente demostramos que, de hecho,
podemos siempre acudir a una t.i. teniendo [0, 1] como conjunto de indices
(1.3.8 y 1.3.12).

Los e-abiertos se introducen en (1.2.6) y poseen dos propiedades esencia-
les. La primera es el hecho de formar una topologia (1.2.11). La segunda
es la propiedad de continuidad de (1.3.5), que conviene recordar bajo la
forma enunciada en (1.3.4) que es mds intuitiva.

La nocién de e-entorno tiene poca importancia y se introduce provisio-
nalmente hasta sustituirla por otra realmente util: la de filtro de los en-
tornos de un punto (5.1). La anomalia bdsica de esta nocién de e-entorno
viene expuesta en el ejemplo (1.4.4).

Este sencillo ejemplo (1.4.4) nos servird durante todo el trabajo como
fuente de contraejemplos.

Por fin, la idea de t.i. accesible (1.1.10) serd sobre todo importante en
el capitulo 3, durante el estudio de las trazas de topologias imprecisas.

1.1 Definicién de topologia imprecisa.

1.1.1  Sea © un conjunto # (}, ordenado con una relacién < (refle-
xiva, antisimétrica y transitiva) verificando

(o1) El orden es total.

(02) Todo subconjunto B no vacio de € admite un extremo in-
ferior, que es ademas el inferior de un subconjunto numerable de B.
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1.1.2  Q admite un primer elemento, inf ). Lo representaremos
por 0.

1.1.3  Sea B C Q, B # (). Existe entonces (w,),civ C B con
Wy 2 Wyt
(lo que suele representarse poniendo w, \) y tal que
inf B = i%f Wy, -
En efecto: por la propiedad (02), existe (a,),ev C B con
inf B = i%f oy,

y basta tomar
w, = min{ay, ... ,a,}.

1.1.4 Sea B C Q, B # 0. Supongamos que B esta acotado supe-
riormente. Entonces B admite un extremo superior. En efecto: basta
tomar el extremo inferior del conjunto de las cotas superiores de B.

1.1.5 Cuando ademas () verifique
(03) Todo subconjunto B no vacio de € admite un extremo supe-
rior, que es ademas el superior de un subconjunto numerable de B,

diremos que {2 es accesible.

1.1.6 Ejemplo. Cualquier conjunto bien ordenado verifica (o1)
y (02). Cualquier intervalo de IR del tipo [z,y], [z,y) o [x,00) ve-
rifica también ambas propiedades.

Emplearemos con frecuencia el intervalo [0, 1] de IR con el orden
natural. Este conjunto es ademas accesible.

1.1.7  Sea © un conjunto ordenado verificando (ol1) y (02). Sea A
una o-algebra de P(€) conteniendo los intervalos de €. Para ello es
suficiente que para cada w € , los intervalos [0,w] y [0,w) estén en A.

Sea p una probabilidad sobre el espacio probabilizable (€, .4), es
decir, una aplicacion

p:A—IRT
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verificando

(p1) p(Q)=1.
(p2) Si(Bn),eNv C Ay los B, son dos a dos disjuntos

p@ B,) = i p(B.).

El cuarteto (£, <, A,p) que representaremos simplemente por €, di-
remos que es un conjunto estructurado de indices.

1.1.8 Ejemplo. Un conjunto 2 = {1} con un solo elemento, admite
una unica estructura como conjunto estructurado de indices.

1.1.9 Ejemplo. [0, 1] con su orden natural, la o-algebra boreliana
y la medida de LEBESGUE, es un conjunto estructurado de indices.
Es el mas importante que utilizaremos. Salvo advertencia contraria,
consideraremos siempre [0, 1] con esta estructura.

1.1.10 DEFINICION. Sea X un conjunto. Una topologia impre-
cisa (términos que abreviaremos en adelante escribiendo t.i.) sobre X
es una familia

(Tw)wea

de topologias sobre X, indiciada por un conjunto estructurado de in-
dices €2, y verificando

(til) w<Ww =7, > 7.
El par (X, (7,)wen) diremos entonces que es un espacio topoldgico im-
preciso (abreviado e.t.i.)

Una t.i. (7,)weq sobre X, o el etii. (X, (7,)weq) diremos que es
accesible cuando lo sea ).

1.1.11  Si (7,)weq es un t.i., se verifica de forma inmediata que

Tw > T = w < W
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1.1.12 Ejemplo. Sea X un conjunto, 7 una topologia sobre X. El
conjunto {1} admite (1.1.8) una tnica estructura como conjunto es-
tructurado de indices.

La familia indiciada por {1} cuyo unico elemento es 7 es una t.i.
accesible. La representaremos también por 7.
Et e.t.i. (X, 7) diremos que es un espacio topoldgico ordinario.

1.2 e-abiertos de una topologia impre-
cisa.

1.2.1  Sea (X, (7w)wen) un e.t.i. y sea A C X. Por A € 7, entende-
remos que A es un abierto de 7,. Consideremos el conjunto

Q={we|Aer,}.
Obviamente, )4 es de una de las formas
0,9,[0,0] o [0,w)
y en particular tenemos siempre

QAEA

1.2.2  Sea (X, (7u)wen) un e.t.i. Es inmediato comprobar que:
- Si (A;)ier es una familia de subconjuntos de X

QUiAi D) ﬂQAz .

- 51 Ay y As son dos subconjuntos de X
QA10A2 D) QAI N QA2 .

Ademas

O =Qx = Q.



1.2. e-abiertos de una topologia imprecisa 5

1.2.3  Sea (X, (7u)wen) un e.t.i. y consideremos la aplicacion
a P(X)—[0,1]

dada por
a(A) = p(Qa).

De forma inmediata

a(@)=a(X)=1.

Veamos a continuacion dos importantes propiedades de a.

1.2.4 PROPOSICION

Sea (X, (7, )weq) un e.t.i. y (A;);er una familia de subcon-
juntos de X. Entonces

el

a(U A;) > infa(A).

Como
aoUA) =p Q) v a2,

la proposicién es evidente cuando existe 1 € I tal que
(104, =0 Ay -
Supondremos pues que no existe tal ig. Entonces tenemos
(Vi) Qa, #0 vy (i) Q4 #Q.

Sea .J el subconjunto (no vacio) de I formado por los ¢ € [ tales que
D4, #Q.

Para cada ¢ € J, 4, es de la forma
[vai] 0 [vai)

con w; € €.
Consideremos entonces

inf w; .
1€J
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Con la suposicion hecha, necesariamente se verifica

(Vie ) }gﬁwj < w .

Aplicando (1.1.3) existe (¢,,),ev C J tal que

Wi, N\ y igtf]‘ w; = 11;1f w;,, -

Se tiene que

(Viee J)(dn) w, <w,

luego

(VieJ)(Tn) Qu, CQy,

yen consecuencia

N2 =N, v infp(Q)=inlp(Qa,),

el n

luego

p(ﬂ QAin)
inf p(Qla,,)
yg’p(ﬂm)
= m;‘ a(A)).

s

AV

1.2.5 PROPOSICION

Sea (X, (7,)weq) un et.i. y Ay y Ay subconjuntos de X.
Entonces

a(A1 N Az) > min(a(Ay), a(Ag)).

Pues
QAIQQA2:QA1 (6] QAlﬂQA2:QA2.
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1.2.6 DEFINICION. Sea (X, (7, )wen) une.t.i., A C X y e € [0,1].

Diremos que A es un e-abierto de X o de la t.i. (7,)weq cuando
a(A) > e.

Un 1-abierto diremos simplemente que es un abierto.

1.2.7 Ejemplo. Sea (X, 7) un espacio topoldgico ordinario (1.1.12).
Cualquiera que sea € > 0, los e-abiertos de (X, 7) coinciden con los
abiertos de 7 en el sentido ordinario. En particular un subconjunto
de X es un abierto en el sentido de la definicién precedente si y sélo
si lo es en el sentido ordinario.

1.2.8 Ejemplo. Un abierto de (X, (7,)ueq) puede no ser abierto
para todas las topologias 7, .
Asi, consideremos € = {0,1} con el orden natural, la o-dlgebra

P() y la probabilidad

p@) =p({1}) =0,  p({0})=p(Q) =1,

y el e.t.i.
(IRv {TO ) Tl}) )

en donde 7y es la topologia discreta de IR y 7 la topologia grosera.
Cualquier subconjunto dr IR es un I-abierto, pero sélo { y IR son
a la vez abiertos para 79 y 7.

1.2.9  Sea (X, (7.)weq) un e.t.i. y €,¢ € [0,1] con ¢ < e. Entonces
todo e-abierto es ¢’-abierto.

1.2.10  Sea (7,)weq una t.i. sobre X.

() y X son abiertos, luego e-abiertos cualquiera que sea ¢ € [0, 1].

Sea € € [0,1]. Si (A))ier es una familia de e-abiertos, entonces
aplicando (1.2.4) resulta que |J A; es también un e-abierto.

Si Ay y Ay son e-abiertos, también lo es A3 N Ay (1.2.5). Hemos
demostrado asi la
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1.2.11 PROPOSICION

Sea (7,)wen una t.i. sobre X y € € [0,1]. El conjunto de
los e-abiertos para dicha t.i. es una topologia sobre X.

1.2.12  Sea (7,)weq una t.i. sobre X . Para cada ¢ € [0, 1] desig-
nemos por 7. la topologia sobre X formada por los e-abiertos de
(Tw)weﬂ .

Entonces (1.2.9)

(795)56[0,1]

es una t.i. accesible sobre X .
En particular 7o es la topologia discreta sobre X .

1.2.13 Ejemplo. Sea (X, 7) un espacio topoldgico ordinario y

(795)56[0,1]

la t.i. asociada segun el parrafo precedente. 7o es la topologia discreta
y, teniendo en cuenta (1.2.7), para cada € > 0

[}
Te=T.

1.3 Topologias imprecisas normales.

1.3.1 DEFINICION. Sea (Tw)wen una t.i. sobre X . Para cada
wg € ) tenemos

sup 7, < 7,y < inf 7,

wo<w w<wo
Diremos que (7,)weq €s i-continua cuando para cada wy € € tal que
wo = sup|0, wp)

To. = inf T
wo W<WO w9

y diremos que (7, )ueq es d-continua cuando para cada wy € ) tal que
wo = inf(wg, —)

Twe = SUP Ty -

wo <w

0
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1.8.2  Sea (7,)weq una t.i. sobre X . (7,)ueq es i-continua si y sélo
si para cada w, € Q0 y cada B C [0,wp) tal que wy = sup B

T, = inf 7, .
wo WEB w

Analoga propiedad es cierta para la d-continuidad.

1.3.3 PROPOSICION

Sea (7.)ce[o,1] una t.i. sobre X indiciada por [0,1] (1.1.9).
Son equivalentes

(1) (7¢)egfo,1] es i-continua;
(ii) Para cada ¢ > 0 y cada sucesion estrictamente cre-
ciente (€,),cN de [0,1] tal que €, — €

T, = 11;1f Ten

Existe una equivalencia analoga para la d-continuidad.

1.3.4  El teorema siguiente expresa que si A es un ¢-abierto de
(X, (7u)weq) para cada € < €, también es un e-abierto.

1.3.5 TEOREMA

Sea (7,)wen una t.i. sobre X . Para cada ¢ € [0, 1] sea 7.
la topologia sobre X formada por los e-abiertos. Entonces

la t.1.
(o]
(TE)EE[O,I]
es i-continua.
Sea ¢ > 0. Si
. (o]
A€ inf 7.,
el <e
entonces

(Ve <e) A CTu
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0 sea
luego

y A €7.. Esto demuestra que

o

o .
Te= 11 el
e'<e

1.3.6  En general, sin embargo (795)56[071] no es d-continua. Basta

considerar el ejemplo (1.2.13) para una topologia 7 que no sea la to-
pologia discreta sobre X. En este caso, la d-continuidad no se produce
unicamente en 0. El ejemplo que sigue, muestra que la anomalia puede
encontrarse en indices distintos de 0.

1.3.7 Ejemplo. Sea Q = {0,1} con el orden natural, la o-dlgebra
P() y la probabilidad

PO =0, O =p =5, wQ=1.

Consideremos el e.t.i. (IR,{m, 71}), en donde 7y es la topologia

discreta de IR y 71 la topologia grosera. En la correspondiente t.i.

(TE)EE[O,I]

o Jm para 0<e<1/2,
7 para 1/2<e¢<1,

luego (795)56[071] no es d-continua (en € = 1/2).

1.3.8 DEFINICION. Una t.i. (7c)ee[o,1] sobre un conjunto X indi-
ciada por [0, 1], i-continua y tal que 74 sea la topologia discreta de X
diremos que es una t.i. normal.

Sea (7,)weq una t.i. sobre X y para cada ¢ € [0,1] sea 7. la
topologia formada por los e-abiertos de (7,),eq. Entonces (795)56[071]
es una t.i. normal que llamaremos t.i. normal asociada a (7,),eq -

Toda t.i. normal es en particular accesible.
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1.3.9 Ejemplo. Si (X, 7) es un espacio topoldgico ordinario, la t.i.
normal asociada a 7, (795)56[071] , viene dada por

(Ve>0) T.=1

y 7o la topologia discreta (1.2.13).

1.3.10 TEOREMA

Sea (7.)ego] una t.i. normal sobre X. Sea A C X y
¢ €[0,1]. A esun c-abierto si y sélosi A € 7.

Pongamos I = [0,1]. Si A € 7., entonces
I4 D0, ¢]

(14 se entiende en el sentido de 1.2.1), luego
a(A) > ¢

y A es un e-abierto.
Reciprocamente, supongamos que A es un e-abierto y € > 0. En-
tonces

a(A) > ¢
luego 14 D [0, €], o sea

(Ve <e¢) A€t

Aeinfr.=r7..
e'<e

Por otra parte si A es on 0-abierto, A € 79, pues 7y es la topologia
discreta.

1.3.11 COROLARIO

Sea (7c)cefo,1] una t.i. normal sobre X. Entonces (7.).cpo,1]
es su propia t.1. normal asociada.




12 1. Espacios topoldgicos imprecisos

1.3.12 COROLARIO

Sea (7,)weq una t.i. sobre X y (795)56[071] la t.i. normal

asociada. Los e-abiertos son los mismos para (7,)weq ¥
o

(TE)EE[O,I] .

1.4 e-cerrados y e-entornos.

1.4.1 DEFINICION. Sea (X, (7.)uen) un e.tii., (To)eepq la t.i.
normal asociada. Sea ¢ € [0,1]. Sea A C X ; diremos que A es un
e-cerrado de X o de la t.i. (7,)weq, cuando CA sea un e-abierto, es

decir, cuando sea un cerrado de 7.. Cuando A sea 1-cerrado, diremos
que es cerrado.

Sea V C X y z € X, diremos que V es un e-entorno de x para
(Tw)wen , cuando exista un e-abierto A tal que

reEACV,

. o
es decir, cuando V' sea un entorno de = para 7..

1.4.2  Sea (X, (7,)weq) un e.tii, A C X, € € [0,1]. Consideremos
el conjunto (de A)

v = {w € Q| A es cerrado para 7,}.
Entonces, A es e-cerrado si y sélo si

p()) > ¢.

1.4.3  Sea (X, (7,)weq) un e.t.i., (795)56[071] la t.i. normal asociada.
Sea VC X,z € X,e€]0,1]. Consideremos el conjunto (de A)

Qv ={w € Q|V es un entorno de x por 7,}.

Si V' es un e-entorno de x, entonces

p(QV,x) 2 €.
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En efecto, sea A €7, tal que
reACX.

Como
Qq C vy,

resulta

P(Qve) > p(Qa) = a(A) > e.

Sin embargo, es posible que p(Qy,) > € sin que V sea un e-entorno
de x, y ello incluso cuando la t.i. es normal, como muestra el ejemplo
siguiente.

1.4.4 Ejemplo. Recordemos que si X es un conjunto, A C X y
7 una topologia sobre A, llamamos ‘extension trivial’ de 7 a X a la

topologia sobre X
TUX.

Si e € (0,1) pongamos

y designemos por I, el intervalo abierto de IR
I =(—t.,t.).

Obsérvese que
— —
tecs'o 00 y te 51 0.

Para ¢ € (0,1) designamos por 7. la topologia sobre IR que es la
extension trivial de la topologia usual de ..

Designamos por 7y la topologia discreta de IR y por 7 la topologia
grosera.

(Te)eefo,1] €s una t.i. sobre IR, veamos que es normal. Sea € € (0,1)
y A un abierto para infa.. 7. Si A = IR, evidentemente A € 7.. Si
A # IR, entonces A es un abierto de IR contenido en [, para cada
¢ < ¢, luego contenidoen I, y A € 7,.

Sea A un abierto para infaoqy 7. StA=1IR, Aern.SiA#£IR,
A es un abierto de IR contenido en I para cada ¢ < 1, luego A =10
yAemr.

Como (7)ce[o,1] es normal, es su propia t.i. normal asociada.
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Tomemos V' = [—1,1] y + = 0. Para cada ¢ € [0,1), V es un
entorno de 0 para 7., luego
QV,O = [07 1)
y
p(Qvo) = 1;

sin embargo V' no es un l-entorno de 0, pues el unico l-entorno de 0

es IR .

1.4.5 Sea (X, (7Tu)weq) un eti, VC X yax € X. Seae > 0.
Acabamos de ver que es posible que V sea un ¢-entorno de x para
cada € < ¢, sin que sea un e-entorno de . Sin embargo si A C X y
A es ¢’-abierto para cada ¢ < ¢, A es un e-abierto y también si A es
¢'-cerrado para cada € < e, A es un e-cerrado (1.3.4).



Capitulo 2

Comparacion de topologias
imprecisas.

Dos t.i. cuyos conjuntos de indices sean completamente dispares pueden
sin embargo representar esencialmente lo mismo. La mejor muestra de esta
situacién es hasta ahora el corolario (1.3.12). Vamos pues a considerar
equivalentes (2.2.5) dos t.i. cuyos e-abiertos sean los mismos para cada
€ €1[0,1].

Vemos que, gracias a esta nocién de equivalencia, podemos limitarnos en
el fondo a considerar las t.i. normales (1.3.8). La variedad de los conjuntos
de indices deja asi de ser un inconveniente a la hora de someter las t.i. a
un tratamiento general.

Las aplicaciones que permiten formalizar la equivalencia de t.i. son
las aplicaciones continuas (2.1.13). Abordamos sin embargo el estudio de
aplicaciones continuas de un tipo a la vez mas general y mds natural: las
aplicaciones ®-continuas (2.1.13). Un caso particular de éstas, el de las
aplicaciones e-continuas, serd el més interesante. La e-continuidad puede
interpretarse como una continuidad ‘suficiente cuando nos conformamos
con un nivel de seguridad ¢’.

Algunos resultados (2.1.20 y 2.2.3) generalizan proposiciones clasicas.

2.1 Aplicaciones $-continuas.

2.1.1  Sean (X, (7w)wen) v (Y, (a)rea) dos eti. y f : X — Y una
aplicacion. Siw € Q y A € A consideremos la propiedad

(w-A) Para cada abierto B de p,, f~!(B) es un abierto de 7, .
Si f posee la propiedad (w-A) y si w’ <w y X > A, entonces [ posee

15
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también la propiedad (w'-X').

2.1.2 Ejemplo. Si (X,7) y (Y, p) son dos espacios topolégicos or-
dinarios y f : X — Y una aplicacién, la propiedad (1-1), en donde 1
es el unico indice de las t.i. 7y p (1.1.12), equivale a la continuidad
de f para las topologias ordinarias 7y p.

2.1.3  Fuera del ejemplo precedente, la propiedad (w-A) carace de
interés, al no tener significado probabilistico alguno. Una nocién mas
importante es la que sigue.

2.1.4 DEFINICION. Sean (X, (7.,)ueq) ¥ (Y, (4a)rea) dos e.t.i.,
(795)56[071] y (/?05)56[071] las correspondientes t.i. normales asociadas. Sea
f + X = Y una aplicacién. Si ¢,d € [0,1] consideramos la propie-
dad (e-6):

(e-6) Para cada d-abierto B de Y, f~!(B) es un e-abierto de X,

o sea, [ posee la propiedad (¢-d) cuando f es una aplicacién continua

para las topologias ordinarias 7. de X y /?05 de Y.

Si f posee la propiedad (e-0) y si ¢ < ey > 4§, entonces [ posee
también la propiedad (¢’-4").

| posee siempre la propiedad (0-9) cualquiera que sea § € [0,1].

2.1.5  Si (X, (7e)eepa)) ¥ (Y5 (fe)eepo,1]) son e.t.i. dotados de t.i. nor-
males y [ : X — Y una aplicacién, las propiedades (¢-d) para cada
€,6 € [0, 1] significan lo mismo en el sentido de (2.1.1) y en el de (2.1.4).

Sin embargo, en el caso general, la tunica relacion es la siguiente,
cuya demostracion omitimos por ser inmediatas:

2.1.6 PROPOSICION

Sean (X, (7u)wea) v (Y, (ga)rea) dos etii, f + X = Y
una aplicacion. Designemos por p,p’ las probabilidades
respectivas de 2 y A.

a) Si f posee la propiedad (w-X) y si



2.1. Aplicaciones ®-continuas 17

entonces [ posee la propiedad (e-6).

a) Si f posee la propiedad (e-¢) y si
POA =6y p0w)<e

entonces [ posee la propiedad (w-X).

2.1.7 Ejemplo. Sean X, Y dos e.t.i. Si X es un espacio topoldgico
ordinario y § € [0,1], las aplicaciones f : X — Y que poseen la
propiedad (¢-9) son las mismas, cualquiera que sea ¢ > 0.

Si Y es un espacio topolégico ordinario y ¢ € [0, 1], las aplicaciones
f + X = Y que poseen la propiedad (e-6) son las mismas, cualquiera
que sea ¢ > 0.

Por fin, si X e Y son espacios topologicos ordinarios, las aplica-
ciones [ : X — Y que poseen la propiedad (e-0) son las mismas,
cualquiera que sean ¢ > 0y 6 > 0, y son justamente las aplicaciones
continuas en el sentido tradicional.

2.1.8 Sean X,Y dos et.i., f : X — Y. Hemos visto en (2.1.4)
que f siempre posee alguna propiedad (e-d). Vamos a plantearnos el
problema de encontrar ‘los mejores’ ¢ y § para los que f posee (¢-6),
o sea el mayor € y el menor ¢ posibles.

2.1.9 Fijemos € € [0,1]. Puede no existir ningun ¢ € [0, 1] tal que
| posea (e-8). La existencia de tal § es por otra parte equivalente a
que f posea (¢-1). Supongamos incluso que f posea (e-1), y sea

do = inf{d| f posee (¢-6)}.

En general, f no posee (¢-dg). Esto es debido al hecho de que la t.i.
normal asociada a Y no es en general d-continua.

El ejemplo (2.1.7) nos proporciona de forma sencilla casos en los
que tales situaciones se presentan.
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2.1.10 Fijemos ¢ € [0, 1]. Ahora, el conjunto

{e]| [ posee (¢-6)}

es no vacio y, ademads, si ¢y es su extremo superior, [ posee ain (e-dp).
Para é € [0, 1] representaremos dicho extremo superior por

®s(d),

que es pues el maximo de los ¢ € [0, 1] tales que f posee (¢-d). Pon-
dremos ademas

®(0) =0

(una explicacion del tratamiento anémalo del caso § = 0 se encuentra
en la introduccién al capitulo 5). La funcién

¢y :[0,1] — [0,1]

asi definida recibird el nombre de maédulo de continuidad de f .
Tenemos, de manera inmediata:

2.1.11 PROPOSICION

Sean X,Y dos e.tii., f : X — Y una aplicacién, ¢ su
moédulo de continuidad.

a) Cualquiera que sea 6 € [0,1], f posee (®(d)-9).
b) Sea § > 0. f posee (e-d) siy sblo si € < P(4).

c) @y es creciente.

2.1.12 Veamos algunas notaciones que emplearemos en éste y en
sucesivos capitulos.
M representara el conjunto de las aplicaciones

® :]0,1] — [0, 1]

crecientes y tales que ®(0) = 0. Todo médulo de continuidad es pues
un elemento de M.
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Para cada ¢ € [0,1], representaremos por i, el elemento de M
definido por
. 10 <
ZE((S):{O sid<ce

) sid > e¢.

En particular, ¢ es la aplicacion idéntica de [0, 1] en si mismo, i es
la aplicacién idénticamente nula. Si e < ¢’ tenemos 7, > 7. También
tenemos

1e Ot = 1 O = Tmax(e,e’) -

2.1.13 DEFINICION. Sean X,Y dos etii., f : X — Y una apli-
cacion. Sea ® € M. Diremos que f es ®-continua cuando para cada
§ €[0,1], f posea la propiedad (®;(4)-9).

Entonces f es ®-continua si y solo si
o< Py

En particular f es ®;-continua. Mas exactamente ®; es la mayor de
las funciones ® € M tales que f es ®-continua.

Sea ¢ € [0,1]. Diremos que f es e-continua cuando [ sea i.-
continua.

f es siempre l-continua. Cuando f sea 0-continua, diremos sim-
plemente que f es continua.

Sea € € [0,1]. Son equivalentes:

(i) f es e-continua;
(i) (V6> ) @(5)> 5
(iii) (V€ >¢€) [ posee (¢-€).

Si f es e-continuay ¢ < ¢, f es ¢/-continua.

2.1.14 Ejemplo. Sean X,Y dos e.t.i., f : X — Y una aplicacién.
St X es un espacio topolégico ordinario, entonces ®; es la funcién
caracteristica de un intervalo del tipo (4,1] o [d,1], eventualmente
vacio.

SiY es un espacio topoldgico ordinario, ® ¢ es constante sobre (0, 1].

Si X e Y son espacios topologicos ordinarios, @ es idénticamente
nula cuando f no es continua en el sentido ordinario, y @ es la funcién
caracteristica de (0, 1] cuando f es continua en el sentido ordinario.
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Si X e Y son espacios topologicos ordinarios, entonces f es conti-
nua en el sentido de (2.1.13) si y sdlo si lo es en el sentido ordinario.

2.1.15 Como veremos en (5.3.9), sélo las funciones & € M que
sean continuas a la izquierda van a permitirnos relacionar bien la ®-
continuidad global y local. Si ® € M, son equivalentes:

(i) @ es continua a la izquierda;

(ii) @ es semicontinua inferiormente;

(ii)) (V5> 0) ®(8) = supy_; B(5) .

Representaremos por R el conjunto de las funciones ® € M que son
continuas a la izquierda. En particular, si ¢ € [0,1], i, € R. Si

®. ' € R, entonces ¢ o ' € R,

2.1.16  Sean X,Y dos e.t.i., f : X — Y una aplicaciéon. El extremo
superior @ de las funciones ® € R tales que f sea ®-continua, es aiin
una funcién de Ry f es ®;-continua.

®; es pues la mayor de las funciones ® € R tales que f es ®-
continua. Daremos a ®; el nombre de médulo regular de continuidad
de f.

Evidentemente

(I)f<q)f

y la igualdad es cierta si y sélo si @5 € R.
Si ® € R, entonces f es ®-continua si y sélo si

d< ;.
En particular, f es e-continua si y solo si
i < O,

2.1.17  Sean X,Y dose.t.i., f : X — Y una aplicacion. Entonces el
modulo regular de continuidad ®; de f se obtiene a partir del médulo
de continuidad @, poniendo ®;(0) =0 y para cada ¢ > 0

B 4(8) = sup @ (&).
§'<é
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En efecto, poniendo

¢(0)=0 y (Vo>0) &)= glu]g()g /(0"

es inmediato que ® € Ry ® < &4, lo que implica que
d < O,
Por otra parte, como ®; < ®;, entonces si § > 0,
(V8 < 8) i) < b)),

luego

O (8) = sup D(8") < sup @s(d) = (4),
§'<é §'<é
lo que demuestra que

;<.

2.1.18 LEMA

Sean XY, Z treseti. y f : X =Y, g:Y — Z dos
aplicaciones. Sean ¢,d,v € [0,1]. Si f posee la propiedad
(¢-0) y g posee la propiedad (6-7), entonces go f posee la
propiedad (e-v) .

2.1.19 PROPOSICION

Sean X.Y. Zeti.y f: X =Y., g:Y — Z aplicaciones.
Representemos por @ ;,®,,® s los médulos de continuidad
y por ®;.®,.®,,; los médulos de continuidad regulares de

f.gy go f. Tenemos
Dyop 2 po by

(T)gof 2 CT)fOCT)g.
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iy > 0, entonces g posee (,(2)) v f posee (85 0 B, (1)-B,(2))
luego g o f posee (P o ®,(y)-v). Aplicando entonces (2.1.11b) se

obtiene
(I)gof 2 (I)f o] (I)g .

Por otra parte (2.1.15), ®;0®, € Ry
i)foi)g §<I)fo<1)g Sq)gofa

luego

2.1.20 COROLARIO

Sean X.Y. Zeti.yf: X =Y., g:Y — Z aplicaciones.
Sean &, ¢ € M ; si f es ®-continua y g es ®'-continua,
entonces g o f es ® o ’-continua.

Sean €,¢ € [0,1] y € = max(e, €); si f es e-continua y ¢
es ¢/-continua, entonces g o [ es ¢’-continua.

2.1.21 Kl ejemplo siguiente muestra que las desigualdades de la
proposicion (2.1.19) son, en general, estrictas.

2.1.22 Ejemplo. Sea X un conjunto, 7 la topologia grosera sobre X
y ft una topologia sobre X con u # 7. Sea ¢ : X — X la aplicacién
idéntica. Sea Y un e.t.i. cualquieray g : X — Y una aplicacién
constante. Consideremos el diagrama

i g
(X,7) iLXL)‘; Y.
goi=g
Tenemos B
o, =0,=1
Y _
O, =0, =0
luego

y sin embargo
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2.1.23  Utilizando los razonamientos de (2.1.14) puede verse que
existen modulos de continuidad tanto s.c.i. como s.c.s. y en particular
que el modulo y el modulo regular de continuidad de una funcién no
coinciden en general. Los dos ejemplos que siguen precisan aun mas
esta cuestion.

2.1.24 Ejemplo. Sea ® € R (2.1.15). Veamos que existen e.t.i. X
e Y y una aplicacién f : X — Y tales que

O, =0, =0,

Sea IRg=(IR, (7. )c[0,17) el e.t.i. normal construido en el ejemplo (1.4.4).
Consideremos ahora en IR la t.i. (us)sejo,] definida por
- o es la topologia discreta;
- sid> 0, us = infsics To(5');

como para dg > 0

= infl 7gsn = inf (inf 751 ) = inf
ps, = jnf 7o) 5<50(5,<5 8(5")) dnf s,

resulta que también (fi5)sef0,1) €s normal.
Consideremos entonces la aplicaciéon idéntica

i :IRo = (IR, (75)56[0,1]) — (IR, (MS)SE[OJ])

y veamos que

b, =9.
Sea § > 0.
Si e < ®(4), entonces

y como

resulta que

luego

y @ posee la propiedad (e-6).
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Si e > ®(4), entonces
Te < Toi) < 51,% To(sy = s

y ¢ no posee la propiedad (e-9) luego ®,(6) = ®(J).

2.1.25 Ejemplo. Sea ® € M (2.1.12) y supongamos que ® es s.c.s.
0, lo que es lo mismo, continua a la derecha o, atin,
— 3 !
(Vo<1) @)= 5121(‘5@(5 ).
Veamos que existen e.t.i. X e Y y una aplicacion f : X — Y tales

que

O, =0

En particular, entonces, si ® no es continua se tiene

Sea de nuevo IRy = (IR, (75)se0,17) el e.t.i. normal construido en el
ejemplo (1.4.4). Consideremos en IR la t.i. (p.)ecpo,1] definida por

- o es la topologia discreta;

- sie>0, p = infes)ce 75
Sie>0,

.= inf 75 = inf(_inf 75) = inf 4’
pe = ol 75 El,ge(@(lg)l@ 75) = inf u,

luego (pe)eefo] es también normal.

Consideremos la aplicacion idéntica

i (IR, (fte)eepon)) — (IR, (75)sef0.1))

y veamos que

¢, =9.

Sea d > 0.
Si € < ®(6), cuando P(§) = 0 entonces ¢ = 0 y ¢ posee (e-0).
Cuando ®(6) #0y 0 < e < P(4)

.= 1Inl 75
" D(5')<e 5
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pero, si ®(d’) < €, entonces 8’ < d y 75 > 75, luego
He 2 75

y @ posee también (e-0) .
Si e > ®(4), como

®(8) = inf (&),

existe ¢’ tal que

> ®(8') > (0)

luego
e < 15 < Ts
y i no posee (e-9).
Luego
®;(9) = 9(d)

2.2 Comparacién de topologias impreci-
sas.

2.2.1  Sean (7u)weq ¥ (f2)aea dos t.i. sobre X. La posible dispari-
dad entre los conjuntos y las estructuras de €} y A hacen en general
imposible la comparacion de ambas t.i. mediante la simple compara-
cién de las topologias 7, y fix.

Para comparar ambas t.i. recurriremos entonces a las propiedades
de continuidad de la aplicacion idéntica de X.

2.2.2 DEFINICION. Sean X, Y dos etii., f : X — Y una apli-
cacién. Cuando f sea biyectivay fy f~! sean c¢-continuas, diremos
que f es un e-isomorfismo.

Dos e.t.i. entre los que existe un e¢-isomorfismo diremos que son
e-isomorfos.

Para ¢ = 0 hablaremos simplemente de isomorfismo o de e.t.i.
isomorfos.
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2.2.3 PROPOSICION

La aplicacién compuesta de un e-isomorfismo y un ¢-iso-
morfismo es un ¢”-isomorfismo para

¢" = max(e, €') .

La aplicacion idéntica de un e.t.i. en si mismo es un isomor-
fismo. La inversa de un e-isomorfismo es un e-isomorfismo.

El primer aserto es consecuencia de (2.1.20), y los otros dos son evi-
dentes.

2.2.4 Ejemplo. Si (X,7) y (Y, p) son dos espacios topolégicos or-
dinarios y f : X — Y una aplicacién, decir que f es un e-isomorfismo
equivale, cualquiera que sea € < 1, a decir que f es un homeomorfismo.

2.2.5 DEFINICION. Sean (Tw)wea ¥ (pa)rea dos t.i. sobre X.

Pondremos
(113)ren (£ €) (T )wen
cuando la aplicacion idéntica

i (X, (1w)) = (X, (i)

sea e-continua. Cuando

(tx)ren (L0) (T0)wen

escribiremos simplemente

(o )rer < (Tw)wen

y diremos que (1)) en €s menos fina que (7,)weq 0 que (7, )weqn €8 mds
fina que (p\)ren -

(< €) y en particular < son relaciones de preorden (reflexivas y
transitivas) en la clase de las t.i. sobre X. Cuando

() (€e)(r) vy ()< e)(m)
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o sea, cuando la aplicacion idéntica sea un ¢-isomorfismo, pondremos
(x)xen (2 €) (Tu)wea -

Para e = 0, pondremos
(1 )rer ~ (Tw)wea -
y diremos que (uy) y (7.,) son equivalentes.

(>~ €) y en particular ~ son relaciones de equivalencia en la clase

de las t.i. sobre X.

2.2.6 TEOREMA

Toda t.i. sobre X es equivalente a la t.i. normal asociada
a ella.

Dos t.i. sobre X son equivalentes si y sélo si sus respectivas
t.1. normales asociadas coinciden.

Dos t.i. normales sobre X son equivalentes si y sélo si
coinciden.

< es una relacion de orden en el conjunto de las t.i. nor-
males sobre X.

2.2.7 COROLARIO

Dos topologias ordinarias sobre X son equivalentes si y
solo si coinciden.

Resulta de la descripcién que hicimos en (1.3.9) de la t.i. normal
asociada a una topologia ordinaria.
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2.2.8 PROPOSICION

Si un e.t.i. (X, (7w)wen) es isomorfo a un espacio topo-
légico ordinario (Y, ), entonces (7, ).ecq €s equivalente a
una topologia ordinaria sobre X.

En efecto, sea
f : (X7 (Tw)wEQ) — (Yv/“b)

un isomorfismo y sea i la topologia ordinaria sobre X trasladada de
i mediante la biyeccion

(Yo = X

Entonces
7 (Vo) = (X, 4)
es un homeomorfismo, o sea (2.2.4) un isomorfismo. Entonces la apli-
cacion idéntica
1 (X (T)wer) = (XL 1)
i= f"'of,esun isomorfismo, o sea (7,).eq ¥ it son equivalentes.
2.2.9  Por cualquiera de las relaciones de preorden (< ¢€) en la clase

de las t.i. sobre X, las topologias ordinarias discreta y grosera son
respectivamente mas fina y menos fina que cualquier otra t.i. sobre X.



Capitulo 3

Traza de una topologia imprecisa.

El presente capitulo trata de generalizar la nocién clasica de subespacio
topolégico al caso de un e.t.i.

Sea (X, (Tu)weq) un e.t.i., (795)56[071] la t.i. normal asociada y A C X.
Existen dos opciones posibles a la hora de considerar sobre A una t.i. que
provenga de la estructura de e.t.i. de X. La primera es considerar en A
la t.i.

(TwlA)wea
formada por las trazas de las topologias 7,, v donde € conserva su es-

tructura de conjunto estructurado de indices. La segunda posibilidad es
considerar en A la t.i.

(Te |A)ceon

formada por las trazas de las topologias 795 . Esta t.i. estd indiciada por [0, 1]
v ademas 790 | A es la topologia discreta. En apariencia, esta segunda opcién
nos ahorraria la consideraciéon en A de la t.i. normal asociada, siempre que
(7. |A)cefo,1) fuese ya normal. Sin embargo no es asi en general (3.1.5
y 3.1.6). S6lo en ocasiones especiales (3.1.11) dicha t.i. es normal.
Cualquiera que sea la traza que consideremos, la inyeccién candnica

A= X

es continua (3.1.7 y 3.1.8).

Hemos decidido considerar sobre un subconjunto A de un e.t.i.
(X, (Tw)wen) 1a ti. (1,]A)weq , que parece en principio mas natural y per-
mite abarcar también el otro caso, con sélo tomar el e.t.i. (X, (795)56[071]) .
Esta definicién soluciona ademas de forma muy sencilla el problema de la
transitividad (3.1.21). En (3.1.22) aclaramos brevemente cémo dicho pro-
blema admite atin un cierto arreglo cuando consideramos la otra posibilidad
de definicién de la traza.

29
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Desde el punto de vista de las topologias iniciales conviene sin embargo
tener en cuenta que (795 |A)celo,1) es la t.i. menos fina sobre A que hace
continua la inyeccién canénica A — X. En efecto; sea ¢ > 0y B un
e-abilerto de A para (795 |A)ccfoq]; entonces B ETu |A para ¢ € [0,€).
Si € < e, resulta que B=ANB' con B’ 6796/ ,0sea B esun ¢-abierto de A
para toda t.i. haciendo continua A < X. Por fin, B es un e-abierto de A
para cualquier t.i. haciendo continua A — X. Advirtamos para terminar
esta discusion que las dos definiciones posibles son equivalentes cuando el
e.t.i. es accesible, que es el caso mas importante (3.1.20).

En el apartado segundo nos ocupamos de los subespacios que poseen,
salvo una equivalencia,una topologia ordinaria, y de la bisqueda del ‘mayor’
de tales subespacios.

Por fin, en la ultima parte, demostramos que la continuidad de una
aplicacion se conserva con la restriccién del dominio y, bajo ciertas hipotesis,
con la restriccién del espacio imagen.

3.1 Traza de una topologia imprecisa.

3.1.1  Si 7 es una topologia ordinaria sobre X y A C X, represen-
tamos por 7|A la traza sobre A de 7, esto es la topologia sobre A
formada por los conjuntos BN A cuando B recorre 7.

3.1.2 DEFINICION. Sea (X, (7,)ueq) un e.t.i., A C X . Sobre A

consideramos la t.1.

(Tw]A)wen

que llamaremos t.i. de subespacio o también la traza sobre A de la t.1i.
(Tw)wen . Cuando (7,) es una t.i. accesible, también lo es su traza.

3.1.3 Ejemplo. Si (X, 7) es un espacio topoldgico ordinario y A C
X, el subespacio A es el espacio topoldgico ordinario (A, 7|A).

3.1.4  Sea (X, (7w)wen) un e.t.i., (795)56[071] la t.i. normal asociada.
Sea A C X, (7,]A)weq la t.i. trazay (TAE)EG[OJ] la t.i. normal asociada.
En general

(o]
795 | A 7£TAE .
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3.1.5 Ejemplo. Sea (IR, (7)co1]) el e.t.i. normal del ejemplo
(1.4.4). Sean
A=[-1,1] y B =(0,1].

Para 0 < e < 1/2,t. > 1y como

B=AnN(0,t)

resulta que B € 7.|A. Entonces, B es un 1/2-abierto de A, o sea

B ETAI/Q. Sin embargo, ningin abierto de 7/, corta a A en B, luego

B € 7'1/2|A.

3.1.6  En particular, el ejemplo precedente demuestra que la traza
de una t.1. normal puede no ser normal.

3.1.7 PROPOSICION

Con las notaciones de (3.1.4) se tiene

(o)
(o)
T |A <t

es decir, la traza en A de un e-abierto de X es un e-abierto

de A.

En efecto, sea B un e-abierto de X ; entonces
p(Qp) > €.
Utilizando, si D C A ,la notacion
Qp ={weQ|DenlA},

se tiene
A
Qp CQpaa,

luego
p(anA) >

y esto significa que BN A es un e-abierto de A.
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3.1.8 COROLARIO

Sea X un e.t.i., A un subespacio. La inyeccién candnica

A X

es continua.

3.1.9 Sea X une.t.i., A C X. De forma enteramente analoga a la
proposicion (3.1.7) se demuestra que la traza en A de un e-cerrado de
X es un e-cerrado de A.

3.1.10 TEOREMA

Sea (X, (7,)weq) un eti., e € [0,1], A C X.
Si A es un e-abierto de X y B C A son equivalentes:

(i) B es un e-abierto de A;
(ii) B es un e-abierto de X .
Si A es un e-cerrado de X y B C A son equivalentes:

(i) B es un e-cerrado de A;

(ii) B es un e-cerrado de X .

Supongamos que A es un e-abierto.
(ii)=(i) es la proposicion (3.1.7).
(i)=-(ii) Si B es un e-abierto de A, entonces

p(Qp) > €
y por otra parte
p(Qa) > ¢,
pero
Q5N 04 C N5,
luego

p(QB) > p(Qp N Q) > e

y B es un c-abierto de X.
La segunda parte se demuestra en forma enteramente andloga.
Las consecuencias siguientes son inmediatas.
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3.1.11 COROLARIO

Sea (X, (7u)weq) un e.t.i., (795)56[071] la t.i. normal asociada,
A un subespacio de X. Supongamos que A es un abierto
o un cerrado de X. Entonces la t.i. normal asociada a la
traza (7,|A)weq es justamente la traza (795 |A)eco,1] -

3.1.12 COROLARIO

Sea X un e.t.i. normal, A un abierto o un cerrado de X .
Entonces A es también un e.t.i. normal.

3.1.13 COROLARIO

Sean (7u)wea ¥ (f2)aea dos t.i. sobre X que son equiva-
lentes. Sea A un abierto o cerrado de X (por cualquiera
de ambas t.i.). Las trazas sobre A de ambas t.i. son equi-
valentes.

3.1.14 Ejemplo. Sea (X,7) un espacio topoldgico ordinario,
(795)56[071] la t.i. normal asociada. Sea A C X. Las trazas sobre A de 7

y de (795)56[071] son equivalentes.

3.1.15  El corolario (3.1.13) y el ejemplo (3.1.14) presentan dos ca-
sos en los que, bajo diferentes restricciones, las trazas de dos t.i. equi-
valentes son aun equivalentes.

El ejemplo (3.1.17) nos mostrara que esta situacién no es sin em-
bargo general. Pero antes, veamos otro resultado.
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3.1.16 PROPOSICION

Sea (7,)weq una t.i. sobre X, (795)56[071] la t.i. normal
asociada. Sea A C X. Entonces

(Fe [A)ecpon) < (Tu]A)uea

Es decir, de las trazas de t.i. equivalentes, la de una t.i.
normal es siempre la menos fina.

Sea B C Ay pongamos
I = {c€[0,1]| B 7. |A},
Qp ={wecQ|Ber|A}.
Si B es un e-abierto de A para (795 |A)ceqo,1], entonces
m(lp) = ¢,

en donde m es la medida de LEBESGUE en [0,1]. Supongamos que
¢ > 0; entonces para cada ¢’ < ¢

0, < I
luego
¢ elj
0 sea
B ety |A

y existe B’ €7, tal que B = B'N A. Pero B’ es un €-abierto de X
para (7,)weq v aplicando (3.1.7), resulta que B es un €-abierto de A
para (7,|A)weq. Como esto es cierto para cada €’ < €, resulta que B
es un e-abierto de A para (7,|A4)ueq -
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3.1.17 Ejemplo. Sea 0 el primer ordinal, el primer ordinal no
numerable, 5 =Q + 1.
Pongamos

0 =10,9),

es decir, el conjunto de los ordinales numerables. Con su orden ha-
bitual Q verifica (01) y (02) (1.1.6). Sea A la o-dlgebra de P(Q)
formada por los € C Q tales que £’ o C§) es numerable.

Sea p la probabilidad sobre (£2,.4) dada por

p(Q) = { 0 si ) es numerable,

1 si CY es numerable;

) es asi un conjunto estructurado de indices.
Sea

X =1[0.4].

Para cada a € €2, designamos por 75 la topologia sobre X que es la
extension trivial (1.4.4) a X de la topologia del orden en (a,f]. Si
a < &, entonces (¢, 3] es un abierto de (&, 3], lo que asegura que

T& > T&/.

Entonces
(Ta ) aeQ

es una t.i. sobre X (una t.i. que no es accesible). Sea (795)56[071] la t.1.

normal asociada. 7 es la topologia discreta y, evidentemente,
(Ve>0) F.=T .
Si B C X, entonces B €74 si y sélo si
O =0

. o . . . . 7
es decir, Ty es el extremo inferior (la interseccién) de las topologias 75

cuando a € Q. O sea, los abiertos de 74 son 0, X y {B}.
Pongamos
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y consideremos en A las trazas

(7slA)sea ¥y (Fe [A)ecpor-

Pongamos
B ={0}.
Sia €, como
B=An(a,0)
resulta que
B - T@|A

luego B es un l-abierto de A para (75]|A)seq. Por otra parte, para
cadae> 0, T, | A es la topologfa sobre A cuyos abiertos son (), Ay {3},
luego B ¢7. |A. O sea, B no es un e-abierto de A con (7, |A)ceqo.n]
para ningun € > 0.

Las dos trazas en A

(7slA)sea ¥y (Te [A)ecpon

no son pues equivalentes.

3.1.18 El ¢jemplo precedente muestra ademas que las trazas de t.1.
no conservan el orden. En efecto

(7a)seq < (Te)eepo

mientras que
(TalA)aca Z (T [A)eep -

Para la conservacion del orden es necesario anadir una hipdtesis de
accesibilidad.

3.1.19 PROPOSICION

Sean (fi))ren ¥ (Tw)weq dos t.i. sobre X tales que

(£ )ren (L 6) (Tw)wen
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con € € [0,1]. Supongamos que (f))ren €s accesible. Sea
A C X . Entonces

(1l A) e (S €) (1w]A)wea -

Sea € > ey sea B un ¢-abierto de A para (p)|A)xrea. Entonces

p(AZ) > ¢ .
Pongamos

Ao = sup A% .
Si suponemos que \g € A4 , entonces

AA = [()7 )‘0]
y en particular

B e Hxo |A

0 sea

B=BnNA

con B' € p,. Pero B’ es un €-abierto de X para (g )yea, luego
también para (7,).eq. Basta ahora aplicar la proposicién (3.1.7) y
resulta que B es un ¢-abierto de A para (7,|A4).eq -

Si suponemos que Ao & A4, entonces

Ag =10,X0).
Existe (A,),emN C Aé, An /" con sup, A, = Ag y entonces
Jim p[0,A,] > €'
Para cada €’ con € < €’ < ¢ existe n € IN tal que
pl0, An] = ¢

y como

[0,X.] C Ag

se prueba repitiendo la demostracion del caso precedente que B es un
¢’-abierto de A para (7,|A)ueq. Por fin, como esto es cierto para

1" !
e<<e <€

resulta que B es un ¢-abierto de A para (7,|A4).eq -



38 3. Traza de una topologia imprecisa

3.1.20 COROLARIO

Sean (fi))rea ¥ (Tw)weq dos t.i. accesibles sobre X tales
que

(1) ren (= €) (T )wen

con € € [0,1]. Sea A C X . Entonces

(1l A)sen (= €) (u]A)wea -

3.1.21 PROPOSICION

Sea (X, (7, )weq) un e.t.i. y sean
BCcACX.

La traza en B de la traza en A de (7,)q es la traza en B

de (1u)a -

3.1.22  Sea (X, (7, )weq) un e.t.i., (795)56[071] la t.i. normal asociada,
AC X. Nada esencial ganamos cuando en lugar de considerar (7,|A)q,
consideramos (795 |A)jo1], pues como vimos en (3.1.6), esta dltima
traza puede no ser normal. En cambio, la transitividad en el sentido

de (3.1.21) deja de ser cierta cuando para B C A tomamos ahora por

una parte (795 |B)jo,1] ¥ por otra (7%, |B)[p1] en donde hemos represen-

tado por 74, el conjunto de los e-abiertos de A para (795 | A)joa] -
Algo de la transitividad se conserva sin embargo, ya que como

7. |B =7, |A|B

y como por definicién (795 | Ao,y (7%)[0.1] son equivalentes, y ademas
son accesibles, resulta que

(Te [Blog vy (7% [B)pg

son equivalentes (3.1.20).
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3.2 Abierto de seguridad.

3.2.1 Sea (X, (7,)weq) un e.t.i. Vamos a estudiar los subconjuntos
A de X tales que la traza de (7,).eq sobre A sea equivalente a una
topologia ordinaria. Una t.i. es equivalente a una topologia ordinaria
si y sOlo si los e-abiertos son los mismos cualquiera que sea ¢ > 0
(véase 1.3.9).

Es evidente que cualquier subconjunto de X que se reduce a un
punto es de este tipo. También lo es (). Esto hace que en general no
exista un subconjunto de este tipo mayor que todos los otros, pues
deberia ser necesariamente X. Ahora bien, hemos visto (por ejemplo
en 1.4.4) que una t.i. no es en general equivalente a una topologia
ordinaria.

3.2.2  Supongamos que A es un abierto de X. Si representamos por
(795)56[071] la t.i. normal asociada a (7,)weq, sabemos (3.1.11) que la

. . o
t.i. normal asociada a (7,|A)q es (7c [A)joq]-
En consecuencia, (7,|A)q es equivalente a una topologia ordinaria
sobre A siy solo si

(Ve>0) 7T.]|A=7|A.

Tenemos ademaés la

3.2.3 PROPOSICION

Sea (X, (T, )weq) un e.t.i. Sea (A;);esr una familia de abier-
tos de X tales que para cada i, (7,]|A;)q es equivalente a
una topologia ordinaria. Entonces A = UA; es un abierto
de X tal que (7,]|A)q es equivalente a una topologia ordi-
naria.

A es un abierto de X. Para cada 1 € [
(Ve>0) 7|4 =71 |A;.

Veamos que

(Ve>0) 7T.]|A=7|A.



40 3. Traza de una topologia imprecisa

Seac >0y B e€r, |A; entonces B €T, (3.1.10). Tenemos que

B=U(BNA,))

y o

(\V/Z) BN A; ET,,
luego

(Vi) BnA; er,|A; =7 |A;,

(Vi) BNA; er,

y por fin
(Vi) B=UBNA;)em

luego

Ber |A.

3.2.4 DEFINICION. Sea (X, (7u)weq) un e.t.i. La reunién de to-
dos los abiertos de X cuya t.i. (de subespacio) es equivalente a una
topologia ordinaria, es el mayor abierto de X cuya t.i. es equivalente a
una topologia ordinaria. Le daremos el nombre de abierto de sequridad

de X.

3.2.5 Ejemplo.Si(X, 7) esun espacio topoldgico ordinario, el abier-
to de seguridad es X.

3.2.6 Ejemplo. Para el et.i. (X, (73)aeq) del ejemplo (3.1.17) el
abierto de seguridad es X, pues (75)seq es equivalente a la topologia
ordinaria

7?1: {®7X7 {B}}

3.2.7 Ejemplo. Paraele.t.i. IRo= (IR, (7).ep,1]) del ejemplo (1.4.4)
el abierto de seguridad es ().
Si en dicho ejemplo hacemos para € € (0,1)
1
te = —,
3

obtenemos un e.t.i. analogo IR(—11) = (IR, (7:)eeo1]) ¥ cuyo abierto

de seguridad es (—1,1).
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3.2.8 LEMA

Sea (X, (7, )weq) un e.t.i., A el abierto de seguridad. Sea
B C A y supongamos que B es un e-abierto de X para
algun € > 0. Entonces B es un abierto de X.

Basta aplicar el teorema (3.1.10).

3.2.9 PROPOSICION

Sea (X, (7, )weq) un e.t.i., A el abierto de seguridad. Sea
B C A y supongamos que B es un e-abierto de X para
algin ¢ > 0. Entonces la traza de (7,),cq sobre B es
equivalente a una topologia ordinaria.

Por el lema precedsente, B es un abierto de X. Ademas, como
(Ve>0) 7.|A=T|A,

resulta que
(Ve>0) 7.|B=r|B,

y esto, utilizando (3.2.2), termina la demostracién.

3.2.10 PROPOSICION

Sea (X, (7, )weq) un e.t.i. accesible, A el abierto de se-
guridad. Sea B C A. La traza de (7,),eq sobre B es
equivalente a una topologia ordinaria.

Las trazas
(wlBla vy (7c[B)pg

son equivalentes (3.1.20) y

(Ve>0) 7.|A=T|A,
por ser A el abierto de seguridad. Luego también

(Ve>0) 7.|B=7|B
y entonces si D es un e-abierto de B para (7,|B)q, lo es para
(795 |B)o,1], ¥ si € > 0 esto significa que para ¢ < ¢, D ETu | B, luego

D ety | B, luego D es un abierto de B para (795 |B)o,1] ¥ para (7, B)a .
Esto demuestra que (7,|B)q es equivalente a una topologia ordinaria.
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3.3 Subespacios y continuidad.

3.3.1 PROPOSICION

Sean X,Y dos e.t.i. f : X — Y una aplicacion, sean
¢, € [0,1]. Supongamos que f posee la propiedad (e-6).
Si A C X, entonces f|4 posee (e-0).

Si BCY,con f(X) C By B es §-abierto o d-cerrado,
entonces f : X — B posee (e-9).

Como la inyeccién candnica ¢ : A < X es continua y fla = fou,
aplicando el lema (2.1.18) demostramos la primera parte. Para la
segunda, basta utilizar el teorema (3.1.10).

3.3.2 PROPOSICION

Sean X,Y dos e.t.i. @ € M, f : X — Y una aplicacién

®-continua.
Si A C X, entonces f|4 es ®-continua.

Si B es un abierto o un cerrado de Y con f(X) C B,
entonces f : X — B es ®-continua.

Como ¢ : A — X es continua y f|4 = f o, basta aplicar el corola-
rio (2.1.20) para probar la primera parte. Para la segunda, se aplica la
proposicion precedente a la propiedad (®(4)-0) para cada § € [0,1].

3.33 SiXeVYsondoseti yf:X —Y esun isomorfismo y si
A C X, no es cierto en general que la aplicacién biyectiva

f A= f(A)

sea un isomorfismo. Es justamente lo que muestra el ejemplo (3.1.17)
para la aplicacién idéntica

7 (X, (Ta)aeﬁ) — (Xv (795)66[071])
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3.3.4 PROPOSICION

Sean X,Y son dos e.t.i., ¢ € [0,1] y f : X — YV un ¢
isomorfismo. Sea A un abierto o un cerrado de X. Enton-
ces la aplicacion

fiA = f(A)
v — f(x)

es un ¢-isomorfismo.

Para € = 1 es trivial; supongamos € < 1. En primer lugar, f(A) es un
abierto o un cerrado de Y. Aplicando (3.3.2) resulta que

f A= f(A)

es e-continua. Basta por fin hacer el mismo razonamiento con f~! en

lugar de fy f(A) en lugar de A.

3.3.5 COROLARIO

Sean X,Y son dos et.i. y f : X — Y un isomorfismo.
Si A es el abierto de seguridad de X entonces f(A) es el
abierto de seguridad de Y.
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Capitulo 4

Filtros.

La idea de filtro que introducimos en (4.1.2) es la inmediata generalizacién
de la nocién debida a H. CARTAN. Para comprender el sentido de dicha
idea conviene tomar como propiedades que definen un filtro las (f1), (£2),
(f4) vy (f5) (4.1.2y 4.1.4) e interpretar F(A) = ¢ como significando que
‘A pertenece en cierta medida ¢ al filtro F’. Cuando para un filtro ordinario
consideramos como en (4.1.10) la funcién caracteristica asociada, podemos
interpretarlo como un filtro para el que la pertenencia es cuestion de ‘todo
o nada’.

Las propiedades de los filtros ordinarios son utilizadas en la demostra-
cién de (4.2.4) y en otras de capitulos posteriores. El resultado (4.2.7)
por el que los maximales del conjunto de los filtros sobre X son exacta-
mente los ultrafiltros clasicos, nos permitird mas adelante simplificar varias
demostraciones usando propiedades bien conocidas de éstos.

Adelantamos el sentido en que vamos a utilizar los filtros en el ejem-
plo (4.1.3), en el que definimos el filtro de los entornos de un punto para
una t.i. En el capitulo siguiente dedicaremos un apartado (el 5.1) a precisar
esta cuestion.

En (4.1.12) probamos que existen filtros diferentes de los cldsicos.

El comportamiento de nuestra nocién de filtro respecto de la imagen
y la imagen reciproca por una aplicaciéon (4.3.2 y 4.3.6) nos permite pres-
cindir totalmente de la idea de base de filtro. Hacemos sin embargo en los
parrafos (4.4.8) y siguientes una incursién en el tema de las bases de filtro
para mostrar lo limitado de su alcance (4.4.12 y 4.4.13).

El orden en los filtros se estudia en el primer apartado, pero la relaciéon
que mas interesa es la que denotamos con (< @) (4.5.2) a pesar de la
pérdida de propiedades que acarrea (4.5.7). Utilizando las mismas palabras
que en la introduccién al capitulo 2, podemos decir que (<€) (4.5.3) es
una relacién ‘suficiente cuando nos conformamos con un nivel de

45
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seguridad €.
De las relaciones (< ¢€), la més fuerte se da para e = 0, que es justa-
mente la relaciéon <.

4.1 La nocidén de filtro.

4.1.1  Sea X un conjunto no vacio. Un filtro sobre X (en el sentido
de CARTAN) diremos que es un c-filtro.

4.1.2 DEFINICION. Sea X un conjunto no vacio. Un filtro sobre

X es una aplicacién

FP(X) = [0,1]

verificando
(f1) F(0) =
(f2) F(X)= 1
(f3) F(ANB) =min(F(A),F(B)).

4.1.3 Ejemplo. Sea (X, (7,)wen) un e.t.i; sea @ € X . Para cada
A C X ponemos

E:(A) =sup{e > 0] A es un e-entorno de x}

cuando el conjunto de tales ¢ es no vacio y
E(A)=0

en caso contrario. &, asi definido es un filtro. Diremos que es el filtro
de los entornos de x por la t.i. (7,)weq -

4.1.4 Si F es una aplicacién de P(X) en [0,1], la propiedad (f3)
equivale al conjunto de las dos siguientes:

(f4) ACB = F(A) <F(B);

(f5) F(ANB)>min(F(A),F(B)).

La demostracion de tal equivalencia es inmediata.
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4.1.5 PROPOSICION

Sea F un filtro sobre X. Si A, B C X entonces
FA)>0y F(B)>0 = ANB=#0.
En particular, si A C X, se tiene F(A) =00 F(CA)=10.

4.1.6 Sea F un filtro sobre X. Utilizaremos con mucha frecuencia
las dos notaciones que siguen.
Para 0 < € <1 ponemos

F.={AeP(X)|F(A) > ¢}
y para 0 < ¢ < 1 ponemos
Fao ={A€P(X)|F(A) > ¢}.

Tanto F. como F.+ son c-filtros.

4.1.7  Son inmediatas las proposiciones siguientes
0<ed<e = F.>F;
€ <e<l = Fur>Fer;
O<e<l = Fa <F;
€ <e = F.< For;
(Ve>0) Fo= () Fo= () For;

0<e'<e 0<e'<e
Ve<l) Fa= U Fu= | Fr.
e<e! <1 e<e! <1

4.1.8 Si F es un filtro sobre X y A C X se tiene
F(A)=sup{e>0]|A e F}=sup{e<1|Aec F+}
si tales conjuntos son no vacios y
F(A)=0

en caso contrario.



48 4. Filtros

4.1.9 Sean F,G dos filtros sobre X. Pondremos
g<F

para representar la relacion de orden habitual entre dos funciones con
llegada en [0,1], o sea,

(VAeP(X)) GA) <F(A).

Son entonces equivalentes

(i) G < F;
(i) (Ve>0) G. < F.;
(iii) (Ve<1) G < Fur.

4.1.10 Ejemplo. Sea F un c-filtro sobre X ; designemos por F' la
funcién caracteristica en P(X) de F, o sea

F(A) = 1 si AeF,
S0 si AdF

entonces F es un filtroy (Ve > 0) F, = F.

Reciprocamente, si F es un filtro tomando tnicamente los valores
0y 1, F esla funcién caracteristica del c-filtro F = F., cualquiera
que sea € > 0.

La aplicacion que envia cada c-filtro en su funcion caracteristica es
pues una inyeccion del conjunto de los c-filtros en X sobre los filtros de
X con valores 0 y 1. Cuando hablemos de un c-filtro nos referiremos
tanto al c-filtro como a su funcion caracteristica.

Si F, G son c-filtros sobre X, la expresion

g<F

significa lo mismo en el sentido tradicional que en el de (4.1.9).

4.1.11 Ejemplo. Sea « € X . El filtro definido por

UL(A) = 1 si z€ A,
10 st a g A,

es un c-filtro.
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4.1.12 Ejemplo. El ejemplo (4.1.3) nos permite construir sin difi-
cultad filtros que no sean c-filtros. Asi, en el e.t.i. del ejemplo (1.4.4),
si & es el filtro de los entornos de 1. se tiene

&1([0,2]) =1/2.

4.1.13  Si (X,7) es un espacio topoldgico ordinario y = € X, el
filtro &€, de los entornos de x en el sentido de (4.1.3) es el cfiltro de
los entornos de x por 7.

4.1.14 Sea X # (. Sea (Uc)cc(o,) una familia de c-filtros sobre X
verificando
0<éd<e = U >U..

Definimos entonces un filtro F sobre X poniendo
F(A)=sup{e>0|Ael.}
cuando el conjunto de tales ¢ es no vacio y
F(A)=0

en caso contrario. Diremos que F es el filtro engendrado por la familia
monétona de c-filtros (U, )cc(o]-
Se tiene

VO<e<l) Fa<U<F

y ademas, después de lo que hemos visto en (4.1.8), F es el inico filtro
verificando tales desigualdades.

4.1.15 Si F es un filtro sobre X, F es justamente el filtro engen-
drado por la familia monétona de c-filtros (.7:5)66(071] .

4.1.16 Ejemplo. Sea (X, (7,),eq) un e.t.i. (795)56[071] la t.i. normal
asociada. Sea @ € X. Para cada ¢ > 0, sea V, . el ciltro de los
c-entornos de x, esto es, de los entornos de = por 7.. La familia
mondtona de c-filtros (Vx,e)ee(o,l] engendra justamente el filtro &, de
los entornos de x (4.1.3).
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Para el e.t.i. IRy = (IR, (7.)cco,1]) del ejemplo (1.4.4), para z =1
y V =0,2] se tiene

V& Vi y Vet

Para el e.t.i. (IR, {ro,71}) del ejemplo (1.3.7) si z € IRy V = {a}
se tiene

VeVei y Ve En /ot -

4.1.17  Sea F el filtro engendrado por la familia mondtona de c-
filtros (Ue)ee(oy- En el ejemplo precedente hemos visto que las desi-
gualdades

(Vo<e<l) Fu <U<F

son en general estrictas. Para que se verifiquen las igualdades
(Ve>0) U =F.

es condicién necesaria y suficiente que (UE)EG(OJ] sea continua a la
izquierda, o sea que

(\V/6>0) U. = ﬂ U.r .

0<e’<e

4.1.18 Sea X un conjunto no vacio, F'(X) el conjunto de los filtros
sobre X. Estudiaremos la relacion de orden (4.1.9) en F(X).

Existe un minimo, que es el c-filtro F = {X}.

No existe un maximo en cuanto X posee al menos dos puntos. En
efecto, si x,y € X, x # y, consideremos los c-filtros U, y U, (4.1.11).
No existe ningun filtro G tal que

U.<¢ vy U <G
pues entonces

G{z}) =G({y}) =1

G(0) = G({=z}n{y}) =1,

lo que es absurdo.
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4.1.19 TEOREMA

El orden en F(X) es inductivo

Sea (F);cr un conjunto totalmente ordenado de filtros sobre X. Para
cada A C X pongamos

F(A) =sup FO(A).

el

F es un filtro. En efecto: (f1) y (f2) se cumplen de forma evidente.
También es inmediato (f4).

Probemos (£5); razonemos por reduccién al absurdo, suponiendo
que existen A y B tales que
F(AN B) < min(F(A), F(B)),
o sea
F(ANB) < F(A) =sup FO(A) y F(ANB) < F(B) = sup FI(B).
Existen entonces j, k € I tales que

F(ANB) < FOYA) vy  FANB)< FH(B).

Pero (F@);c; es totalmente ordenado; si por ejemplo FF) < FU) | se
tiene entonces

F(ANB) < FY4) vy  F(AnB)< FYU(B),

O Sea

F(AN B) < min(FU(A), F9(B)) = FY(AN B)

lo que va en contra de la definicién de F. Por fin, F es una cota
superior de (F);c;.
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4.1.20 PROPOSICION

Sea (f(i))iej una familia de filtros sobre X. Para cada
A C X ponemos

F(A) = inf FO(A),

i€l

F es un filtro sobre X, que es el extremo inferior de la

familia (f(i))iej )

F verifica (f1), (f2) y (f4) de forma inmediata. Por otra parte, si
A, B € P(X) se tiene para cada ¢ € [

FO(AN B) > min(F(A), F(B))

luego

F(AN B) > min(F(A),F(B)),

lo que prueba (f5). Y es evidente que F es el extremo inferior de
(FD)ies -
4.2 Ultrafiltros.

4.2.1 DEFINICION. Un filtro F sobre X es un ultrafiltro si es un
maximal del conjunto F'(X) de los filtros sobre X .

4.2.2 Ejemplo. Un cfiltro sobre X que es un ultrafiltro en el sen-
tido ordinario es un ultrafiltro en el presente sentido, como se demues-
tra facilmente aplicando (4.1.5).

4.2.3 Si F es un filtro sobre X , existe un ultrafiltro ¢/ tal que
F<U.

Es una consecuencia de (4.1.19) y del axioma de ZORN.
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4.2.4 PROPOSICION

Sea JF un filtro sobre X ; sea A C X . Son equivalentes

(i) Existe un filtro G tal que F < Gy G(A) =

(ii) Existe un ultrafiltro ¢ tal que F < U y U(A)
(iii) Existe un filtro G tal que F < Gy G(A) > 0;
) F(B) > = BNA#D.

(iv

(i) = (ii) y (ii) = (iii) son evidentes.
(iii) = (iv) Si F(B) > 0, entonces G(B) > 0,y como G(A) > 0
resulta que

G(ANB) >0

luego ANB #(.

(iv) = (i) Consideremos el subconjunto B de P(X) formado por
A y por los subconjuntos B de X tales que F(B) > 0. Cualquier
interseccion finita de conjuntos de B es no vacia, luego existe un c-
filtro G con valor 1 en cada conjunto de B. De forma evidente

F<G v GA)=1.

4.2.5 COROLARIO

Sea F un filtro sobre X y sea A C X tal que F(A) > 0

Existe entonces un filtro G tal que

F<G vy G(A)=1.

4.2.6 COROLARIO

La imagen de P(.X) por un ultrafiltro es el conjunto {0, 1} .
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4.2.7 COROLARIO

Los ultrafiltros sobre X son justamente los ultrafiltros or-
dinarios.

4.2.8 Una aplicacién
U :NP(X)—10,1]

es un ultrafiltro si y sélo si es un filtro y verifica

(ul) (VAeP(X)) UA)=10U(CA) =
En efecto, si U es un ultrafiltro, es un filtro y verifica trivialmente (ul),
puesto que es un ultrafiltro ordinario. Reciprocamente, sea ¢/ un filtro
verificando (ul); entonces aplicando (4.1.5) resulta que U es un c-
filtro, y por verificar (ul) es un ultrafiltro.

4.2.9 Ejemplo. Si z € X, el filtro U, definido en (4.1.11) es un
ultrafiltro.

4.2.10  Una aplicacion
U:PX)—[0,1]

es un ultrafiltro si y sélo si es un morfismo reticular, o sea cuando
(f1) U0) = 0,
(f2) U(X)=
(f3) U(AN B) min(U(A),U(B));
(r1) U(AUB)=max(U(A),U(B)),
pues (f2) y (rl) implican (ul) y por otra parte, un ultrafiltro veri-
fica (r1).
En particular esto significa que todo morfismo reticular entre P(X)
y [0, 1] tiene por imagen {0, 1}, lo que por otra parte es consecuencia
de que 0 y 1 son los tnicos elementos del reticulo [0, 1] que admiten
un elemento ortogonal.
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4.2.11  De forma contraria a lo que ocurre con los c-filtros, un filtro
no es en general el extremo inferior de los ultrafiltros mas finos que él.
En efecto, si (UD);c; es una familia de ultrafiltros y

F =infu®

entonces F es siempre un c-filtro, y hemos visto que existen filtros que
no son c-filtros (4.1.12).

4.2.12 Sea F un filtro sobre X . El extremo inferior de los ultrafil-
tros mas finos que F es un c-filtro que designaremos por

c(F).
Este c-filtro ¢(F) es el menor de los c-filtros mas finos que F . Se tiene

1 si F(A)>0,

P = {0 si F(A)=0.

Si F es un cfiltro, entonces ¢(F) = F.

4.3 Imagen e imagen reciproca de un fil-
tro por una aplicacidn.

4.3.1 Sean X,Y dos conjuntos no vacios y
f:X—=Y
una aplicacién. Sea F un filtro sobre X. Consideremos la aplicacion

FLPY) = PX)
B — [7(B)

y la aplicacion compuesta
G=Fof,

o sea, para cada B C Y
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G es un filtro sobre Y. En efecto

y por fin
G(ANB) = F(fTH(ANB)) = F(f(A) N f71(B))
= min(F(f (A)), F(fB))) = min((A), 6(B))

4.3.2 DEFINICION. El filtro asf definido diremos que es la ima-
gen por f del filtro F y lo representaremos por fJF. Se tiene pues

4.3.3 Si F es un cfiltro, también lo es fF. Como ademds son

equivalentes

(i) JF(B) =1;
i)(FACX) FA) =1y fl(A)CB

resulta que entonces fF es la imagen de F por f en el sentido tradi-
cional.

4.3.4 Sean X,Y dos conjuntos no vacios y
f:X—=Y
una aplicacién. Sea G un filtro sobre Y. Consideremos la aplicacion

f:PX)—=PY)
A = f(A)

y la aplicacion compuesta
F=Gof,

o sea, para cada A C X
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F no es en general un filtro, incluso cuando f(X) =Y. En efecto, si
Y = {y}, G es el unico filtro posible sobre Y y f la tnica aplicacién
posible de X en Y, se tiene

ACX,A40 = F(A)=1,

luego F no es un filtro si X posee al menos dos puntos.

4.3.5 Definimos entonces para cada A C X
F(A)= sup G(B).

/-Y(B)cA

F puede no ser tampoco un filtro, pues F(0)) # 0 en general. Sin
embargo, si anadimos la hipdtesis

Gg(Cf(X)) =0,
entonces F es un filtro sobre X. En efecto
f_l(B):@ = BCCf(X) = GB)=0,

luego

F(0) =0.

Ademas F(X) > G(Y) = 1. También es inmediata (f4). Veamos
pues que F verifica (f5) o sea

F(AN B) > min(F(A), F(B)).
Razonemos por reduccién al absurdo; si
FANB)<F(A) vy  F(ANB)<F(B),
existen D, £ C Y tales que
oAy fE)CB

T F(ANB) < G(D) y F(ANB) < G(E),

luego

F(ANB)<min(G(D),Gg(E))=G(DNE),
lo que es absurdo, pues

fADNE)=fY(D)nfYE)CANB.
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4.3.6 DEFINICION. Cuando
G(Cf(X))=0,

el filtro sobre X definido en el parrafo precedente diremos que es la
imagen reciproca por f del filtro G y lo representamos por f71G. Se
tiene pues

f[71G(A)= sup  G(B).

F-1(B)CA
4.3.7 Si AC X y ponemos
D=J{B|BCYy [ (B)cCA}

se tiene

fY(Dyca

y como G verifica (f4) resulta
716(A)=6(D).
4.3.8 Si G es un c-filtro sobre Y, se tiene la equivalencia de

(i) G(Cf(X)) =0;
(i) g(B)=1 = BNfX)#0;
en efecto, si (i) es cierto y BN f(X) = () entonces B € Cf(X) luego
G(B) = 0. Reciprocamente, si (ii) es cierto, como f(X)NCf(X) =0,
resulta que G(Cf(X)) # 1, luego G(Cf(X)) =0.

Es decir, la imagen reciproca de un c-filtro existe o no al mismo
tiempo en el sentido tradicional y en el de (4.3.6).

Ademis, si existe, f71G es entonces la imagen reciproca de G por f
segun la definicion tradicional, pues se tiene la equivalencia de

(i) f71g(A) =1

(i) (3B Y)_ é(B) =1y fY(B)CA.

4.3.9 Tanto la imagen como la imagen reciproca conservan el orden
entre los filtros.
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4.3.10 Sea
f:X—=Y

una aplicacion. Resulta del caso clasico y de (4.2.7) que si U es un
ultrafiltro sobre X, lo es también fU , pero que si U es un ultrafiltro
sobre Y no lo es en general f~'U cuando f~'U existe.

Si U es un ultrafiltro sobre Y, la condicion U(Cf(X)) = 0 equivale
ald(f(X))=1. Siesta condicién se cumple y f es inyectiva, f~1U es
también un ultrafiltro.

4.3.11 PROPOSICION

Sea f : X — Y una aplicacion, F un filtro sobre X y G
un filtro sobre Y.

a) Si f7'G existe, se tiene
fig>g.
b) f~' fF existe siempre y

fTUPF<F.

a)SiBCY
FI7'6(B) = [7'G(f71(B)) > G(B).
b) Como
FFECHX)) = F(fTHCf(X) = F(0) =0
siempre existe f~1 fF. Ademds si A C X y suponemos que
[THF(A) > F(A),
existe BC Y con f~}(B) C Ay tal que
JF(B) > F(A),

osea F(f~'(B)) > F(A), lo que es absurdo.
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4.4 Extension de un filtro. Traza de un
filtro. Generador de un filtro.

4.4.1 Sea A un subconjunto no vacio de X, ¢ : A — X la inyeccién
candnica. Sea F un filtro sobre A. La imagen

F=1F
de F por i es el filtro sobre X que viena dado para B C X por
F(B)=F(ANB).
Diremos que F es la extensidn de F a X . En particular
F(A)=1.

La extension de un c-filtro sobre A es un c-filtro sobre X que coincide
con la extensién en el sentido ordinario (4.3.3). La extension de un
ultrafiltro es un ultrafiltro (4.3.10).

4.4.2 Sea F un filtro sobre X . La imagen reciproca
Fa=i'F

existe cuando
F(CA)=0

y es, en ese caso, el filtro sobre A dado para cada B C A por

Fa(B)= sup F(D)=F(BUCA).
DnACB
Diremos que F4 es la traza de F en A.

La traza de un c-filtro sobre X es, cuando existe, un c-filtro so-
bre A, que coincide con la traza en el sentido ordinario (4.3.8). Si U
es un ultrafiltro sobre X , U4 existe si y s6lo si U(A) = 1 y en ese caso
es también un ultrafiltro (4.3.10). Su valor en un conjunto B C A
viene entonces dado por

Ua(B) = U(B)

a causa de la propiedad (rl) de (4.2.10).
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4.4.3 Sea A un subconjunto no vacio de X. Si F es un filtro sobre X
y F4 existe, se tiene aplicando (4.3.11)

(Fa) > F.

Sin embargo, si U/ es un ultrafiltro sobre X y U, existe

) =U.

4.4.4 Ejemplo. Si X = {x,y}, F es el filtro minimo sobre X y
A = {z} se tiene

F(A)=0 y (Fa)(A)=1.

4.4.5 PROPOSICION

Sea A un subconjunto no vacio de X', sea F un filtro so-
bre A. Entonces F|4 existe siempre y

Fla=F.

De (4.3.11) se deduce que F|4 existe. Ademas, si B C A

Fla(B)=F(BUCA) = F(AN(BUC(A)) = F(B).

4.4.6 Sea A un subconjunto no vacio de X . La proposicion prece-
dente significa que la aplicaciéon

F(A) — F(X)
F—=F

es inyectiva, y la aplicacion

F(A) —» F(X)
F — Fa,
definida inicamente para los filtros cuya traza en A existe, es sobre.

O sea, que filtros diferentes sobre A poseen extensiones diferentes, y
por otra parte, que todo filtro sobre A es la traza de un filtro sobre X .
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4.4.7 Si A es un subconjunto no vacio de X y F es un filtro sobre A,
podemos considerar también F como una aplicacién del subconjunto

P(A) de P(X) en [0,1]. En (4.4.1) extendemos esta aplicaciéon a una
aplicacion

F P(X)—[0,1]

que es un filtro sobre X.
Esta situacion se generaliza de la manera siguiente:

4.4.8 DEFINICION. Sea X un conjunto no vacio; sea 3 C P(X)y
[ —=10,1]

verificando
(g1) Depy f(0)=0;
(82) supges f(B) =1;
(g3) A,Bef=(3Dep) DCANB Yy f(D)>min(f(A), f(B)).

Diremos entonces que f es un generador de filtro sobre X .

4.4.9 Sif :0—10,1] es un generador de filtro sobre X | la aplica-
cién

F P(X)—[0,1]
dada por

es un filtro sobre X, que representaremos por (f).
En efecto, F verifica de forma inmediata (f1), (f2) y (f4). Por
otra parte si

F(AN B) <min(F(A),F(B)),

o0 sea si
F(AnB)<FA) vy  F(AnB)<F(B),
existen D, € 3, D C A, F C B tales que
F(AnB)< f(D) 'y  FAnB)< f(E).
Sea entonces GG € 3 con

GCDAE vy f(G) 2 min(f(D), /(E)).
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Resulta que
GCANB y F(ANB) < f(G)

lo que contradice la definicién de F . Luego F verifica (f5).

4.4.10 Ejemplo.Si A C X y F : P(X) — [0,1] es un filtro sobre
A, F es un generador de filtro sobre X y

(F)=F.
4.4.11 Ejemplo. Si # es una base ordinaria de filtro sobre X y
definimos
fpu{0} —[0,1]
por
1 st Beg,
B) =
J(B) {0 si B=1

entonces f es un generador de filtro sobre X y (f) es el c-filtro engen-
drado en el sentido ordinario por (3.

4.4.12  Sean
fp=1001, g¢g:v9—[0,1]
dos generadores de filtro sobre X. Si se cumple que
(VBepB)(3Gery) GCB y [(B)<g(G),

entonces
(f) <(9),

pero la proposicion reciproca no es cierta.

4.4.13 Ejemplo. Sea 3 la familia de P(IR) formada por @) y por los
intervalos

11
n:[——,—], n € IN.

Definimos

f:B8=100,1 'y g:8-=101]
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por

f(0) =
9(0) =

Tanto (f) como (g) es el c-filtro de los entornos de 0 por la topologia
usual, pero cualquiera que sea V), , ningtin conjunto B de [ verifica

0
0

g(Vo) < f(B).

4.4.14 PROPOSICION

Sea G un filtro sobre X y f : 8 — [0,1] un generador de
filtro sobre X . Son entonces equivalentes

() (f) £G;
(i) VBepg) f(B)<g(B).

(i) = (i) pues si B € . (B) < (/)(B) < G(B).
(ii) = (i) pues, para cada A C X

(F)(A) = s f(B) < BeSﬁuECAQ(B) < G(A).
4.5 La relacién G (< @) F.

4.5.1 Sea F un filtro sobre X ; sea ® € M (2.1.12). La aplicaciéon

boF : P(X) = [0,1]
A = &(F(A))

verifica (f1) y (f3). Entonces ® o F es un filtro si y sélo si ®(1) = 1.
Asi, para ¢ < 1, 1.0 F es un filtro.
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4.5.2 Sean F,G dos filtros sobre X y ® € M. Pondremos

Gg(<®)F
para representar
oG <F.
Son equivalentes
() G(< @) F;

(ii) (\V/(S > 0) Gs < f@(g).

4.5.3 Cuando G (< ¢.) F, pondremos
G(<eF.

En particular, para ¢ = 0, se trata de la relacion de orden G < F
de (4.1.9). Son equivalentes

(1) G (< F;
(ie<d <1l = Gs<Fs;
(i) e<d<1l = G5+ < Fss.
4.5.4 Si®,d' e My & < P se tiene evidentemente
GO F = G(LKIHF.
En particular si € < ¢

G(<aF = G(L<F.

4.5.5 Si F,G,H son tres filtros sobre X, &, ' ¢ My
GKO)F vy H(LD)G,

entonces
H(<DPod)F.
Si ¢ = max(e, €) y
G(<agF vy  H(LE)G,
resulta

H(<ENF.
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4.5.6 PROPOSICION

Si F, G son filtros sobre X y F es un c-filtro, son equiva-
lentes para cada ¢ < 1

(i) G(<oF;
(ii) G+ < F.

En particular. si F es un filtro sobre X se tiene, cualquiera
que sea € < 1

F(<e)Fer.

4.5.7 Si® e M, larelacién en F(X)
G(<9)F

no es ni siquiera reflexiva en general. Sin embargo para ¢ € [0,1] la
relacion

G(<agF

es una relacién de preorden (reflexiva y transitiva) en F/(X).
Los ultrafiltros son atin maximales por esta relacién en el sentido
siguiente: si U es un ultrafiltro y e < 1

ULgF = F(Lal.

4.5.8 PROPOSICION

Sean X.Y conjuntos no vacios, f : X — Y una aplicacion

y e M.
a) Si F, G son filtros sobre X tales que

entonces

fG(<o)fF.



4.5. La relacién G (< @) F
b) Si F,G son filtros sobre Y tales que
g(<®)F,
y existen las imégenes reciprocas f~'G y f~1F, entonces

g fir.
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a)SiBCY
®o fG(B)=0oG(f7(B)) < F(f7(B)) = [F(B).
b) Si A C X y ponemos
D={BIBCYy[(B)C A},
tenemos (4.3.7)

do f'G(A)=doG(D) < F(D)= f1F(A).
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Capitulo 5

Convergencia.

La convergencia de un filtro hacia un punto se define, como en el caso
tradicional, mediante su comparacion con el filtro de los entornos de un
punto; este filtro juega pues un papel esencial. Dedicamos a su estudio el
apartado 5.1.

Un problema al que dedicamos particular atencién en este primer apar-
tado es el de la relacion entre la traza del filtro de los entornos de un punto
sobre un subespacio que lo contiene y el filtro de los entornos del punto en
el subespacio. En general ambos filtros son diferentes (5.1.8). Sin embargo,
para una t.i. accesible (que es la situacién mas interesante) ambos coinci-
den (5.1.9). Ademds, coinciden también cuando el subespacio en cuestién
es un abierto, un cerrado o un ‘buen entorno’ del punto (5.1.10 y 5.1.11).

La posible definicién de limite con relaciéon a un subespacio presenta
entonces equivocos (5.2.22) excepto en las situaciones que acabamos de
citar.

También abordamos la continuidad local. El aplazamiento de esta cues-
tién hasta el presente capitulo se explica en (5.3.1). Definimos en el caso
local instrumentos andlogos al caso general para el estudio de la continui-
dad.

En (5.3.8) generalizamos el resultado cldsico que relaciona la continui-
dad local de una funcién con la convergencia de filtros.

Sin embargo la equivalencia de continuidad global y local no es cierta
en el caso general (5.3.9), aunque es ain vélida en el caso méas impor-
tante (5.3.12). Observamos asi de nuevo una distorsién andloga a la que ya
vimos para los e-entornos (1.4.5).

Un médulo de continuidad local @ , verifica necesariament ®;,(0) =0
(5.3.3). Para la relacién entre continuidad global y local resulta por tanto
necesario no hablar de funciones ®-continuas mas que para funciones ® con

69



70 5. Convergencia
$(0) = 0. Se explica asi la exigencia, arbitraria en apariencia, que hicimos

al definir el médulo de continuidad (global) de una funcién (2.1.20)

5.1 Elfiltro de los entornos de un punto.

5.1.1 Sea (X, (7,)weq) un e.t.i., (795)56[071] la t.i. normal asociada.
Sea x € X. Para cada ¢ > 0 consideramos el c-filtro

Vx,e
de los entornos de x por 7. (4.1.16). Designamos por
Ex

el filtro de los entornos de z, esto es el filtro engendrado por la familia
monétona (Vy. o )eeo], 0 sea

E(V)=sup{e>0|V € V,.}

con &€,(V) =0 cuando el conjunto es vacio.

5.1.2 Paral<e<1
Evet S Voo < Epe
con desigualdades que son, por lo general, estrictas. Si ¢ < ¢
Vie < 5x75+
y de (4.1.7) se deduce inmediatamente

(Ve>0) Ee= () Vew,

0<e'<e

(\V/G < 1) gx75+ = U Vac,e’ .

e<e! <1

5.1.3  Sidos t.i. son equivalente, coinciden los filtros respectivos de
entornos de cada punto. El reciproco es cierto como veremos en (7.2.2).
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5.1.4 Seax € X,V C X y pongamos como en (1.4.3)
Qv ={w € Q|V es un entorno de = por 7,}.
Con esta notaciéon teniamos

Ve VLE = p(QV@) > €

pero no la implicacion reciproca, incluso cuando €) era accesible.

También se tiene
ya que

Ve, = (Vé<e) VeV,
= (Veé<e) p(Qvy)>€
= p(QV,x) 2 ¢,

pero la reciproca tampoco es cierta.
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5.1.5 Ejemplo. Consideremos el e.t.i. (X, (75)secq de (3.1.17) y sea

x=QyV=][1,7]. Por una parte

Qy, =Q,
luego
p(QV,ac) =1
Por otra, si ¢ > 0
VEZ&Vee,
luego
E(V)=0

5.1.6 PROPOSICION

Sea (X, (7,)weq) un et.i. accesible, x € X, V C X.
Entonces

ggg(V) = p(QV@) .
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Ya hemos visto en (5.1.4) que
EV) < p(Qv).

Para probar la desigualdad reciproca, supongamos
p(Qvs) >e>0

y sea wg = sup Oy, .
St wg € Qy, , entonces

5. Convergencia

Ademas V es entorno de & por 7, , 0 sea existe A € 7, tal que

reEACV,
pero

[6,&)0] C QA
y —

p(QA) 2 P [0,(4)0] 2 ¢,
luego
A €T,
y entonces
VeV

y

E(V) >e.

Siwo ¢ Qv , entonces
QV@ = [(),UJO) .

Existe (wn)pelN € Qv , wn Ay supw, = wy, luego
Jim p[0,w,] > c.
Para ¢ < ¢ existe n € IN tal que
p [van] >

y como w,, € vy, se prueba repitiendo la demostracion anterior que

E(V) > €.
Como esto es asi para cada ¢ < ¢, resulta por fin
E(V) > e,

lo que termina la demostracién.
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5.1.7  Sea (X, (7,)weq) un eti, A C X yax € A. Sea &, el filtro
de los entornos de x en X. Como &,(CA) = 0, existe la traza &,|4 de
dicho filtro sobre A.

Por otra parte, podemos considerar en A la t.i. de subespacio. El
filtro sobre A de los entornos de X en A, lo designaremos por £ .
La relacién entre ambos filtros es

Eala < E2.

En efecto, ademas de la notacién V, . de (5.1.1), llamemos V;%E al c-
filtro de los e-entornos de & en A. De la proposicién (3.1.7) se deduce
que

V,.NA<YA

TE

luego para cada V C A

ENalV) = E(VUCA)

sup{e > 0|V UCA €V, }
sup{e > 0]V eV, N A}
sup{e > 0|V € Vﬁﬁ}

= &4(V).

IA

Pero en general

Ela # &L

5.1.8 Ejemplo. Consideremos el e.t.i. (X, (7s)aca de (3.1.17) y sea
r=0Qy A={Q,p}. Para V = {Q} se tiene

E(VUCA) = £,(]0,0)) =0,

luego

ENalV)y=0,

y sin embargo V es un l-abierto de A, luego

EXNV)Y=1.
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5.1.9 PROPOSICION

Sea (X, (7,)weq) un e.t.i. accesible, A C X y a € A.
Entonces

Eala=EA.

Hemos visto en (5.1.6) que si V C A
5x|A(V) = Ex(V U CA) = p(QVUCA,x) )

EXV)=p(07,),

con

Qvicar ={w € Q| V UCA es un entorno de x por 7, },

Q{}’l, ={w € Q| V es un entorno de x por 7,|A},

y como

A
Dvocar =y,

se obtiene la conclusién.

5.1.10 PROPOSICION

Sea X uneti, ACXyxeA. S5 Aesun abierto o un
cerrado de X , entonces

Ela=E2.

El razonamiento es el mismo de (5.1.7) pero ahora, aplicando (3.1.11)
se tiene

Ve N A=V

y por lo tanto la igualdad.
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5.1.11 PROPOSICION

Sea X uneti, ACXyaxeA. Si&(A) =1, entonces

Ela=EL.

Supongamos que

EMNV)=e€e>0

y sea 0 < ¢’ < ¢. Por una parte

Veypd

z,el

luego existe D, ¢-abierto de A, tal que
reDCV.

Por otra

A S Vac,e’ )
luego existe B, ¢’-abierto de X, tal que

rcBCA.

Entonces

reBNDCV.

Ahora bien, BN D es un €-abierto de B (3.1.7) luego un ¢-abierto
de X (3.1.10) y entonces

VeV,
luego
E(V) > ¢
y
Ea(V) > €.
Por fin, como esto es cierto para 0 < ¢ < ¢, resulta
EcalV) > ¢
lo que demuestra que
X< Ea.

Basta completar la demostracion con la desigualdad de (5.1.7).
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5.2 Convergencia de filtros.

5.2.1 DEFINICION. Sea X un e.t.i., F un filtro sobre X , x € X .

Sea & € M. Diremos que F ®-converge hacia x cuando
EN(LSP)F
y pondremos entonces
x=0-limF y F3 x,

diciendo también que = es un ®-limite de F .

Las mismas expresiones y notaciones se utilizaran sustituyendo ®
por ¢ cuando ® = i. o también suprimiendo ® cuando ® = 15, o sea
cuando @ sea la funcién identidad de [0, 1] en si mismo.

5.2.2 Si X es un espacio topolégico ordinario y F un c-filtro so-
bre X | la expresién

€
F =z
posee el mismo sentido cualquiera que sea ¢ < 1 y se trata justamente
de la convergencia en el sentido ordinario.

5.2.3 Ejemplo. Sea X un e.t.i., x € X .
&, converge hacia x .
El ultrafiltro trivial alrededor de x, U, (4.1.11), verifica

U, = x

cualquiera que sea & € M.

5.2.4 Si F esun cfiltro y
F =z,

entonces, cualquiera que sea ® € M,

®
F = x.
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5.25 Si®, ¢ cMyd <P, setiene

0] [0l
F—z = F-ozx.

En particular, si e < ¢,

5.2.6 Si®, & c M

ngyg(gcb)F = F¥¥,
y en particular

GoayG(<gF = F-ou.
5.2.7 SeaXuneti,FeF(X),zeXy®de M tales que

Fie.
Entonces, para cada e-entorno V' de z,
FV) = ®(e).

Ademas tenemos

5.2.8 PROPOSICION

Sea X un et.i, F € F(X), 2 € Xy ® € R (2.1.15). Son
equivalentes

(i) F 2 T

(ii) Para cada e-entorno V de x, F(V) > ®(e).

Acabamos de ver que (i) = (ii).
(ii) = (i) Supongamos que £,(V) =€ > 0; para cada ¢ < e, V es
un ¢-entorno de x, luego F(V) > ®(¢€'). Entonces
F(V) = sup &(€') = &(e),
e'<e

lo que demuestra que &, (< @) F.
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5.2.9 COROLARIO

Sea X un e.t.i., F € F(X), 2 € X. Son equivalentes

(i) F — x;
(ii) Para cada e-entorno V de x, F(V) > e.

5.2.10  Si (F©);cs es una familia de filtros ®-convergentes hacia z ,
entonces inf F) d-converge hacia z, ya que si V C X, como para
cada 1 € [

do&(V) < FOVY,

entonces

® 0 &,(V) <inf FO(V) = [inf FOV).

52.11 SiF 3 o y U es un ultrafiltro mayor que F, se deduce
de (5.2.6) que U % 2.

Sin embargo es posible que cada ultrafiltro mas fino que F sea
d-convergente hacia @ sin que lo sea F. En este caso ¢(F) (4.2.12) es
®-convergente hacia x .

5.2.12 Ejemplo. Sea IRy el e.t.i. del ejemplo (1.4.4) y & el filtro
de los entornos de 1 en IRy . En el espacio topolodgico ordinario IR con
la topologia usual, & no converge hacia 1, pues, por ejemplo

&([0.2) = 5.

Sin embargo ¢(&), que no es sino el c-filtro de los entornos de 1 para
la topologia usual de IR, es convergente hacia 1. Lo mismo ocurre
entonces con cada ultrafiltro mas fino que &; .
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5.2.13 PROPOSICION
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Sea Xuneti, ACX,2€A. SeaFelFA)ydeM

tales que en el subespacio A

3
F = .

Entonces se tiene
— 3
F =z

en X, donde F es la prolongacién de F a X.

En efecto, por hipotesis

&S @) F,
luego (5.1.7)
51’|A (S (I)) fv
y por (4.5.8) )
51’|A (S (I)) fv
y como (4.4.3)
gac S gac|A
resulta
(S Q)F,
0 sea
Fla.

5.2.14 PROPOSICION

Sea X un e.t.i. accesible, A C X,z € A. Sea F € F(X)
y ® € M tales que
Fie.

Entonces
)
Fi—x

en A cuando la traza F4 existe.
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Como

£ (< 0)F,

entonces (4.5.8)
Enla (K@) Fy,

y como X es accesible, resulta de (5.1.9)

ENL®)Fy.

5.2.15 La precedente proposicién es cierta atin sin suponer que X
es accesible cuando A es abierto o cerrado o cuando £,(A) = 1, pues
entonces se tiene también £4 = &,]4 (5.1.10 y 5.1.11). Sin embargo,
cuando X no es accesible, la proposicion es falsa en general.

5.2.16 Ejemplo. Con los mismos datos del ejemplo (5.1.8) se tiene
Er — x,

pero E:|a A x.

5.2.17 DEFINICION. Sean X, Y doseti., f: X = Y una apli-
cacion. Sea F € F(X), ® € M, be Y. Pondremos

(I)—;_lmf(l') =b

para representar

fF3 0.
Cuando a € X y F = &, pondremos

i f(2) =
y diremos que f ®-converge hacia b cuando x tiende hacia a. Utili-
zaremos las simplificaciones usuales de notaciéon cuando ® = i, y en
particular cuando ® = 1.

5.2.18 Cuando X e Y son espacios topologicos ordinarios, la ex-
presion
lim f(z) = b

tiene justamente el sentido ordinario.
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5.2.19 Sean X,Y e.t.i., f : X — Y una aplicacién, a € X ;b€ Y.
Si @ € M son equivalentes

(i) ®-limy, f(x) = b;
() E(V) > 0 = E((V) > 0(c).

y si ademas ® € R puede anadirse
(iii) Para cada e-entorno V de b, E,(f~1(V)) > ®(e).

Si € € [0,1] son entonces equivalentes

(i) elimy—, f(2) = b;
(i) &V) > € >e = E(HV)) >¢€;
(iii) Si V es un ¢-entorno de b con € > e, E,(f~HV)) > €.

5.2.20 PROPOSICION

Sean X, Y e.t.i., f : X — Y una aplicacién,a € X, b€ Y.
Son equivalentes

(i) elimyo, f(x) = b;
(i) F3a = fFSb.

(i) = (ii) Por hipédtesis
gb (S 6) fga .

Luego si F < a, entonces &, (< ¢) F y utilizando (4.5.8)

e (<o) fF,
luego
gb(< 6)ff,
o0 sea
fF S

(ii) = (i) es inmediato.
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5.2.21  De (5.2.5) se deduce que para ' < @
: B - B
CI)x—lgnf(x) =b = CI)x—_lgnf(x) =b
y para € < ¢
: B /1 B
eill}{lnf(x) =b = ex—ggnf(x) =b.
5.2.22 Sean X,Y et.i., f : X — Y una aplicacion, & € M. Sea
A C X, a € X tal que &4 existe y b € Y. Podemos utilizar la
notacién

¢-lim f(x)=b

r—a,r€A
para representar que

¢-lim f(x) =0,

€ala
en donde ahora f : A — Y es la restriccion de f a A. Perosia € A,
en cuyo caso &,|4 existe, este hecho no equivale a

q)—glimf(x) =b.

Cuando @ € A, la notacion es equivoca salvo cuando estamos en uno
de los casos siguientes

- X es accesible (5.1.9),

- A es abierto o cerrado (5.1.10),

-&(A)=1(5.1.11),

y no conviene utilizarla salvo en estos casos.

5.3 Continuidad local.

5.3.1 La nocién de continuidad local hubiera podido introducirse
utilizando los e-entornos de un punto (1.4.1). Se presenta sin embargo
la anomalia siguiente: sean X,Y e.t.i., f : X — Y una aplicacién,
a € X ; es posible que para cada d-entorno V de f(a), f~1(V) sea
un ¢-entorno de a cualquiera que sea ¢ < ¢, pero que sin embargo
F7HV) no sea un e-entorno de a. Es decir, el resultado de (2.1.10)
que expresa una cierta continuidad a la izquierda, desaparece para
esta nocion de continuidad local.

El instrumento que permite subsanar el hecho anémalo que co-
mentamos es justamente el conceptp de filtro de los entornos de un
punto.
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5.3.2 Ejemplo. Sea IRy = (IR, (7.).¢[o,1]) el e.t.i. de (1.4.4) y consi-
deremos por otre parte IR con su topologia usual. Sea ¢ la aplicaciéon

identidad
7 IR,O — IR.

Si V es un entorno de 0 en IR, entonces V' es un e-entorno de 0 en IR,
cualquiera que sea ¢ < 1, pero no es un l-entorno de 0 en IRy salvo

en el caso V = IR.

5.3.3 Sean X.Y dos e.ti., f : X — Y una aplicacion, a € X . Si
¢,6 € [0, 1] consideraremos la propiedad (a,c-9)

(a,e-9) Ef(a)(V) >0 = fE&(V)>e,
o lo que es lo mismo cuando € > 0, § > 0

(a76_5) gf(a),é S (fga)e .

Si f posee (a,e-6) y ¢ < ey d' > 6, entonces f posee (a,-d8").
| posee siempre la propiedad (a,0-4") cualquiera que sea ¢ € [0, 1].
Para § € [0, 1] ponemos

O/ ,(0) =sup{e| f posee (a,e-d)}.
En particular, necesariamente
d;,(0)=0.

La funcién @, asi definida recibe el nombre de modulo de continuidad
local de f en a.
De forma analoga a (2.1.11) se tiene:

5.3.4 PROPOSICION

Sean X,Y dos e.t.i., f : X — Y una aplicacion, a € X,
¢, , el moédulo de continuidad local de f en a.

a) Cualquiera que sea 6 € [0,1], f posee (a,®;,(5)-9).
b) Sea § € [0,1]. f posee (a,e-d) siy sdlo si e < Py ().
C) (I)f@ eM.
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5.3.5 DEFINICION. Sean X, Y eti, f: X — Y una aplicacion,
a € X. Sea ® € M. Diremos que f es ®-continua en a cuando para
cada ¢ € [0,1] f posea (a,P(d)-9).

f es ®-continua en «a si y sélo si
o< Py,

y en particular, ®;, es la mayor de las funciones ® € M tales que f
es ®-continua en «a.

Si®' <Dy fes O-continua en a, f es ®'-continua en «.

Para ® = ¢, hablaremos de funcion e-continua en a, y de funcion
continua en a para ® =1q.

Sie <y fesecontinuaen a, fes ¢-continua en a.

5.3.6 Si X,Y son espacios topoldgicos ordinarios, f : X — Y una
aplicacion y @ € X, f es continua en « si y solo si lo es en el sentido
ordinario (4.1.13).

5.3.7 PROPOSICION

Sean X.Y eti., f : X — Y una aplicacién, ¢ € X,
® € M. Son equivalentes:

(i) f es ®-continua en a;

(i) ®-limy—y, f(x) = f(a).

Es una consecuencia de (5.2.19).

5.3.8 COROLARIO

Sean X,Y e.ti., f : X = Y una aplicaciéon, a € X . Son
equivalentes:

(i) f es e-continua en «;
(ii) elimy—, f(2) = f(a);
(i) F > a = fF = f(a).

Basta aplicar la proposicién precedente y la (5.2.20).
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5.3.9 TEOREMA

Sean XY e.t.i., f : X — Y una aplicacion.

a) Si ® € My f es ®-continua en cada punto de X,
entonces f es ®-continua.

b) Si ® € R (2.1.15), f es ®-continua si y s6lo si lo es en
cada punto de X .

a) Sea ® € M y supongamos que f es ¢-continua en cada punto de X .
Sea § > 0 y B un d-abierto de Y ; veamos que f~!(B) es un §-abierto
de X . Tomemos € < ®(6). Sia € f~'(B), entonces f(a) € B, luego
B es un é-entorno de f(a)y

Era)(B) >4,

luego como f es ®-continua en a
EfHB)) > ®(6) > ¢

v f7Y(B) es un e-entorno de a. Como f~'(B) es un e-entorno de cada
uno de sus puntos, es un e-abierto. Y como esto es cierto para cada
e < ®(8), f71(B) es un ®(d)-abierto de X . O sea, para cada ¢ > 0,
f posee (®(0)-0), luego f es ®-continua.

b) Sea ® € R y supongamos que f es P-continua. Sea a € X.
Veamos que f es ®-continua en a. Sid >0y Ep,y(V) > &, entonces
para cada 6’ < & V es un d’-entorno de f(a), luego existe un §’-abierto
B de Y con

fla)e BCV

y
a€ fT(B)C (V).
Como f~*(B) es un ®(¢')-abierto de X, f~1(V) es un ®(¢’)-entorno

de a, o sea
E(fTHV)) = @(&),
fE&(V) = @(8),

y esto para cada §' < ¢, luego
FEL(V) > sup ®(8') = ®(6),

§1<é
lo que prueba que f es ®-continua en a .
La implicacién reciproca es la del apartado a).
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5.3.10 Ejemplo.S5i ® ¢ R, f puede ser ®-continua sin serlo en
algin punto de X.

Asi por ejemplo, consideremos IR con la topologia grosera 6, y sea
Ry = (IR, (7)) el e.t.i. de (1.4.4). Consideremos la aplicacién idéntica

7 (IR,(Q)%IRO

®,; es la funcién caracteristica de {1}, mientras que @, es la funcién
idénticamente nula.

5.3.11 COROLARIO

Sean XY e.t.i., f : X — Y una aplicacion. Entonces

(\V/GEX) <I>f§<1>f7a

inf ®,, < d,.
inf @5, < 9

5.3.12 COROLARIO

Sean X,Y e.t.i., f : X — Y una aplicacion. Son equiva-
lentes

(i) f es e-continua;

(ii) f es e-continua en cada punto de X .

5.3.13 COROLARIO

Sean (7,)weq ¥ (12 )aea dos t.i. sobre X . Son equivalentes

(1) (a)rea (= €) (To)wea;
(i) (ea)rea v (Tw)wen admiten los mismos filtros
e-convergentes y estos ademas e-convergen hacia los

mismos limites.
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Si consideramos la aplicacion idéntica de X

i (X (Tw)a) = (X, (e )a)

entonces (i) significa que ¢ y ™" son e-continuas en cada punto de X

(5.3.12) y esto a su vez equivale a (ii) (5.3.8)
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Capitulo 6

Espacios compactos.

Abordamos en este capitulo el estudio de las t.i. para las que es posible
asegurar la existencia y/o la unicidad de limites para los ultrafiltros. Como
en el caso tradicional hablaremos de t.i. compactas y de t.i. separadas.

La existencia de un e¢-limite para cada ultrafiltro, equivale también aqui
a la existencia para cada filtro de lo que llamaremos un punto e¢-adhe-
rente (6.2.1).

Son generalizables la mayor parte de los resultados clasicos (6.2.4, 6.2.7,
6.2.9, 6.4.6, 6.4.11, 6.4.12, etc.) excepto la caracterizacién de los espacios
compactos mediante la propiedad de BOREL-LEBESGUE, que no es equi-
valente a la compacidad sino en un sentido algo relajado (6.3.5 o 6.4.8
y 6.4.9).

Damos también el concepto de e-adherencia de un conjunto A de un
e.t.i. (6.1.1) de forma que responda al conjunto de los e-limites de filtros
que contienen a A (6.1.11). De todas las adherencias asi definidas, la mas
pequeiia recibe el nombre de adherencia dura. Sus puntos se caracterizan
por la importante propiedad de (6.1.12).

La caracterizacién de las aplicaciones continuas mediante las imdgenes
de las adherencias se conserva aln en nuestro caso.

6.1 Adherencias de un conjunto.

6.1.1 DEFINICION. Sea (X, (7, )ueq) un e.t.i., (T)epq la t.i.

normal asociada. Sea A C X. Representaremos por

c(4)

89
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. o . .
la adherencia de A por 7.; es un conjunto e-cerrado. Se verifica

A Ce(A)

es un e-cerrado que llamaremos la e-adherencia de A. La 0-adherencia
de A la representaremos por d(A)

e>0

y diremos que es la adherencia dura de A.
Las adherencias de un conjunto para dos t.i. equivalentes coinci-
den. Veremos en (7.3.2) que el enunciado reciproco es también cierto.

6.1.2  Cualquiera que sea € < 1

d0)=0 vy d(X)=X.

6.1.3 SiACXylO<ex<l1
ACd(A) Ce(A) Cd(A).

6.1.4 SIACXye<l1

y en particular, si e < € < 1

d.(A) C da(A).

6.1.5 Sea A C X. Si A es ecerrado para algin € > 0, entonces
d(A)=A.
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6.1.6 PROPOSICION
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Sea X un e.t.i., AC X y e<1. Entonces

Ya sabemos que

Por otra parte

m\
\
™

m\
\
m\

6.1.7 PROPOSICION

Sea X un e.t.i., A, BC X y e <1. Entonces

d.(AUB) =d.(A)Ud.(B).
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Evidentemente
() U (nem) e e e,

Por otra parte, sea

x € ﬂ (d(A)U€(B)).

e'>e

Si para cada € > €, @ € €(A) tenemos

z e ()€(A).

e'>e

Sino, existe € > e tal que @ € €’(A), luego parae < € <€’ , x & €(A)
y por lo tanto = € €(B), luego

xe ()€(B).

€' >e
En cualquier caso, se obtiene la inclusion reciproca y por tanto la
igualdad.
6.1.8 Ejemplo. Si (X, 7) es un espacio topolégico ordinario, enton-

ces cualesquiera quesean AC X y0<e< 1

donde A representa la adherencia ordinaria de A por 7.
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6.1.9 Ejemplo. Consideremos el e.t.i. IRy = (IR, (7.)) de (1.4.4) vy
sea A C IR, A # (). Representaremos por A la adherencia de A para
la topologia usual de IR. Para 0 < e <1

€e(A)=AUCI = AU (=00, =t U [t o0),

luego

ysil<e<l1

osea x € d.(A) cuando
zeA o |z| > t.

y en particular, 0 € d.(A) si y sélosi 0 € A.

6.1.10 TEOREMA

Sea X un e.t.i., AC X, 2 € X, e<1. Son equivalentes

(i) x € d.(A);
(i) &(V)>e = ANV #0.

(i) = (ii) Supongamos que = € d.(A). Si E,(V) =€ > ¢, sea €’ tal
que € < €’ < €. Entonces V es un €”-entorno de x y « € €’(A) luego
ANV £0D.

(ii) = (i) Supongamos que (ii) se verifica. Si € > €, para cada
d-entorno V de x, E,(V) > ¢ > ¢, luego ANV # ). Esto asegura
que x € €'(A). Por fin
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6.1.11 COROLARIO

Sea X uneti,e<l, ACX,z€ X.xe€d(A)siysdlo
si existe un filtro F sobre X tal que

F(A)=1 y FSa.

Supongamos que x € d.(A). Como consecuencia del teorema prece-
dente, existe un c-filtro F sobre X que vale 1 en A y en los subcon-
juntos V' de X tales que (V) > €; o sea

gx,e"‘ S fv

y eso significa (4.5.6) que &, (< ) Fy F > .
Reciprocamente, supongamos que tal filtro F existe. Si E,(V) > ¢,

entonces F(V) > ¢y como F(A) =1, ANV # 0. Por el teorema
anterior, € d.(A).

6.1.12 COROLARIO

Sea X unet.i, AC X,z € X. x € d(A)siysdlosila
traza &,|4 existe.

Si x € d(A) resulta del teorema precedente que
E(CA)=0

y la traza existe.
Reciprocamente, si la traza &,|4 existe, entonces E,(CA) = 0. Si
E:(V) > 0, necesariamente

VZCA,

luego

ANV £

y el teorema anterior asegura entonces que x € d(A).
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6.1.13 Sean X,Y et.i., f : X — Y una aplicacion. Para cada
¢,6 € [0,1], la equivalencia entre

(i) f posee la propiedad (e-d),

(i) (VA CX) [f(e(A)) Co(f(A)),

no es sino el resultado cldsico caracterizando las aplicaciones continuas
en el sentido ordinario. Se tiene la siguiente generalizacion:

6.1.14 PROPOSICION

Sean X,Y et.i., f : X — Y una aplicacién, e < 1. Son
equivalentes:

(i) f es e-continua;

(i) (Ve < e < D(YACX) f(da(A)) C dalf(A)).

(i) = (ii) Supongamos f e-continua y sea e < ¢ <1y AC X. Si
¢" > €, entonces € > ¢y f posee (¢"-¢") luego

f("(A)) C "(f(A).
Entonces
flda(A)) = f ( N 6"(A))

E// >E/

C [ f("(A))

E// >E/

C () "(f(A)

e’ >el
= do(f(A)).

(ii) = (i) Supongamos que (ii) se verifica; veamos que para cada
¢ > ¢, [ posee (¢-€'). Sea pues ¢ > ¢;si ¢ < €’ < €, para cada
ACX

f("(A) C flden(A))
C den(f(A))
C €(f(A)),

luego [ posee (¢’-€¢'). Como esto es cierto para ¢ < ¢ < ¢, enton-
ces (2.1.10) f posee (¢'-¢').
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6.1.15 COROLARIO

Sean X,Y e.t.i., f : X — Y una aplicacion. Son equiva-
lentes:

(i) f es continua;

(i) Me< H(VAC X) f(d(A)) Cd(f(A)).

6.2 Puntos adherentes a un filtro.

6.2.1 DEFINICION. Sea X un e.t.i., F un filtro sobre X , x € X

¢ < 1. Diremos que x es c-adherente a F cuando
FA)>e, &EWV)>e = ANV #£0.

Cuando z sea 0-adherente a F ., diremos simplemente que x es adhe-
rente a F .

Si X es un espacio topolégico ordinario y F es un c-filtro sobre X
entonces, cualquiera que sea € < 1, x es e-adherente a F si y sélo si x
es adherente a F en el sentido ordinario.

6.2.2 PROPOSICION

Sea X un e.t.i., F un filtro sobre X , ¢ < 1. El conjunto de
los puntos de X que son ¢-adherentes a F es el ¢-cerrado

Q d.(A).

F(A)>e

Como cada d.(A) es e-cerrado (6.1.1), su interseccion lo es también.
Si  es e-adherente a F y F(A) > €, entonces

EWV)>e = ANV #£0D,

luego (6.1.10) = € d.(A).
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Reciprocamente si

luego z es e-adherente a F.

6.2.3 COROLARIO

Si  es e-adherente a F y F(A) > €, entonces

red(A).

6.2.4 TEOREMA

Sea X unet.i,F € F(X),z € X e< 1. xeseadherente
a F siy sélo si existe G € F(X) verificando

F(<e)g y GSux.

Supongamos que z es e-adherente a F . Consideremos el subconjunto
B de P(X) formado por los subconjuntos A de X tales que

F(A) > ¢ 0 E(A) > €.

Si A, B € B se tiene ANB#0.

Sea entonces G un c-filtro sobre X valiendo 1 en cada elemento de B.
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De manera inmediata
F(£9g v G
Reciprocamente, supongamos que existe G € F(X) verificando
F(£9g v G
Si F(A) > ey E,(V) > ¢, entonces
GA)>e vy G(V)>e,

luego

GANV) > e

ANV £0D,

y esto prueba que x es e-adherente a F .

6.2.5 En particular, si
F S,

entonces x es e-adherente a F .

6.2.6 Sixesecadherentea Fy G (<€) F, entonces  es e-adherente
ag.

6.2.7 COROLARIO

Si U en un ultrafiltro, entonces x es e-adherente a U si y
solo sild = x.

Basta utilizar (6.2.5) por un lado. Por el otro hay que recordar que
los ultrafiltros son maximales para la relacion (<€) (4.5.7).

6.2.8 COROLARIO

Si U en un ultrafiltro y = es adherente a U , entonces
U=z

cualquiera que sea & € M.
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6.2.9 PROPOSICION

Sean X,Y eti,e< 1, f: X — Y una aplicacion e-con-
tinua. Sea JF un filtro sobre X y x un punto e-adherente

a F. Entonces f(x) es e-adherente a fF .

Sean A,V C Y tales que
ff(A) > € y 5f(l,)(V) > €.

Por una parte

FHA) = [F(A) > ¢

y por otra, como f es e-continua en x
E(fTHV)) = fE(V) > e

luego
AN V) #0,
y necesariamente

ANV £0D.

6.3 Espacios compactos.

6.3.1 Sea X un espacio topologico ordinario. Entenderemos que X
es un compacto cuando verifique la propiedad de BOREL-LEBESGUE
atn sin ser HAUSDORFF, o sea cuando (en lenguaje de ciertos autores)
sea casi-compacto.

6.3.2 PROPOSICION

Sea X un e.t.i., e < 1. Son entonces equivalentes

(i)  Todo filtro F sobre X admite un punto e-adherente.
(ii)  Todo c-filtroFsobre X admite un punto e-adherente.
(iii) Para todo ultrafiltro U sobre X, existe x € X tal que

U= zx.
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(i) = (ii) es evidente y (ii) = (iii) es consecuencia de (6.2.7).
iii) = (i) Sea F un filtro sobre X . Existe un ultrafiltro ¢/ tal que

F<U
y como (iii) se cumple, existe + € X tal que
U5z,

y resulta entonces de (6.2.4) que x es e-adherente a F .

6.3.3 Las propiedades de la proposicion precedente son atin equi-
valentes a

(iv) Para todo filtro F sobre X

(1 de(A) # 0;
(A)>e

f

(v) Para todo c-filtro F sobre X
() do(A) #0;

AeF

como se desprende de (6.2.2).

6.3.4 DEFINICION. Sea X un e.t.i., e < 1. Diremos que X es
e-compacto cuando verifique las propiedades de la proposicion (6.3.2).
Un espacio 0-compacto, diremos simplemente que es compacto.

Si X es un espacio topologico ordinario, entonces, cualquiera que
se € <1, X es e-compacto si y sélo si lo es en el sentido ordinario.

6.3.5 PROPOSICION

Sea X un e.t.i., (795)56[071] la t.i. normal asociada. Seae< 1.

. 0 ,
a) Si 7. es una topologia compacta, entonces X es e-com-
pacto.

b) Si X es e-compacto, entonces para cada € > ¢, la topo-

4 o
logia 7. es compacta.
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a) Supongamos T compacta. Sea U/ un ultrafiltro sobre X ; entonces

. o
existe + € X tal que U converge a x para T., o sea

Vx,e S U )
luego (5.1.2)

Erer <U
y

E(<LelU
que significa

U5z,

lo que demuestra que X es ¢-compacto.
b) Supongamos que X es e-compacto, y sea € > €. Sea U un
ultrafiltro sobre X ; existe x € X tal que

U5z,
luego
E(<LelU
y (4.5.6)
Ever <U.
Pero como
Vac,e’ S gx,e"‘
resulta
Vac,e’ S U

. o <]
y U converge hacia x para 7. . Esto demuestra que 7. es compacta.

6.3.6  Los ejemplos que siguen, ademas de proporcionarnos casos de
espacios e-compactos, demuestran que los resultados de la proposicion
precedente son en cierta manera los mejores posibles.
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6.3.7 Ejemplo. Consideremos el e.t.i. IRy = (IR, (7)) de (1.4.4).
Para 0 < € < 1, 7. es compacta, luego IRy es e-compacto para 0 <
e < 1. Sin embargo, IRyp no es compacto. Si lo fuera, se tendria
(aplicando 6.3.3) que para cada ultrafiltro U sobre IR

() d(A) #0

Aeld

y, teniendo en cuenta (6.1.9),
(N A#D
Aeld

en donde A representa la adherencia de A para la topologia usual
de IR . Esto significaria que IR con su topologia usual es compacto, lo
que es falso.

6.3.8 Ejemplo. Consideremos el e.t.i. (IR, (u.)) analogo al anterior,
en donde pg es la topologia discreta, p; la topologia grosera y para
0 < e <1 p. es la extension trivial a IR de la topologia usual del
intervalo

Jo=(e—1,1—¢).

Se trata de un t.i. normal. Para 0 < e < 1, p. es compacta, luego el
e.t.i. es e-compacto para 0 < e<1. St ACIR, A # (), se tiene

d(A) = AU (—o0,—1]U[1,00).
Entonces, si ¢ es un ultrafiltro sobre IR

() d(A) D (o0, —1] U [1,0)

Aeld

lo que demuestra (6.3.3) que el e.t.i. es compacto. Sin embargo fp no
es compacta.

6.3.9 COROLARIO

Todo e.t.i. finito es compacto.
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o . , . . .
Pues 7o, como cualquier otra topologia ordinaria en tal conjunto, es
compacta.

6.3.10 PROPOSICION

Sean (7, )weq ¥ (102 )aea dos t.i. sobre X tales que

(tx)ren (L 6) (Tw)weq -

Si (X, (7w)a) es eccompacto, entonces (X, (py)a) es e-com-
pacto.

Sea U un ultrafiltro sobre X . Existe © € X tal que
U=z

para (7). Como
i (X, (1)) = (X, (1n)

es e-continua, luego e-continua en x, resulta de (5.3.8) que
U5z

para (), lo que demuestra que (X, (1) )) es e-compacto.

6.4 Subconjuntos compactos de un es-
pacio topoldégico impreciso.

6.4.1 DEFINICION. Sea (X, (7,)ueq) un e.ti, A C X, e < 1.
Diremos que A es un conjunto ¢-compacto de X cuando A con la t.i.
traza

(Tw|A)wen

sea un e.t.i. e-compacto.
Un conjunto 0-compacto, diremos simplemente que es un conjunto
compaclo.
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6.4.2 Interesa caracterizar la compacidad de A en funcion de las
propiedades de los filtros sobre X. La unica situacién en la que se
produce un buen comportamiento en este sentido es aquella en la que
para cada punto x € A coinciden &2, filtro de los entornos de z en
A,y &E:|a, traza del filtro de los entornos de = en X . Esta situa-
cion, independientemente de cudl sea A, la encontramos cuando X
es accesible (5.1.9). Parte de las proposiciones exigiran entonces esta

hipotesis.

6.4.3 PROPOSICION

Todo subconjunto finito de un e.t.i. es compacto.

Basta utilizar (6.3.9).

6.4.4 LEMA

Sea X un e.t.i., A C X, e < 1. Son equivalentes:

(i)  Para todo ultrafiltro & sobre X tal que U(A) =1,
existe a € A tal que i = a;

(ii)  Para todo filtro F sobre X tal que F(A) > 0, existe
a € A tal que a es e-adherente a F;

(ili) Para todo c-filtro F sobre X tal que F(A) = 1,
existe a € A tal que a es e-adherente a F .

(i) = (ii) Sea F un filtro sobre X tal que F(A) > 0. Existe un
ultrafiltro U tal que
F<U,

luego U(A) = 1. A causa de (i), existe a € A con
U5 a,

y esto significa (6.2.4) que a es e-adherente a F .
(ii) = (iii) y (iii) = (i) son evidentes.
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6.4.5 PROPOSICION

Sea X un e.t.i., e <1y A un conjunto e-compacto de X .
Entonces se verifican las propiedades (i), (ii) y (iii) del
lema precedente.

Sea U un ultrafiltro sobre X tal que U(A) = 1. Entonces Uy existe y
es un ultrafiltro sobre A (4.4.2). Existe pues a € A tal que en A

UA — a,
o sea,
gf (S 6) UA,
luego (5.1.7),
ga|A (S 6) Z/{A .
De (4.5.8) resulta entonces
Ea(Le)Ua,

y como (4.4.3)

resulta

6.4.6 PROPOSICION

Sea X un e.t.i. accesible, A C X ye < 1. Aesun conjunto
e-compacto de X si y sélo si se verifican las propiedades
(i), (ii) y (iii) del lema precedente.

Supongamos que se verifica la propiedad (i) del lema y veamos que A
es e-compacto.
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Sea U un ultrafiltro sobre A. Su extensién U es un ultrafiltro

sobre X (4.4.1),y

UA)=1.
Sea entonces a € A tal que
U a,
o sea,
E (LU
y (4.5.8) )
ga|A(§ G)U|A.

Pero U|x = U (4.4.5) y como X es accesible,
ga|A = gaA )

luego
U5 a

en el subespacio A. Esto demuestra que A es e-compacto.

6.4.7 Sea X un e.t.i., (795)56[071] la t.i. normal asociada, A C X,

e < 1. Supongamos que A es un compacto de X para Te. Como, con
las notaciones de (3.1.4), en general

796 |A gTAE 9
no podemos utilizar (6.3.5) para demostrar que A es e-compacto. Sin

embargo el hecho es cierto cuando X es accesible, como probamos a
continuacion.

6.4.8 PROPOSICION

Sea X un e.t.i. accesible, (795)56[071] la t.i. normal asociada,

AC Xye< 1. 51 A es un compacto de X para 795,
entonces A es e-compacto.
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Sea U un ultrafiltro sobre X con U(A) = 1. Ua es un ultrafiltro
sobre A, luego

Uy vac A

o . .
en A para 7.. De forma inmediata

U—a
en X para 7., luego
Va,e S u7
ga,e"‘ S U )
y
E (< eolU,
o sea
U a

y de (6.4.6) deducimos que A es e-compacto.

6.4.9 PROPOSICION

Sea X un e.t.i., (795)56[071] la t.i. normal asociada, A C X,
€ < 1. Si A esun e-compacto, entonces para cada ¢ > ¢,

o
A es un compacto de X para 7./,

Aplicando (6.3.5), para cada ¢ > ¢, 74, es compacta y como

o
o
Ter |A STAE/ )

también lo es T |A, luego A es un compacto de X para Ter .
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6.4.10 Ejemplo. Consideremos el e.t.i. IRy = (IR, (7.)) de (1.4.4) v
sean a,b € IR, a < b,y A=[a,b]. Para0 < ¢ <1, A esun compacto
de IR para 7., luego A es un e-compacto de IRg para 0 < e < 1. A es
también un compacto de IRy : sea ¢ un ultrafiltro sobre IR con A € U .

NdB)= N Bo= (| B#D

Bell Bel Beliy

Entonces

ya que A es un compacto de IR para la topologia usual. Como

existe a € A tal que

a€ () dB),

Belu
luego a es adherente a U y U — «a.

6.4.11 PROPOSICION

Sea X un e.t.i. accesible y e-compacto. Sea A C X tal que
A=d.(A).

Entonces A es e-compacto.

Sea F un c-filtro sobre X tal que F(A) =1. Como X es e-compacto
existe + € X tal que x es e-adherente a F', o sea

x € ﬂ d.(B),
F(B)>e

o lo que es lo mismo

x € ﬂ d.(B).

BeF
Pero
BeF = ANnBekF,
luego
ﬂ d.(B) = ﬂ d.(ANB)Cd(A)=A
BeF BeF
y entonces

reA
y basta aplicar (6.4.6).
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6.4.12 PROPOSICION

Sean X,Y e.t.i. con Y accesible, f : X — Y una apli-
cacion e-continua. Sea A un conjunto e-compacto de X .
Entonces f(A) un conjunto e-compacto de Y.

Como la restriccion

f|A A=Y

es también e-continua, podemos suponer que A = X . Sea U un ul-
trafiltro sobre Y tal que U(f(X)) = 1. Vamos a demostrar que existe
x € X tal que

U= flz)

lo que probard la proposicién, teniendo en cuenta (6.4.6). f~'U existe.
Como es un filtro sobre X y X es e-compacto, f~'U admite un punto
e-adherente x . De (6.2.9) se sigue que f(z) es e-adherente a f f~'U,
luego a U (4.3.11 y 6.2.6). Por fin esto significa que

6.4.13 COROLARIO

Sean (7, )weq ¥ (112 )aen dos t.i. sobre X tales que () )rea

es accesible y
(1) (€ ) (70) -

Si A es un e-compacto de (X,(7,)), también es un e
compacto de (X, (py)).

6.5 Espacios separados.

6.5.1 DEFINICION. Sea X un e.t.1., e < 1: Diremos que X es
e-separado cuando
(s1) Siz,ye X,z #y,existen VW C X tales que

E(V)>e, EW)>e y Vow =0,

y diremos que es separado cuando sea e-separado para cada € < 1.
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Si¢ <ey X es e-separado, X es ¢/-separado.

6.5.2 Si X es un espacio topolégico ordinario, X es separado
(HAUSDORFF) si y sélo si es separado en el sentido de la definicion
precedente.

6.5.3 Sea X un e.t.i., (795)56[071] la t.i. normal asociada. Si X es

o . . / o
e-separado, 7. es separada. Si existe ¢ > € tal que 7. es separada,
entonces X es e-separado. Sea € € (0,1]; son equivalentes

(i) Para cada € < €, X es ¢-separado;

.. o]
(ii) Para cada ¢’ < €, 7./ es separada .

6.5.4 Ejemplo. Sea IRy = (IR, (7.)) el e.t.i. del ejemplo (1.4.4).
Consideremos el subespacio

A=[-1,1].

Para ¢ < 1/2, 7.|A es separada. Luego 7%, que es mas fina (3.1.7)

también lo es. Entonces A es e-separado para cada ¢ < 1/2.

12| A no es separada, pero TA1/2 si que lo es. Pero sin embargo A
o

no es 1/2-separado, pues cualquiera que sea ¢ > 1/2, 74, no separa 1
y —1.

6.5.5 TEOREMA

Sea X un e.t.i., e < 1. Son equivalentes:
(i) X es e-separado;
(ii)  Un filtro sobre X tiene a lo sumo un e-limite;

(iii) X Un filtro sobre X que posee un e-limite x, tiene
unicamente a x como punto ¢-adherente.
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(1) = (iii) Sea F € F(X) y « € X tales que
FSa.
Sea y £« tal que y sea e-adherente a F. Si V,W C X son tales que
E(V)>e y E,(W) > e
entonces
FV)y>e vy EW)>e¢

luego (6.2.1)
VNW#0,

y esto demuestra que X no es e-separado.

(iii) = (ii) es evidente.

(ii) = (i) Supongamos que X no es e-separado. Existen entonces
z,y € X, & # y tales que

EWV)Y>e, EW)>e = VNW#0D.

Consideremos el subconjunto B de P(.X) formado por los subconjuntos

A de X tales que
E(A) > € 0 EJ(A) > €.

Si Ay,..., A, € B, necesariasmente (\'_; A; # 0. Sea F un c-filtro
sobre X valiendo 1 en cada elemento de B. Entonces

E(L9F y &L 9F

luego
FSa y F Sy,

lo que va en contra de (ii).

6.5.6 LEMA

Sean X,Y e.t.i. con Y eseparado, f : X — Y una apli-
cacion e-continua. Sean z,y € X tales que f(x) # f(y).
Existen VW C X tales que

EV)>e, EW)>e vy VoW =90.
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En efecto, existen V', W' C Y tales que
5f(x)(vl) > €, 5f(y)(W/) > € y Vinw' =0.

Ponemos

V=T, W=

y necesariamente

Vaw =90.

Ademas f es e-continua en x e y (5.3.12), luego
E(V) > y E,(W) >e.

6.5.7 PROPOSICION

Sea X un et.., e < 1. Sipara cada z,y € X, ¢ # y,
existe una aplicacion

f:X—=Y

e-continua de X en un e.t.i. e-separado Y, tal que f(x) #
f(y), entonces X es e-separado.

6.5.8 COROLARIO

Todo subespacio de un e.t.i. ¢-separado, es e-separado.

6.5.9 COROLARIO

Sean (7, )weq ¥ (102 )aea dos t.i. sobre X tales que

(1) (<€) (1) -

Si (X, (uy)) es e-separado, entonces (X, (7)) es e-separado.
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6.5.10 PROPOSICION

Sea X un e.t.i. e-separado. Sea A un conjunto e-compacto
de X . Entonces
A=d.(A).

Sea x € d.(A). Existe (6.1.11) un filtro F sobre X tal que
F(A)=1 y FSa.

Como A es e-compacto, existe a € A tal que a es e-adherente a F .
Por fin (6.5.5) se tiene necesariamente @ = «. Esto demuestra que

de(A) C A.

6.5.11 PROPOSICION

Sean (7, )weq ¥ (102 )aea dos t.i. sobre X tales que

(1) (< ) (1) -

Supongamos que (/1)) es separada y que (7,) es e-compacta.

(p2) (=€) (m0)-

Entonces

Representemos por (795)56[071] y (/?05)56[071] las respectivas t.i. normales

. o o
asociadas. Sea € con € < € < 1; entonces T. es compacta, [ es
separada y

[L<Tor
luego, resulta por una propiedad clasica que

o o
Ho=Ta .

Como ademas esto implica que

o o
H1=T1,

se obtiene el resultado.
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6.5.12 COROLARIO

Sean (7, )weq ¥ (102 )aea dos t.i. sobre X tales que

(12) < (7).

Supongamos que (g ) es separada y que (7,,) es compacta.
Entonces

(12) = (7).




Capitulo 7

Generacion de topologias
imprecisas.

Una t.i. sobre un conjunto X queda en lo esencial caracterizada por el
filtro de los entornos de cada punto y también por las e-adherencias de
cada subconjunto de X . Al decir en lo esencial, nos referimos a que, si
bien no es posible obtener la t.i. propiamente dicha con estos elementos, si
podemos conocer su t.i. normal asociada (7.2.2y 7.3.2).

Caracterizamos también las topologfas ordinarias mediante los filtros
de entornos y las adherencias (7.2.3 y 7.3.3).

Por fin, abordamos brevemente el estudio de la t.i. para las que son
equivalentes

(1) &:(V) > ¢,

(i) V es un e-entorno de z,

cualesquiera que sean ¢ € X y V C X . Llamamos simples a tales t.i. en
consideracion al hecho de que el ejemplo mas caracteristico de esta situacién
lo constituyen las t.i. dadas por una cadena finita de topologias (7.1.1
y 7.1.4).

7.1 Generacién por una cadena finita de
topologias.

7.1.1 Sea X un conjunto y sea

L2 Ty 2 2 Ty

115
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una cadena finita de topologias sobre X. Sean py,ps,...,p, nimeros
reales > 0 tales que

prtpt-+pa=1.

Ponemos
Q={1,2,...,n}

dotado de su orden natural y consideremos la probabilidad
p:P()) - RF

dada para cada I C £ por
p([) = Zpi .
el
La familia
(Ti)iEQ

es una t.i. accesible sobre X .

7.1.2 lat.i. normal (795)56[071] asociada a (7;);eq viena dada, al mar-

gen de o que es la topologia discreta, por

st 0<e<pp,
2 _ )T si pr <e<p1+p2,

To Sl prt-+pa1 <e<l.

7.1.3 Ejemplo. Una topologia ordinaria es de este tipo. También
lo es la t.i. del ejemplo (1.3.7).

714 Size XyV C X, entonces V es un e-entorno de x para
¢ €10, con 0 <A< 1,0 bienno lo es para ningin ¢. En particular,
para cadax € X y e >0

Vx,e — ﬂ Vac,e’

0<e'<e

(con las notaciones de 5.1.1) o sea

gx,e — Vxe .

)
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7.1.5 Si A C X se tiene que d.(A) es la adherencia ordinaria de A
por

71 para € <pp,

Ty para pp <€ < pyH+p2,

T, para pr+ -+ ppg Je<1.
7.1.6 X es compacto si y sélo si 71 es compacta.
7.1.7 X es separado si y solo si 7, es separada.

7.1.8 Si A C X, la traza de (7;);eq sobre A es ain una t.i. del
mismo tipo. Ademds, resulta inmediatamente que para todo ¢ € [0, 1]

o

7'AE:7C3E | A

con las notaciones de (3.1.4).

7.2 Generacién de t.i. por entornos.

7.2.1 Sea X un e.t.i. y para cada z € X, sea &, el filtro de los
entornos de x. La familia de filtros (&;).cx verifica

(el) &(C{x})=0;

(e2) Si &,(V) > e, existe A C X tal que E,(A) > e y para cada
ac A, E(V)>e.
La propiedad (el) es inmediata.

Para la segunda, si £,(V) > €, sea € tal que

E(V) > € >¢;
entonces V € V, . y existe un €’-abierto A de X tal que
reEACV.

Tenemos

E(A) > € > e

y para cada a € A E(V)> ¢ > e,
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7.2.2 TEOREMA

Sea X un conjunto no vacio y sea

(fx)xEX

una familia de filtros sobre X verificando
(el) F.(C{z})=0;

(e2) Si F.(V) > €, existe A C X tal que F(A) > ey
para cada a € A, F (V) > €.

Entonces, existe una t.i. sobre X tal que para cada x €
X, F. es el filtro de los entornos de z.. Cualquier t.i.
equivalente a ésta verifica la misma propiedad. Dos t.i.
verificando tal propiedad son equivalentes. Si para las t.i.
verificando esta propiedad designamos por V, . el c-filtro
de los e¢-entornos de un punto x, tenemos para 0 < ¢ < 1

fx,e"‘ S Vl’,e S fl’,& .

Sea 7, la topologia discreta sobre X . 51 0 < € < 1, consideremos
para cada € X el cfiltro F, .+ . Gracias a (el) y (e2) existe una
topologia ordinaria tunica sobre X tal que, para cada x € X, F, .+ es
el c-filtro de los entornos de x. Designaremos por 7. dicha topologia.
Sea por fin

7 =1inf 7, .
e<1

(7c)ecpo,1) asi definida es una t.i. sobre X. Esta t.i. no es normal en
general. Designemos por V, . el c-filtro de los e-entornos de = para
estati. Searx € X y0 <e<1l. 5iV € F,.+, entonces V es un
entorno de z para 7., luego V es un e-entorno de x y V € V, .. Si
V € V.., entonces para cada ¢ < ¢ V es un entorno de x para 7./,
luego

(Vd<e) VeF, -+
vy (4.1.7) V € F,.. Hemos demostrado asi que

fx,e"‘ S Vx,e S Fx,e .
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Designemos por &, el filtro de los entornos de = para (7.).cpo1]. Se
tiene también para 0 < ¢ < 1

gx,e"‘ S Vx,e S gx,e
(5.1.2) y se prueba entonces sin dificultad que
(Va) & =F,.

La t.i. (7.)ceo] verifica pues la propiedad requerida. Vimos en (5.1.3)
que toda t.i. equivalente a ésta la verifica asimismo.

Por fin, sean (7,)weq ¥ (ft2)ren dos t.i. sobre X tales que para
cada © € X | F, sea el filtro de los entornos de x. Aplicando (5.3.13)
resulta inmediatamente que ambas t.i. son equivalentes.

7.2.3 COROLARIO

En las condiciones del teorema precedente se tiene la equi-
valencia de

(i)  Cada F, es un c-filtro;

(ii)  Existe una topologia ordinaria sobre X tal que para

cada =, & = Fy;

(iii) Toda t.i. sobre X tal que para cada x, & = F,, es
equivalente a una topologia ordinaria.

(i) = (ii) Supongamos que cada F, es un c-filtro. (el) y (e2) se
escriben entonces

(el) VeF, = wzeV;

(e2) SiV € F,, existe A C X tal que A € F, y para cada
ac A, VeF,.
Sea entonces T la unica topologia ordinaria sobre X tal que para
cada x , F, sea el c-filtro de los entornos de = por 7. Evidentemente,
para cada x, & = F, (4.1.13).

(ii) = (i) Pues en un espacio topoldgico ordinario el filtro de los
entornos de un punto es un c-filtro (4.1.13).

Por fin la equivalencia de (ii) y (iii) viene dada por el teorema
anterior.
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7.2.4  Como se desprende del ejemplo (4.1.16) no es posible precisar
mas las desigualdades

fx,e"‘ S Vx,e S Fx,e

del teorema (7.2.2). Para poder hacerlo necesitamos las hipdtesis més
fuertes que estudiamos a continuacion.

7.2.5 DEFINICION. Un e.t.i. X diremos que es simple cuando
para cada x € X,V C X y € > 0 se tiene

(sml) (Ve <¢€) Vesé-entornode x = V esun e-entorno de x .

Si una t.i. es simple, lo son todas las t.i. equivalentes a ella.
Son equivalentes

(i) X es simple;
(11) (\V/l' - X)(\V/G > 0) V1’75 - ﬂ5/<5 Vx,e’;
(iii) Ve € X)(Ve>0) Epe=Var.

7.2.6 Ejemplo. Un e.t.i. generado por una cadena finita de topo-
logias es simple (7.1.4). En particular son simples los espacios topolé-

gicos ordinarios.
El e.t.i. del ejemplo (1.4.4) no es simple (4.1.16).

7.2.7 Sea X un e.t.i. simple y para cada ¢ € X , sea &, el filtro de
los entornos de = . Se verifica

(e3) Si&(V)>e>0,existe A C X tal que E,(A) > €y para
cadaa € A, E,(V)>e.

7.2.8 PROPOSICION

Sea X un conjunto no vacio y sea

(fx)xEX

una familia de filtros sobre X verificando

(e1) Fu(C{z})=0;
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(e3) SiF.(V)>e>0,existe A C X tal que F(A) > ¢
y para cada a € A, F,(V) > e.

Entonces, existe una t.i. sobre X tal que para cada = € X,
F. es el filtro de los entornos de z.. Cualquier t.i. equi-
valente a ésta verifica la misma propiedad. Dos t.i. verifi-
cando tal propiedad son equivalentes. Las t.i. verificando
tal propiedad son simples. Si representamos por V, . el
c-filtro de los ¢-entornos de = para estas t.i. se tiene para
e>0
Vie=Foe-

)

En primer lugar (F,).ex verifica también (e2), luego estamos en las
condiciones del teorema (7.2.2).

Sea 7g la topologia discreta sobre X . Sie > 0, las propiedades (el)
y (e8) aseguran la existencia de una topologia ordinaria inica sobre
X tal que para cada x € X, F, . sea el c-filtro de los entornos de x .
Designaremos por 7. dicha topologia. Veamos que la t.i. (7c)ccpo,1] €8
normal. Si € >0y V es un entorno de = para

inf 7.
e'<e

entonces para ¢ < ¢, V es entorno de = para 7., luego

/

e <e = VeF,o

y por tanto V' € F, ., o sea V es entorno de x para 7, . Esto demuestra
que
7. > Inf 7o .

e'<e
Para esta t.i. normal se verifica
Vee X)Ve>0) Vo= For.
Como en particular las desigualdades

fx,e"‘ S Vl’,e S fl’,&

son validas, el resto de la demostracion es la de (7.2.2).
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7.3 Generaciéon de t.i. por adherencias.
7.3.1 Sea X un et.i. y paracada A C X y e < 1 sea d.(A) la
e-adherencia de A. Se verifica (6.1.2 a 6.1.7):
(adl) (Ve<1) d.(0)=0;
(ad2) (VAC X)Ve<l) d(A) =Noscde(A);
(ad3) (VACX) AcCdA) ;
(ad4) (VAC X)Ve<1) d(d(A)=4d.(A);
(ad5) (VA,BC X)(Ve<1) d(AUB))=d.(A)Ud(B).

7.3.2 TEOREMA

Sea X un conjunto y sea

d:[0,1) x P(X) = P(X)
(e, A) — d(e, A)

una aplicacién verificando
(adl) (Ve<1) d(c,0)=0;

(ad2) (VA C X)(Ve<1) dle,A) =, d(,A);
(ad3) (VACX) ACd(0,A) ;

(ad4) (VA C X)(Ve<1) dle,d(e,A)) = d(e, A);

(ad5) (YA, BCX)(Ye<1) d(c, AUB) = d(c, A)Ud(c, B).

Entonces, existe una t.i. sobre X tal que para cada A C X
y e <1, d(eA) esla eadherencia de A. Cualquier t.i.
equivalente a ésta verifica la misma propiedad. Dos t.i.
verificando tal propiedad son equivalentes.
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De (ad2) y (ad3) se obtienen inmediatamente

e<e = dle,A)Cd(,A),

(YAC X)(Ye<1) ACd(cA).

Sea 0 < e < 1. La aplicacién separada

a:P(X)— P(X)
A — d(e, A)

verifica

a(AUB)=a(A)Ua(B).

Existe entonces una unica topologia ordinaria sobre X tal que para
cada A C X, a(A) = d(e, A) sea su adherencia. Representamos por 7.
dicha topologia. Ademas designamos por 7y la topologia discreta y
por 7 la topologia

7= inf 7..
0<e<1

Como

e<e = dle,A)Cd(,A),

resulta que (7.).ejo,1] es una t.i. sobre X (que no es normal en general).

. o . . .
Si representamos por (T.).ejo,] la t.i. normal asociada se tiene

(Vee[0,1]) m <7
6/ < € = ;eg Te! -

Para cada € y cada A C X representamos por €(A) la adherencia de A

o
por T..
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Si0<e<1
L d(¢', A) C e(A) C d(e, A)
e'<e
como se prueba de forma sencilla. Representemos por d.(A) la e
adherencia de A para (7.).ep,1). Sea A C X y 0 < e < 1. Por una
parte

d(A) = () €(A) C () d(¢,A) = d(c, A).

e’ >e e’ >e

Por otra si ¢ > ¢y tomamos ¢ < ¢ < ¢

d.(A) =) d(5,A) Cd(",A) C €(A),

§>e

luego

Hemos probado asi que para (7¢)cefo,1]
(VACX)Ve< 1) d.(A)=d(e, A).

Como se deduce de (6.1.1) cualquier t.i. equivalente a ésta verifica
la misma propiedad.
Por fin, la equivalencia de dos t.i. verificando tal propiedad se

prueba inmediatamente aplicando el corolario (6.1.15) a la aplicacion
idéntica de X .

7.3.3 COROLARIO

En las condiciones del teorema precedente, se tiene la equi-
valencia de:

(i) (WACX)Ve €) de,A)=d(¢,A),

(ii) Las t.i. verificando el resultado del teorema son aqué-
llas que son equivalentes a la topologia ordinaria sobre X
tal que para cada A C X

A=d(0,A).
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Se deduce inmediatamente de que las t.i. verificando la conclusion del
teorema cumplen

| d(¢', A) C e(A) C d(e, A),

e'>e

hecho que hemos visto en la demostraciéon del teorema.
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Capitulo 8

Topologias imprecisas definidas
por una distancia.

Estudiamos en este capitulo las t.i. definidas por una métrica, entendida del
modo siguiente: no conocemos exactamente la distancia entre dos puntos
del conjunto, pero si la probabilidad de que dicha distancia se encuentre en
un intervalo dado. De esta manera asignamos a cada par de elementos z, y
una distribucién de probabilidad pi,, de modo que la separacién entre z e y
es menor que r con probabilidad fu,,([0,7)).

Obtenemos asi la nocién de distancia, que constituye como vemos en
(8.1.3 y 8.1.4) una generalizacién de las semidistancias ordinarias. Las
propiedades (d1) y (d2) que exigimos (8.1.2) poseen un significado obvio.
La propiedad (d3) es andloga a la cldsica desigualdad triangular, aunque
también presenta semejanzas con una propiedad mas fuerte, la desigualdad
ultramétrica, como permite entrever el ejemplo (8.1.5). En este ejemplo y
el siguiente vemos que una distancia ultramétrica ‘corregida’ por un factor
de inseguridad (menor cuanto mayor es la separacién) se convierte en una
distancia en el sentido de nuestra definicion.

Dada una distancia sobre X , construimos el filtro de los entornos de
cada punto y, utilizando el teorema (7.2.2), una t.i. sobre X.

Las propiedades topolégicas de la t.i. asi construida se caracterizan de
forma muy sencilla con la ayuda de sucesiones, obteniéndose practicamente
todos los resultados que son cldsicos en un espacio métrico ordinario.

8.1 Distancia sobre un conjunto.

8.1.1  Designaremos por M{[0,00) el conjunto de las medidas de
RADON positivas sobre [0, 00) que son de masa 1.

127
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Si g€ M{[0,00) y r > 0 escribiremos para simplificar

u(r) = 0.7

Si r € IR representaremos por 4, la medida de DIRAC centrada en 7.
Para r > 0

5. € Mf10,00).

8.1.2 DEFINICION. Sea X un conjunto. Una distancia sobre X

es una aplicacion
o X x X — M0, 00)
(2,y) = Hay

verificando
(d1) (Vax e X) pgr = do;

(d2) (Va,y € X) poy = fiya;
(d3) (Va,y,z€ X)(Vr,s>0)

Hay(r + ) 2 min(pe:(r), 12y (s))

8.1.3 Sea p una distancia sobre X tal que para cada z,y € X,
sy sea una medida de DIRAC. Designemos por d(x,y) el centro de la
medida p,, , 0 sea

fzy = Od(z.y) -

Entonces la aplicacién

d:X xX —[0,00)
(z,y) = d(z,y)

es una semidistancia ordinaria. En efecto, d(x,x) = 0 gracias a (d1)
v d(z,y) = d(y,x) gracias a (d2).
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Sean por otra parte z,y,z € X . Si
A>dz,z) +d(zy),

entonces

A=r+s
conr >d(x,z)y s>d(z,y),y como entonces
feo(r) =1 y fzy(s) =1,

resulta de (d3) que
Mxy(r + 5) =1

O Sea

A>d(w,y),
lo que prueba que
d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).

Diremos que d es la semidistancia ordinaria asociada a .

8.1.4  Reciprocamente, sea
d: X xX —[0,00)
(z,y) = d(z,y)

una semidistancia ordinaria sobre X, y para cada =,y € X pongamos

oy = Od(ay) -

La aplicacion
o X x X — M{[0,00)
(2,y) = Hay

es entonces una distancia sobre X. En efecto, (d1) y (d2) son inme-
diatas. En cuanto a (d3), si

Mxy(r + 5) =0

entonces

r+s<d(zy) <dz,z)+dzy)
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luego
r<d(xz,z) o s <d(z,y)

) =0 0 () =0,
Diremos que p es la distancia asociada a la semidistancia ordinaria d .
8.1.5 Ejemplo. Sea X un conjunto y

d: X xX—IR"

una distancia ordinaria ultramétrica sobre X, esto es, una distancia
ordinaria verificando ademas

(Va,y,z€ X) d(z,y) < max(d(z,z),d(z,y)).
Para cada x,y € X pongamos entonces

1 d(z,y)
v = T d(w, y) o 1+ d(z,y) "V

La aplicacion

o X x X — M0, 00)
(2, y) = iy

asi definida, es una distancia sobre X.
En efecto; p verifica obviamente (d1) y (d2). Veamos (d3). Sean
r,y,z € X, r,s>0. Supongamos que, por ejemplo

d(z,y) <d(z,z).

Si figy(r + 8) < 1, entonces

/,ny(r+s):1++($7y) y r+s <d(z,y)
luego
r<d(z,y) <d(z,z)
Y 1 1
fia= (1) = < 7= fay(r + 5)

L+d(x,z) — 1+dz,y
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luego
flay(r =+ 8) = min(ee.(r), fizy(s)) -

Como, si pzy(r + s) = 1, la desigualdad es evidente, se verifica siem-
pre (d3).

8.1.6 Ejemplo. Sea X un conjunto y d una distancia ordinaria ul-
tramétrica sobre X . Si

® :IRT — [0,1]
es una funciéon decreciente y ponemos
fay = Pod(z,y)do+ (1 = @0 d(2,y)) dur) ,
obtenemos, de forma analoga al ejemplo anterior, una distancia so-
bre X.
8.2 T.i. dada por una distancia.

8.2.1 Sea p una distancia sobre X. Para cada z € X, r > 0y
€ € (0,1] definimos el subconjunto de X

Be(w,r) ={y € X |py(r) > 1 = ¢},
o lo que es lo mismo

Be(x,r) ={y € X | ptay[r,00) < €}.

8.2.2  Siu esuna distancia comola de (8.1.3) y d es la semidistancia
ordinaria asociada, el conjunto B.(x,r) es, cualquiera que sea € > 0,
la bola dada por d con centro x y radio r

B(z,r)={y € X |d(z,y) <r}.

8.2.3 Cualesquiera que sean r > 0y € > 0

€ B (x,r).
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824 SizeX,r>0y0<¢d<e¢

Bo(x,r) C B(z,r).

825 SizeX,ex>0y0<r<r

Bi(z,7") C Be(x,r).

8.2.6 Para cada @ € X definimos entonces
& P(X)—[0,1]
poniendo
E(V)y=sup{e>0|(Ir>0) Blx,r)CV}
si el conjunto de tales ¢ es no vacio y
E(V)=0

en caso contrario.
Si & (V) > a >0, entonces para cada 0 < € < o existe r > 0 tal
que

B.(z,r) C V.

Las aplicaciones &, verifican:

8.2.7 PROPOSICION

Para cada = € X, &, es un filtro sobre X. La familia de
filtros (&;)zex verifica

(e1) &(C{x}) =0;

(e2) Si &E(V) > €, existe A C X tal que E,(A) > ey
para cada a € A, E,(V) > e.

Cada &, verifica evidentemente (f1), (f2) y (f4). Veamos que veri-
fica (f5) o sea

E(VAW) > min(E(V), E(W)).
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Sea o = min(E,(V), E(W)); 81 0 < € < o, existen r,r’ > 0 tales que
B(z,r)CV y  BJa,r") CW;

poniendo r” = min(r,r') , entonces r” > 0y

B (z,r"yCV y Be(z,7"y C W

0 sea
B(x, 7"y cV W
y
E(VNW)>e.
Luego
E(VNIW)>a.

La propiedad (el) es evidente. Veamos (e2). Sea &,(V) > ey
tomemos € con

E(V)>d >¢;
entonces existe r > 0 tal que

Bo(x,r) C V.

Pongamos

A= Ba(z,r/2);

por una parte

Sea a € A, vamos a probar que
Bo(a,r/2) CV

lo que demostrara que

E(V)>¢€>e.

Siy € Bu(a,r/2), entonces
tya(r/2) > 1 — €,

y como
pra(r/2) > 1 —¢

resulta de la propiedad (d3) de p que
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fay(r) > 1 —¢

luego

y € Ba(a,r)CV

lo que termina la demostracién.

8.2.8 DEFINICION. Sea p una distancia sobre X ; diremos que
(X, i) es un espacio métrico.

Consideremos los filtros &, definidos en (8.2.6). Aplicando el teo-
rema (7.2.2) resulta que existe una tnica t.i. normal sobre X tal que
para cada = € X | &, es el filtro de los entornos de z. Representaremos
por

(Me)ee[m]

esta t.i. y diremos que es la t.i. dada por la distancia . Cuando
hablemos del espacio métrico (X, u) consideraremos sobre X esta t.i.

Si representamos por V, . el c-filtro de los e-entornos de  para esta
t.1. se tiene s1 0 < e < 1

gx,e"‘ S Vl’,e S gx,e .

En general, si £,(V) > €, es posible que V no sea un e-entorno de x .
Se tiene sin embargo:

8.2.9 PROPOSICION

Sea (X, 1) un espacio métrico. Sean @ € X ,r >0,¢e¢> 0.
La bola B.(x,r) es un e-abierto.

Sea a € B.(x,r); veamos que

Ea(Be(x,r)) > €.
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En efecto,

Paal(r) > 1 —¢€
y existe aun ' < r tal que

Pra(r') > 1 —€
puesto que

paa(r) = M piea(r —1/n).

n

Sea

P =r—7">0.

Veamos que

B.(a,r") C Be(z,r);

en efecto, si
y € Be(a,r"),

entonces
fya(r") > 1 =€

y por la propiedad (d3) de p, como r' + " =1,
fay(r) > 1 —€

O Sea
y € Be(x,7).

Hemos demostrado entonces que para cada a € B.(x,r)
Ea(Be(x,r)) > €.

Si € <€, B.(x,r) es entonces un €-entorno de cada uno de sus puntos,
luego un €-abierto. Esto asegura por fin que B.(x,r) es e-abierto.

8.2.10 PROPOSICION

Sea d una semidistancia ordinaria sobre X y p la distan-
cia asociada (8.1.4). La t.i. (ftc)eejo,1] del espacio métrico
(X, 1) es entonces equivalente a una topologia ordinaria
(forzosamente p; ) que es justamente la topologia dada por
la semidistancia d .
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Sea v € X y el filtro &, . Si
E(V) >0,

entonces

(Fe>0)3r >0) Bx,r)CV;

pero como vimos en (8.2.2) esto significa que
(Ve>0) Bex,r)CV,

O Sea

E(V)=1,

lo que demuestra que &, es un c-filtro. Del corolario (7.2.3) resulta
entonces que (fic)cp,1] €s equivalente a una topologia ordinaria, que
es necesariamente [ ,

Veamos que py es justamente la topologia 7; definida por la semi-
distancia d. Si V es un entorno de x para p , entonces E,(V) =1y
existen € > 0, r > 0 tales que

B.(z,r) CV,

luego
dlz,y)<r = yeV

y V es un entorno de x para 74.
Reciprocamente, si V' es un entorno de = para 74, existe r > 0 tal
que
dlz,y)<r = yeV

luego

By(x,r)CV

y V es un entorno de x para ;.

8.2.11  No es cierto sin embargo que si (X, i) es un espacio métrico
tal que (fic)eefo,1] sea equivalente a la topologia dada por una semidis-
tancia ordinaria, entonces p,, sea una medida de DIRAC para cada
x,y € X . Asi se ve en el sencillo ejemplo que sigue.
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8.2.12 Ejemplo. Sea X = {z,y} y sea u definida por

ftoz = flyy = b0, oy = [,
en donde f es la funciéon representada en la figura. Se prueba sin

dificultad que p es una distancia. Sie > 0, u, es la topologia discreta,
pues para 0 <r <1

B(x,r)={«} vy  Bdy,r)={y}.

(fte)eeqo,1] €s pues equivalente a la topologia discreta, definida por cual-

quier distancia ordinaria sobre x, y sin embargo p,, no es una medida
de DIRAC.

8.2.13 PROPOSICION

Sea (X, u) un espacio métrico, A C X, v € X.
a) Six € d.(A), para cada € > ¢

(Vr>0)(3JyeA) ye€ Ba(a,r).

b)Si0<e<ly
(Vr>0)(Jdy € A) y€ B(x,r)

entonces @ € d.(A).
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a) Para cada ¢ > ¢, € €(A), luego aplicando (8.2.9)
(Vr>0) Bua(z,r)NA#).
b) Si £,(V) > e, existe r > 0 tal que
B.(x,r)CV
y como por hipétesis
Bz,r)NA#£(

resulta

VNA£D
lo que prueba (6.1.10) que = € d.(A).

8.2.14 Ejemplo. Consideremos la distancia p del ejemplo (8.1.5).
Para x € X, r > 0 pongamos

B(x,r) ={y € X[d(z,y) <r},

es decir, la bola en el sentido ordinario de centro = y radio r para la
distancia d. Sean € € (0,1), x € X, r > 0y consideremos

Be(z,r) ={y € X |pay(r) > 1 —¢}.
Entonces y € B.(x,r) si y sélo si

1
d —_—— > 1
(xr,y)<r ) 1—|-d(:1:,y)> €,

o sea, siy sélo si

€

dlz,y)<r o d(z,y)< .

luego
B.(x,r) = B(z,r) U B(x, %).
— €

Para ¢ € (0,1) y 0 < r < = tenemos

€

B.(xz,r) = B(«, :) .

Cualquiera que sea ¢ € (0,1), la bola B(z, ;=) es un c-abierto (8.2.9).
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Sea z € X y &, el filtro de los entornos de x en el espacio métrico
(X, u). Este filtro viene dado por

E(V)=sup{e>0| B(x’l—ie) cV}

cuando el conjunto de tales ¢ es no vacio y
E(V)=0

en caso contrario. La demostracion es inmediata teniendo en cuenta
lo que acabamos de ver y la definicién de &, dada en (8.2.6).

Consideremos la t.i. (fic)cep,1) del espacio métrico (X, pu). Six €
X y e € [0,1] representaremos como es habitual por V, . el c-filtro
de los entornos de x para p.. Entonces para € € (0,1) tenemos la
equivalencia de

() VeV
(i) Ve
(iif) B(x,——) C V.
1 —e¢
(i) = (ii) es un hecho general (5.1.2).
(if) = (iii) Si V € &, o sea si E,(V) > €, entonces

(Ve <e¢) Blz,——

y de manera inmediata

B(z, yCc V.

1 —ce¢

(iii) = (i) Se deduce inmediatamente de que B(x, =) es un ¢-
abierto.

Para € € (0,1) la topologia p. viene asi caracterizada por el hecho
siguiente: las bolas B(x, =) cuando z recorre X forman una base de
la topologia g, .
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Por fin, 4 es la topologia grosera sobre X. En efecto, si A € 1y
vy A%, seax e A. Como

€

(Vee0.1) Ble,t)ca
y
€ —
e—=1 OO

1 —e¢

entonces si y € X , tomando € suficientemente grande
€
B A
ye bl 1— 6) -

lo que demuestra que A = X'.
Este mismo razonamiento prueba que

Erp =X} =Ven
y como ya habiamos probado que para € € (0, 1)
Eve = Vo,
resulta que (X, x) es un e.t.i. simple (7.2.5).

8.3 Empleo de sucesiones.

8.3.1 DEFINICION. Sea X un e.t.i., (21),eIN una sucesion de X',

x € X . Sea ¢ € [0,1]. Diremos que x,, ¢-converge a x cuando

(cs1) Para cada V C X tal que £,(V) > €, existe ng € IN con

n>ny =,V

y escribiremos entonces
r = elimz, 0 Ty — X

diciendo que z es un e-limite de (x,),cIN -
Como siempre, para ¢ = 0, diremos que z,, converge a ¥ o que x
es un limite de (x,,),cN v escribiremos

r=limz, 0 Ty — L.

Si F(z,) es el c-filtro sobre X asociado a (x,),cN la propiedad (csl)
equivale a
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(cs2) .7'-(%) S

8.3.2 Si X es un espacio topologico ordinario, la convergencia
T, =T

equivale, cualquiera que sea € < 1, a la convergencia de (z,),cN hacia
x en el sentido habitual.

8.3.3 Ejemplo. Sea (X,u) el espacio métrico de (8.2.14); sea
(Zn)pen C X y o e X. Siee|0,1) son equivalentes

(i) T, =T

€
(ii) Para cada r > ] existe ng € IN tal que

—¢
n>ng = dx,x)>r,

siendo inmediata la demostracion de esta equivalencia. Para e = 0
esta equivalencia significa en particular la equivalencia de

(i) 2, — « en el espacio métrico (X, u);

(ii) @, — x en el espacio métrico ordinario (X, d).

8.3.4 PROPOSICION

Sean (X, p), (Y,0) dos espacios métricos, f : X — Y una
aplicacion, a € X, b € Y. Son equivalentes

(i) elimy—, f(2) = b;
(ii) ¢ >eya,Sa = Jf(z,) =
(iii) € > ey x, Sa = fz,) =
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. .. . . / el
(i) = (ii) Supongamos (i) ciertoy sea ¢’ > ey x,, = a. Como entonces

¢-lim f(z) = b

r—ra

resulta de (5.2.20) que

y como en particular

entonces

luego

Fistan) = b
puesto que

TF@n) = Fii@n) -

(ii) = (iii) es evidente.
(iii) = (i) Razonemos por reduccién al absurdo suponiendo falso
que

elim f(z) =b.

r—ra

Entonces existen ¢ > ey V C Y tales que
&EV)y=¢ vy &UTIV)) <.

Sea ¢’ tal que ¢ > €”" > ey E,(f71(V)) < €. Ahora tenemos
V) >y E&(fTH(V) <€

luego
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o sea, para cada n € IN, existe x,, € X tal que

eB(l) v ) gV,

Como &/(V) > €', es claro que la sucesién (f(z,)),cNy no es €’
convergente hacia b. Sin embargo

E//

T, —a
pues cuando &,(W) > €”, existe r > 0 con
BE//(G, T) C W,

y para 1/n <r se tiene x,, € Bu(a,r) C W . Luego (iii) es falso.

8.3.5 COROLARIO

Sean (X, p), (Y,0) dos espacios métricos, f : X — Y una
aplicacion, a € X . Son equivalentes

(i) f es e-continua en a;

(ii) 6’>6y:1;nil>a = f(:z;n)i;f(a)

8.3.6 COROLARIO

Sean (X, p), (Y,0) dos espacios métricos, f : X — Y una
aplicacion. Son equivalentes

(i) f es e-continua;

(ii) 6’>6y:1;ni/>:1; = f(:z;n)if(x)
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8.3.7 Sean pu, 0 dos distancias sobre X. Los simbolos
O(<ep, 0<p, 0(=ejp, 0~p

significaran que la misma relacién existe entre las correspondientes t.i.
normales (0).efo,1) ¥ (ftc)eefo1] -

8.3.8 COROLARIO

ean os distancias sobre X. Entonces €) sl
S , 0 dos dist bre X. Ent 0 (<

y s6lo si para cada ¢ > ¢ y cada sucesién ¢’-convergente
por i, la sucesion ¢/-converge para 6 hacia el mismo limite.

8.3.9  Son ciertos asimismo corolarios analogos para las otras tres
relaciones.

8.3.10 Ejemplo. Sea X un conjunto, d una distancia ordinaria ul-
tramétrica sobre X . Sea p la distancia sobre X dada por

1 d(z,y)
= s Y s
v = T d(w,y) o 1+ d(z,y) Y

como en el ejemplo (8.1.5) y consideremos el espacio métrico (X, )
cuya t.i. (fe)eeo] estudiamos en el ejemplo (8.2.14). Sobre X vamos
a considerar también la distancia § dada para cada x,y € X por

exy = 5d(1’,y) 5
distancia cuyo estudio abordamos en (8.1.4). Como vimos en (8.2.10)
la correspondiente t.i. normal (0. ).cjo,1] del espacio métrico (X, 0) es
equivalente a la topologia ordinaria dada por d, o sea

(\V/6>0) 05201

y 01 es la topologia ordinaria dada por d.
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Veamos la relacién existente entre py 6. Sie >0y 2, — x para 0,
entonces (8.3.2) x, — x en el espacio métrico ordinario (X, d), luego
aplicando (8.3.3), @, — x para p y trivialmente x, — x para w.
De (8.3.8) v (8.3.9) se deduce entonces que

p<0.

8.3.11 PROPOSICION

Sea (X, ) un espacio métrico, A C X,z € X . 2 € d.(A)
siy s6lo si existe (an),eN tal que

€
a, — .

Supongamos que x € d.(A); entonces por (8.2.13):
(Ve >e)(Vr>0)(Jye A) ye€ Ba(a,r),
y en particular, para cada n € IN (desde que €+ % < 1) existe a, € A

1
a, € BE+L (:1;, —) .

n

tal que

Entonces
€
a4y, — T

pues si E.(V) > €, existen € > ey r > 0 tales que
Bo(xz,r) CV,

luego a,, € V para

1 , 1

e+ —<e y —<r.

n n

Reciprocamente, supongamos que existe (a,),cv C A tal que
Uy — T

entonces
€
Flan) = T,

y como F,,)(A) =1, resulta de (6.1.11) que z € d.(A).
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8.3.12 Ejemplo. Consideremos el espacio métrico (X, 1) del ejem-
plo (8.2.14), construido a partir de la distancia ordinaria ultramé-
tricad. SiAC X, A#0yx € X recordemos la notacién clasica

d(z,A) = inf d(z,a).

a€A
Si e < 1, se tiene entonces la equivalencia de

(i) € d.(A); )

(i) d(z, 4) < ——.

En efecto, si @ € d.(A), existe (a,),e;yv C A tal que a, = 2,y
utilizando (8.3.3) resulta que para cada r > = existe n € IN tal que

d(a, ,x) <r,

lo que demuestra que
€
d(z, A) < .
(x7 ) — 1 — €

para cada n € IN existe a,, € A tal

€
1—e?

Reciprocamente, si d(x, A) <

que
€ 1

d(a, ,z) <
1—¢ n

y aplicando de nuevo (8.3.3) resulta que

a, — T

luego € d.(A) por la proposicién precedente.

8.3.13 TEOREMA

Sea (X, p) un espacio métrico, A C X, e < 1. A es
e-compacto si y solo si cada sucesion de A admite una
subsucesion e-convergente hacia algiin punto de A.

La t.i. (pc)eep,1] es accesible y aplicaremos (6.4.6).
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a) Supongamos en primer lugar que A es e-compacto. Sea entonces
(@),eN una sucesién de A. Sea U un ultrafiltro sobre X tal que

Flagy <U.
En particular U(A) = 1, luego existe a € A tal que
U5 a.

Para i € IN (y siempre que e + + <1)

1
U (Be-l—l—. (av _)) = 17
¢ 2

y como para cada n € IN

U{an,ang1,...}) =1,

entonces, si 7,n € IN

BE+% (a, %) ﬂ{anaan+17"'}7é®7

luego para cada 1 € IN, existe n; tan grande como queramos tal que

1
tn € Bt (o)

y podemos hacer que n; sea estrictamente creciente. Es entonces in-
mediato demostrar que
€
Qp, = @ .

b) Reciprocamente, vamos a suponer que cada sucesion de A ad-
mite una subsucesién e-convergente hacia algin punto de A. Para
cada n € IN tal que ¢ + % <1 consideremos el recubrimiento de A

1
B — .
( E+Z <a7 n))aeA

Vamos a probar que este recubrimiento admite un subrecubrimiento fi-
nito de A. Sisuponemos lo contrario, consideremos la sucesion (a;);cN
de A definida por recurrencia de la forma siguiente

- a; es un punto cualquiera de A,
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- a;p1 es un punto de A que no pertenece a

1 1
Bug (o ) Ur Ui (o0 7)

La sucesion de A, (a;);eN, no admite ninguna subsucesion (a;, );eIN
e-convergente a un punto a € A, pues si

aiji>a€A,

COImo

existe jo € IN tal que

. . 1
J 2 Jo = aij € Be-l—% (av %)

y en particular, si 7 > j9,
1 1
“WEPar\tgy) Y G EBap{n g )

luego por la propiedad (d3) de u

1
iy, € Be_l_% (aij, g) ,

lo que va en contra de la definicién de la sucesion (a;);cN -
Resulta entonces que para cada n € IN con ¢ + % <1, A puede
recubrirse con un nimero finito de bolas

1
Bt (+3)

Pasemos a demostrar que A es e-compacto. Sea U un ultrafiltro
sobre X tal que U(A) = 1; bastard probar que existe a € A tal que

con centro en puntos de A.

U-=5a.
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Como U es un ultrafiltro sobre y U(A) = 1, entonces por la propiedad
que acabamos de ver, para cada n € IN con ¢ + % <1 existe a, € A

1
(51 (o 1) =1

Por hipdtesis, existe una subsucesion (a,, )N vy @ € A tal que

tal que

€
Ap. —¥ .

7

Veamos que
U->a.

Si E,(V) > €, existen € > e, r > 0 tales que
Bu(a,r) C V'

existe 19 € IN tal que

. . r

1> =  dy € Bo (a,—) ,
luego tomando ¢ € IN tal que

1> 1, <,
se tiene por la propiedad (d3) de u
1

Bros (0. L) € Butaryc v

yU(V) =1, lo que termina la demostracion del teorema.

8.3.14 COROLARIO

Sea (X, ) un espacio métrico, ¢ < 1. X es e-compacto
si y solo si cada sucesion de X admite una subsucesion
e-convergente.
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8.3.15 LEMA

Sea (X, u) un espacio métrico, € < 1. X es e-separado si
y sélo si para cada z,y € X, v # y, existen € > ey r >0
con

Bo(z,r)N Ba(y,r) =10.

8.3.16 PROPOSICION

Sea (X, ) un espacio métrico. Supongamos que para cada
r,y € X, v #y, existe r > 0 tal que

z€X = pp(r)=0 o p.(r)=0.

Entonces, X es separado.

En efecto, la condicion significa que
B1($,T) N Bl(yvr) =0

y por el lema precedente, X es ¢-separado cualquiera que sea ¢ < 1.

8.3.17 PROPOSICION

Sea (X, p) un espacio métrico, € < 1. Son equivalentes

(i) X es e-separado;

(ii) Cada sucesion de X posee a lo sumo un e-limite.

(1) = (ii) Supongamos X e-separado y sea (z,),cN una sucesion tal

que
€ €

entonces
(V6/>6)(\V/T>O) Bel(x7r)mBE/(y7r) 7£®7

y por el lema (8.3.15), necesariamente © =y .
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(ii) = (i) Razonemos por reduccién al absurdo suponiendo que X
no es e-separado. Aplicando (8.3.15), existen x,y € X, & # y, tales
que, para cada n € IN (con e+ + <1)

1 1
B 1 - B 1 - .
i (:1;, n) M i (y, n) 70
Si para cada n tomamos
1 1
n€ B 1 |a, — B ily, —
Tn € Berl (:1; n) M o (y n)

de forma evidente

Ty — T y Tn — Y.



152 8. Definicién mediante una distancia



Simbolos y propiedades.

Simbolos

(Salvo excepciones, mencionamos sélo los simbolos especificos de esta
teoria)

(conjunto de los nimeros reales)

Z =

(conjunto de los nimeros naturales)
1,2,3
2

~—~ — ’@ — Ol
S e —
5 - -
; "[\D \,[\D
=~ 0y

[N\

w

)Qu)j

Q b/—\/—\
S
\]/—\
— &
N
N

o
o m
-
o
o0

(Reep 89,10
o, 12

Oy, 12,71
(w-X) 15
(e-0) 16
O, Ds(6) 18
M 18

i ie. i 19
R 20

o 20

IRg 23

153



154 Simbolos y propiedades

(s (S €)(rw)a 26
(1)a < (mw)a 26
(s (=€) (e 27
(f)a = (tw)e 27
T|A 30

(Z—w|A)wEQ 30

T4, 30

af 31

(795 |A)ee[0 1] 33

[ﬁ 34

m 34

Ry 40

F 46

€. 46,49.70

Fey Fer 47

G<F 4865

U, 48

(Vec)ee(0,1] 49,70
F(X) 50

sup;ey FO 51
infie; FO 52

U 52
e(F) 59

fF 56

7'g 58
rrg 59
Y fF 59
F,iF 60
Fa, it F 60
Uy 60

(Fa) 61

Fla 61

(f) 62
(F) 63



Simbolos y propiedades

boF,i.0F 64

G(<K®)F 65
G(<e)F 65
gx|A 73
vi oo 13
g4 T3

OlimF, F Sz 76
limF, F Sz 76
imF,F—z 76

@lim f(x). clim f(2)  lim f(z)
(I)w—lgnf(l') ’ G;E)Enf(x) ’ il_r}% f(l')

¢-lim f(x) 82

r—a,r€A
(a,e-9) 83
®;, 83

o(A), d(A),d(A) 89,90

MF0,00) 127

p(r) 128

o, 128

Ly 128

) 131

Be(x,r) 131

(X, u) 134

(Me)ee[0,1] 134

T, — T, T, T 140
elima,, limz, 140

(X,d) 141

(S p, 0 <p,0(~e)p,0~p

Propiedades
(o1), (02) 1
(03) 2

(til1) 3
(w-X) 15
(e-0) 16

(f1), (f2), (f3) 46
(f4), (f5) 46

155
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(ul) 54

(r1) 54

(g1), (g2),(g3) 62
(a,e-9) 83

(s1) 109

(el), (e2) 117,118
(e3) 121

(adl), (ad2), (ad3), (ad4), (ad5)
(d1), (d2), (d3) 128

(cs1) 140

(cs2) 141

122

Simbolos y propiedades



Indice

abierto, e-abierto 7

abierto de seguridad 40

accesible 2

accesible (e.t.i.) 3

e-adherencia 90

adherencia dura 90

adherente, e-adherente (punto) a un

filtro 96
base (ordinaria) de filtro 63

cadena finita de topologias 115,116
cerrado, e-cerrado 12,14
c-filtro 46,48
compacto, e-compacto (conjunto) 103
compacto, e-compacto (espacio) 100
conjunto compacto, e-compacto 103
conjunto estructurado de indices 3
d-continua (t.i.) 8,9
i-continua (t.i.) 8,9
continua, e-continua, i.-continua,
$-continua (aplicacién) 19
continua en a, e-continua en a,
$-continua en a (aplicacién) 84
convergencia, e-convergencia,
$-convergencia (de un filtro) 76
convergencia, e-convergencia,
®-convergencia (de una funcién) 80
convergencia, e-convergencia
(de una sucesién) 140

d-continua 8,9

distancia 128

distancia asociada a una
semidistancia ordinaria 130

distancia ordinaria ultramétrica 130

distancia dada por una distancia
ordinaria ultramétrica 130,131

engendrado (filtro) 49

e-entorno 12,14

entornos (filtro de los)  46,49,70

equivalentes (t.i.) 26,27

espacio métrico 134

espacio métrico ordinario 141

espacio topoldgico impreciso 3

espacio (t.i.) accesible 3

e.t.i. compacto, e-compacto 100

e.t.i. separado, e-separado 109

e.t.i. simple 120

espacio topoldgico ordinario 4

extensién de un filtro 60

extensién trivial (de una
topologia) 13

familia mondtona de c-filtros 49
filtro 46
c-filtro 46,48
filtro de los entornos de un
punto  46,49.70
filtro engendrado 49

generador de filtro 62

i-continua (t.i.) 8,9

imagen de un filtro 56

imagen reciproca de un filtro 58
imprecisa (topologia) 3
impreciso (espacio topoldgico) 3
isomorfismo, e-isomorfismo 25
isomorfos, e-isomorfos (e.t.i.) 25

limite, e-limite, ®-limite (de un
filtro) 76

limite, e-limite, ®-limite (de una
funcién) 80

limite, e-limite (de una sucesién) 140
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mas fina (t.i.) 26

menos fina (t.i.) 26

métrico (espacio) 134

modulo de continuidad 18
modulo de continuidad local 83
mddulo regular de continuidad 20

normal (t.i.) 10
normal (t.i. asociada) 10

orden entre filtros 48,65

preorden (<€) entre filtros 66
propiedad (e-d) 16

propiedad (a,e-d) 83

punto adherente, e-adherente a un

filtro 96
seguridad (abierto de) 40

semi-distacia ordinaria 129

separado, e-separado (e.t.i.) 109

simple (t.i.) 120

sucesién convergente, e-conver-
gente 140

topologia imprecisa 3

t.1. dada por una distancia 134
t.1. de subespacio 30

t.1. normal 10

t.1. normal asociada 10

t.1. simple 120

topoldgico impreciso (espacio) 3
traza de un filtro 60

traza de una t.1. 30

ultrafiltro 52,54

indice



Ilmo. Sr.:

Cumplimentando lo senalado en el apartado 7° del Decreto de 25 de
junio de 1954, que regula el procedimiento para la concesion del Grado
de Doctor,

ESTE RECTORADO, ha tenido a bien aprobar la propuesta de Tri-
bunal que juzgara en esta Facultad la Tesis Doctoral presentada por
Don Jesus Rojo Garcia, titulada ”FEspacios Topolégicos Imprecisos”,
en la forma siguiente:

Presidente.- Dr. D. Juan José Gutiérrez Suarez, Catedratico de la
U. de Valladolid
Vocales.-  Dr. D. Miguel Martin Diaz, Catedratico de la
U. de Valladolid
Dr. D. Antonio Pérez Gémez, Catedratico de la
U. de Valladolid
Dr. D. Pedro Pérez Carreras, Catedratico de la
U. Politécnica de Valencia
Secretario.- Dr. D. Tomas Sanchez Giralda, Catedratico de la
U. de Valladolid
Suplente.- Dr. D. Félix Lépez Fernandez Asenjo, Adjunto de la
U. de Valladolid

Dios guarde a V.I.
Valladolid, 26 de junio de 1981.
EL RECTOR

Ilmo. Sr. Decano de la Facultad de Ciencias de esta Universidad.






UNIVERSIDAD DE VALLADOLID FACULTAD DE CIENCIAS
Seccion de MATEMATICAS

Reunido el Tribunal que suscribe, en el dia de la fecha acordé otor-

gar por UNANIMIDAD a esta Tesis doctoral de D. JESUS ROJO

GARCIA la calificacion de SOBRESALIENTE CUM LAUDE.
Valladolid, a 9 de julio de 1981.

El Presidente, El Secretario,






Expediente personal del interesado

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
FACULTAD DE CIENCIAS

ACTA DEL GRADO DE DOCTOR

CURSO de 1980 a 1981 Folio......... Num.........
Don JESUS ROJO GARCIA

Reunido en el dia de la fecha el Tribunal examinador nombrado por
el Ilmo. Sr. Decano de la Facultad, y constituido por los jueces
que suscriben la presente acta, el aspirante leyé su Memoria doctoral
que habia escrito libremente, bajo la direccién de Don ANTONIO
PEREZ GOMEZ sobre el siguiente tema ESPACIOS TOPOLOGICOS
IMPRECISOS.

Terminada la lectura y contestadas por el alumno las objecciones for-
muladas por los senores jueces del Tribunal, éste calificé dicho trabajo
con la nota de

SOBRESALIENTE CUM LAUDE

Valladolid, 4 de julio de 1981.
El Presidente, El Secretario del Tribunal,

El Vocal, El Vocal,

Firma del Alumno, El Vocal,






UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
FACULTAD DE CIENCIAS

Secretaria

La presente Tesis Doctoral queda registrada
en el folio n® 157 del correspondiente
libro de Registro, con el n® 285.

Valladolid, 4 de julio de 1981.
EL ENCARGADO DE REGISTRO,



