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Capitulo 1

Espacios vectoriales.

1.1 Espacios vectoriales, aplicaciones lineales.

1.1.1 DEFINICION. Sea IK un cuerpo conmutativo de operaciones ‘+’ (suma)
y ¢’ (producto) y elementos neutros 0y 1.

Un espacio vectorial sobre IK es un trio (F,+,-) formado por un conjunto F,
una operacién interna sobre I

+: ExFE = F
(z,y) > 24y

vy una operacién externa sobre F

2 IKx EF = F
A z) = A

que verifican:
(a) (E,+) es un grupo conmutativo, o sea,

(evl) Va,y,z € E) (e4+y)+z=a+(y+2),

(ev2) (g e F)Ve € F) Op+2x=2+4+0p==u,

(ev3) Ve e E)(Fx' € E) z+a' =2'+2=0p
(tal 2’ serd designado por —z),

(evd) Ve,y€e E) z+y=y+x;

(b) y ademds la operacién externa cumple

(evb) (Ve € EY(VA, p € IK) A(px) = (Au)z,
(eve) Ve e E) lz=u=u,

(ev?) Ve e EYVMp eTK) (A4 p)e = e+ pux,
(ev8) (Ve,ye EY(VA€IK) Az +y) = e+ My.

1



2 1. Espacios vectoriales

No es estrictamente necesario poner en esta lista (ev4), pues se la puede de-
ducir de las restantes; no obstante, la mantenemos por respeto al enunciado tra-
dicional.

Los elementos de IK se representan por minusculas griegas y reciben el nombre
de escalares.

Para los elementos de F emplearemos generalmente minisculas ordinarias. Les
daremos el nombre de vectores.

Las operaciones de F, representadas generalmente por los mismos simbolos que
las de IK, suelen llamarse ‘suma’ y ‘producto externo’.

x — y representa x + (—y) y, si A # 0, 2/ representa A "'z,

Cuando hablemos de ‘el espacio vectorial E’ nos referiremos a un trio (E,+,-)
cuyas operaciones supondremos conocidas.

En lo que sigue pondremos con frecuencia ‘e.v.” para abreviar ‘espacio vecto-
rial’.

1.1.2 Ejemplo. Hay una forma natural de dar a IK una estructura de espacio
vectorial sobre si mismo. Si (IK,+, ) es un cuerpo conmutativo, entonces el trio
(K, +, -) es también un espacio vectorial sobre TK. Cuando hablamos del espacio
vectorial TK (por ejemplo, el espacio vectorial TR, o el espacio vectorial €) nos
referimos, siempre que no indiquemos lo contrario, a IK dotado de esta estructura.

1.1.3 Ejemplo. Sea X un conjunto y IK un cuerpo conmutativo. Representemos
por F(X,IK) el conjunto de las aplicaciones de X en IK. Si f g € F(X,K) y
A € IK, definimos las aplicaciones f + ¢ y Af poniendo para cada x € X

(f +9)(@) = f(z) +9(),
(Af)(z) = Af(z).

Con las operaciones asi definidas, F(X,TK) es un espacio vectorial sobre TK.

De manera andloga, si F es un espacio vectorial sobre IK y F(X, E) el con-
junto de las aplicaciones de X en F, las mismas férmulas de arriba definen dos
operaciones con las que F (X, F) es un espacio vectorial sobre TK.

1.1.4 Ejemplo. El conjunto TK[X] de los polinomios en una indeterminada X
con coeficientes en IK, con la suma ordinaria de polinomios y el producto de un
polinomio por un elemento de IK, es un espacio vectorial sobre IK.

Lo mismo se puede decir del conjunto IK,,[X] de los polinomios de grado igual
o menor que n (incluido el polinomio 0) y las operaciones ordinarias.

1.1.5 Ejemplo. Representemos por Sk el conjunto de todas las sucesiones de
elementos de IK. Si

T = (l‘n)ne]N = (l‘l,l‘z,l‘s, .- ) e Y= (yn)ne]N = (ylayZaySa .- )



1.1. Espacios vectoriales, aplicaciones lineales 3

son elementos de Sk v A € IK, se definen las sucesiones = + y y Az mediante las
férmulas

4y = (Tp +Yn)neNw = (L1 +y1, 20+ Y2, 23+ y3,...)
At = (AZp)neN = (Axq, Awe, Azs, .. ).

Con las operaciones dadas por estas féormulas, Sy es un espacio vectorial sobre
IK.

De hecho, S es F(IN,IK) y las férmulas anteriores coinciden con las del ejem-
plo (1.1.3), como se puede observar facilmente si se escribe la sucesién # = (2, ),eN
con la notacién habitual para las funciones, esto es, representando por z(n) la ima-
gen de n. Asi pues, este ejemplo es un caso particular, para X = IN, del que vimos

en (1.1.3).

1.1.6  Sea F un espacio vectorial. A causa del axioma (ev2), E posee al menos
un elemento: el elemento Og.

Por otra parte, sea E = {z} un conjunto que posee un solo elemento y IK un
cuerpo conmutativo. La férmula

r+r==x
define la tinica operacién interna sobre I/, y la formula
(VAEK) Nx=2x

define la unica operacién externa posible sobre E. Con estas operaciones, E es un
espacio vectorial sobe IK y & = 0. Representamos este espacio vectorial por {0}.
Cuando ponemos

E#{0}

queremos decir que el espacio vectorial F posee al menos dos elementos, o sea, que
existe un vector z € E tal que z # 0p.

Todo cuerpo conmutativo IK posee al menos dos elementos 0 y 1, luego para
el espacio vectorial TK (v. 1.1.2) tenemos que

K # {0} .

1.1.7 Consideraciones sobre las sumas de una cantidad finita de elementos.
Los razonamientos que haremos a continuacién son validos tanto para la suma
de vectores de un e.v. F (sobre IK) como para la suma de escalares de TK. En
general sirven para la suma de elementos de un conjunto X sobre el que se ha
definido una suma ‘+’ asociativa y conmutativa; el lector que encuentre dificultades
en razonar con un conjunto X cualquiera, puede imaginarse que X es F o IK.
Sixy,xe € X, 1+x5 representa la suma de dichos elementos. Si z1, xs, 23 € X,
(1 + x2) + 23 es lasuma de 21 + 22 y #3, ¥y 1 + (22 + 23) es la suma de 21 y
22 + x3; como la suma es asociativa, los elementos (21 4+ #2) + 23 y 21 + (22 + 23)
coinciden; representamos ambos por x1 + x5+ x3. Teniendo en cuenta que la suma
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es conmutativa, el elemento z1+x2+23 es también (za+21) 423, 23+ (x1+22),. . .,
y asi hasta un total de 12 formas distintas. Andlogamente, si x1, o, 23,24 € X,
x1 + xs + x3 + x4 se puede definir de varias formas diferentes, pero el resultado es
siempre el mismo a causa de la asociatividad y conmutatividad de la suma.

De manera general, poniendo

T+t trn = (vt Tt Tm) F o,

resulta, aplicando el principio de induccién, que hemos definido asi todas las ex-
presiones del tipo

1+ 29+t g,

Ademas, como la suma es asociativa y conmutativa, para calcular xy +xzo+---+x,
podemos agrupar los elementos por parejas de manera arbitraria.
La suma x1 + #5 + - - - + 2, se representa a veces por

n
E Xr; O E x; ,
i€{1,...,n} i=1

con objeto de acortar las expresiones. En este libro lo haremos inicamente cuando
resulte inevitable (lo que serd frecuente en el capitulo 3, por ejemplo).
Obsérvese que en la expresién

n
>
i=1

el conjunto {1,...,n} juega un papel importante, pero el simbolo i carece de
importancia y puede ser substituido por otro. Es decir,

n n

E xr; = E Ty,

i=1 j=1
puesto que ambos miembros representan

1+ Ta+ -+ Tp.

Si I es un conjunto finito, aunque no sea del tipo {1,2,...,n}, y, para todo 7 € I,
x; € X, pondremos
>

i€l

para representar la suma de los elementos x; en cualquier orden. De manera mas
precisa: podemos ordenar los elementos de I mediante una aplicacidén biyectiva

(1,2,....n} = I
j—) ij,
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poniendo entonces
n
E T, = E Ty, =%+ + T, .
i€l j=1
En general podremos ordenar I de muchas maneras, aunque el resultado es el

mismo para todas ellas.
Si J es un subconjunto de I'y J' = C;J su complementario, entonces

YIUED NS 3P
i€l i€ i€J’
Supongamos que [/ y J son dos conjuntos finitos y que
J =1
j — ij,

es una aplicacién biyectiva; nétese que necesariamente [ y J poseen el mismo
nimero de elementos. Entonces
D v, =)

jedJ i€l

puesto que ambos simbolos representan la suma de los mismos elementos.

Vamos a suponer por fin que en X tenemos ademas definido un producto
distributivo respecto de la suma; es el caso cuando X = IK. Si I y J son dos
conjuntos finitos, se tiene entonces que

DBEN N DI ED D DILLY

el jeJ iel \jeJ
o también
=D | Do wig
jeJ \ierl
o también
= g Tily;
(1,J)EIxJ

cualquiera de estas expresiones (que representan el mismo elemento) se denota por

= E LiTj .

iel,jed

No terminan aqui todas las consideraciones que se pueden hacer sobre el em-
pleo del simbolo >, si bien he procurado referirme a todas las operaciones que
efectuaremos con él en este libro. Convendrd sin embargo que, llegado el caso de
utilizarlo, el lector compruebe que se hace con el suficiente rigor, ayudandose de
las consideraciones precedentes.
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1.1.8 PROPOSICION

Si F es un espacio vectorial, se verifican las siguientes propiedades:

(a) (VAeIK)(Ve,ye E) Mz —y) = z— Ay,
(b) (VAEIK) A0p=0g,

() (WMAeIK)Vex e FE) A-z)=-)z,

(d)y (VApelK)VeeFE) (A—pe= e— px,
(e) (VzeE) O0x=0g,

f) (MAeK)VzeFE) (-Ne=-Xx,

(g) MM=0p=A=0 o z=0g.

Se tiene
Az —y)+ Ay = Az —y) +y] = Az,
(A —p)r + pe = [(A— p) + ple = Az,
lo que demuestra (a) y (d).
(b) v (e) se demuestran haciendo # = y en (a) y A = pen (d). (c) y (f) se
demuestran poniendo —x = Og —2 y —A = 0—A. Finalmente, para (g), si se tiene
Az = 0 y suponemos que A # 0, entonces

A Az) = A"0p = 0p

M) =M e =1z =2,

luego # = 0.

1.1.9  Siempre que no exista posibilidad de confusién, pondremos 0 para refe-
rirnos tanto a 0 como a O .

1.1.10 DEFINICION. Sean E, E' dos espacios vectoriales sobre el mismo cuer-
po conmutativo IK y sea f : £ — FE’ una aplicacién. Decimos que f es una
aplicacion lineal (o también un homomorfismo de espacios vectoriales cuando:

(In1) (Vo,y € E) [z +y) = f(z) + f(y),
(In2) (VA € K) (Vo € E) f(Az) = A (),

0, lo que es equivalente, cuando

(In) (YA, p € K)(Vo,y € E)  f(Az 4+ py) = Af(2) + p1f(y) -

(Nétese que en las férmulas precedentes intervienen dos sumas distintas, la de F'y
la de ', aun cuando empleemos el mismo simbolo para ambas. Lo mismo ocurre
con los dos productos externos.)

Si f es una aplicacién lineal, f es en particular un homomorfismo entre los
grupos (E,+) y (E',+).
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La aplicacién compuesta de dos aplicaciones lineales es lineal.

De una aplicacién lineal que ademds sea biyectiva decimos que es un isomor-
fismo.

Si f es un isomorfismo, la aplicacién inversa f~! es también un isomorfismo.
La aplicacién compuesta de dos isomorfismos es un isomorfismo.

Si entre dos espacios vectoriales 'y F’ existe un isomorfismo f : £ — F’,
decimos que E'y E’ son isomorfos y ponemos

E~E".

De una aplicacién lineal de un espacio vectorial ' en si mismo decimos que es
un endomorfismo de E. De un isomorfismo de F en si mismo decimos que es un
automorfismo de I.

1.1.11 Ejemplo. Si F es un espacio vectorial, la aplicacién idéntica de F, idg ,
dada por
(Ve e E) idg(x) =z,

es un automorfismo de F.

1.1.12 PROPOSICION

Si f: E — E' es una aplicacién lineal, !

—z) =—f(x),
—v) = f(z) = fly),

Moy oo Aay) = A (@) 4 -+ A" f ()

Para probar las dos primeras basta aplicar la definicién de aplicacién lineal. La
tercera se obtiene haciendo z = y en la segunda. La cuarta se prueba utilizando
el principio de induccién) y la propiedad (In).

1.2 Producto de espacios; subespacios.

1.2.1 DEFINICION. Sean E, y FE5 dos espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo IK. Sobre el producto cartesiano E; x Ey definimos las operaciones

(z1,22) + (y1,¥2) = (1 + y1, 22 + ¥2)

A(l‘l, l‘z) = (Al‘l, Al‘z) s

1En )\ de la propiedad (d), ¢ es un indice y no un exponente. Rara vez utilizaremos exponentes,
salvo al final del libro; cuando lo hagamos, trataremos siempre de evitar que se produzcan
confusiones por esa razén. Por ejemplo, si en una situacién que pueda resultar ambigua queremos
representar ) - \, pondremos (\)2 en lugar de \2.
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donde zq,y1 € E1, @9,y2 € Eo, A € IK. Con estas operaciones, F; x Fs es un
e.v. sobre IK que denominamos espacio producto de Fy por Fy y denotamos por
E1 X Ez.

De forma andloga se define el producto F; x Ey x -+ x E, de n espacios
vectoriales sobre IK.

E™ representa el espacio producto By X [l X --- X F, cuando [y = Fy = ... =
E,=F.

1.2.2 Ejemplo. Sea IK un cuerpo conmutativo. IK" es el espacio producto del
e.v. IK (v. 1.1.2) por si mismo n veces. Recuérdese que, como conjunto, IK™ esta
formado por las n-uplas (A!,..., A\") de elementos de IK .

Asi es como obtenemos en particular los espacios IR® y €" que utilizaremos
con frecuencia.

1.2.3 DEFINICION. Sea F un e.v. sobre IK y F C E. Decimos que F' es un
subespacio vectorial de E cuando

(sevl) F #0,
(sev2) z,yelF=ax+yeF,
(sev3) AelK,zeF=A el

es decir, cuando F' es no vacio y cerrado para las operaciones de F. Estas tres
propiedades se pueden substituir por

(sevl) F #0,
(sevd) MNpeK,z,ye F=>Ar+puy€eF.

Si F' es un subespacio de F, se cumplen las propiedades siguientes

(a) Og € F,
(b) z€F=—-z€F.

Si F' es un subespacio de F, entonces F', con las operaciones inducidas por las de
FE, es también un espacio vectorial sobre IK. Su elemento neutro es el de E. Si
x € I, su opuesto en I es el mismo que tenia en F.

Si F' es un subespacio de F, entonces F' es un subgrupo de (F,+).

1.2.4 Si F es un subespacio de E, aplicando la propiedad (sev4) y el principio
de induccién resulta que

Moo eK, xq,..,ep e F = Ne 4+ -+ XNz, €F.

1.2.5 Ejemplo. Consideremos el espacio vectorial F(X,1TK) de las aplicaciones
del conjunto X en K (v. 1.1.3). Si 2y € X, el subconjunto formado por las
aplicaciones f que verifican f(zg) = 0 es un subespacio vectorial.
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1.2.6 Ejemplo. Si IK[X] es el e.v. de los polinomios con coeficientes en K
(v. 1.1.4), el subconjunto TK,,[X] formado por el polinomio 0 y los polinimios de
grado < n, es un subespacio vectorial.

1.2.7 Ejemplo. Sea Sk el e.v. de las sucesiones de elementos de K (v. 1.1.5).
Una sucesién

= (Tn)peN € SK

es finita cuando existe ng € IN tal que
(Vn > ng) x,=0.

El subconjunto ¢gp formado por las sucesiones finitas es un subespacio de Sy .
En tanto que espacio vectorial, cog es isomorfo al espacio IK[X] de los polino-
mios, puesto que la aplicacién que envia cada sucesién finita g = (p1, po, pa, . . .)
al polinomio jt1 4+ s X + u3X? + - - es un isomorfismo.
Cuando IK = IR o @, consideraremos también el subconjunto ¢g de Stk formado
por las sucesiones que convergen a 0; es un subespacio de Syc. Ademas cog C co.

1.2.8  Sea F un espacio vectorial. {0} y F son siempre subespacios de F; se les
llama subespacios triviales. Los otros subespacios de F se llaman propios.

Para la relacién de orden dada en P(E) por la inclusién, {0} es el menor
subespacio de F, y el propio F es el mayor.

Senalemos que @) no es un subespacio de F, pues no verifica (sevl).

1.2.9 Sea Fune.v. y z € E. El subconjunto
{Az|\ € K}

es un subespacio de E, que se suele denotar por IKz. Para z = 0, tenemos

Kz = {0}.
1.2.10  Sea F' un subespacio del e.v. E. La aplicacién

1 F— F
r —x,

que envia cada vector x € F a si mismo, es lineal e inyectiva. Esta aplicacién
recibe el nombre de inyeccién candnica del subespacio F' en el espacio F.

1.2.11  Sea A un conjunto y
(a1, aa,...,an)

una n-upla ordenada de A, es decir, un elemento del producto cartesiano A™ .
Cuando A es un espacio vectorial o un subconjunto de un espacio vectorial, se
suele decir que (a1, as,...,a,) es un sistema de A de n elementos.
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Cada uno de los a; se dice que es un ‘elemento del sistema’. El conjunto de
estos elementos es un subconjunto de A que recibe el nombre de ‘conjunto de los
elementos del sistema’.

Un sistema (ai,...,a,) de n elementos de A se puede considerar como una
aplicacién
I— A
de un conjunto I de n elementos (generalmente el conjunto {1,2,...,n}) en A,

justamente la aplicacién que a cada i € I hace corresponder el elemento a; de A.
Cuando esta aplicacién es inyectiva, o sea, cuando

i;éj:>ai;éaj,

se suele decir que los elementos de (a1, aa, ..., a,) son ‘distintos dos a dos’.

1.2.12 Ejemplo. ((1,0),(0,0),(1,0), (0,2)) es un sistema de 4 elementos de TR?.
El conjunto de los elementos del sistema es

{(1,0),(0,0),(0,2)},

o sea, es un conjunto de 3 elementos.

1.2.13 DEFINICION. Sea Eune.v. y (z1,...,2p) un sistema de E. Decimos
que todo elemento de F de la forma

P
Meg 4+ My, = Zx\ixi
i=1

es una combinacidn lineal de (z1,..., zp).
En particular, los vectores x4, ..., x, son todos de esa forma, pues

z; =0x1 4+ -+ 1lz; 4+ - -+ O0xp

o sea, son combinacién lineal de (z1,..., z,).

1.2.14 Ejemplo. En el e.v. IR[X] de los polinomios con coeficientes reales, el
polinomio 3 — X 4+ X? es combinacién lineal del sistema

(14 X% X +2X%)

puesto que

3-X+X?=3(14+X%) — (X +2X7).

1.2.15 Ejemplo. El vector (3,—2) de IR? es combinacién lineal del sistema
((1,0),(0,0),(1,0),(0,2)) de (1.2.12), pues

(3,-2) = (1,0) + 5(0,0) + 2(1,0) — (0,2) .
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1.2.16 DEFINICION. Sea E un e.v. y (21,...,2p) un sistema de E. El
conjunto de los vectores de E que son combinacién lineal de (z1,...,2p,) es un
subespacio vectorial de F; decimos que es el subespacio generado por el sistema
(z1,...,2p) y lo representamos por

(21,...,2p).
Ya hemos visto en (1.2.13) que
1,8y €21, ., 2p) .
Si F' es un subespacio de F y

F={zy,...,zp),

decimos que (21, ..., 2p) es un sistema generador de F, o también que (21, ..., zp)
genera [, Nétese que esto implica que z1,...,2, € F, 0 sea, que (21, ...,%p) es
también un sistema de F'.

Sien une.v. E existe un sistema (finito) generador de E, (z1,...,z,), es decir,
tal que

E={(x,...,2p),

decimos que F es un espacio vectorial de dimensién finita.
En particular, si (21, ..., ,) es un sistema del e.v. E, el subespacio (21, ..., z,)
es un e.v. de dimensién finita.

1.2.17 Ejemplo. El sistema de 4 elementos de IR? del ejemplo (1.2.12) es un
sistema generador de IR?. El e.v. IR? es, pues, de dimensién finita.

1.2.18 Siz € F, el subespacio (x) generado por el sistema () es Iz (v. 1.2.9).
Si A # 0, entonces (z) = (Az), o sea, Kz = IKAz. Mads generalmente, si
AL #£0,..., 0 £ 0, entonces

(x1,. . ey = (Nay, o A,

1.2.19  El espacio vectorial {0} (v. 1.1.6) es de dimensién finita, pues el sistema
(0) genera el espacio.

1.2.20 PROPOSICION

Si uno de los elementos z; de un sistema (21,...,2,) de E es combi-
nacién lineal del sistema (z1,...,2;_1, Ziy1,...,2p) de p — 1 vectores
formado por los restantes, entonces

(1, .. 2p) = &1, Tim1, i1, -, Tp)

La demostracién de esta propiedad no presentara problemas al lector.
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1.2.21 PROPOSICION

La interseccién ﬂieI F; de una familia cualquiera (F});e; de subespa-
cios de un e.v. F es un subespacio de .

No haremos la demostracién, que es formalmente muy sencilla.

1.2.22 DEFINICION. Sea F un e.v. y A C E. La interseccién de todos los
subespacios de I/ que contienen a A es un subespacio; es precisamente el menor
subespacio que contiene a A (el menor para el orden dado en P(F) por la inclusién.
Se llama subespacio generado por el conjunto A y se lo representa por (A).

Si F' es un subespacio de F, es evidente que

(FY=F.
Si F' es un subespacio de F, A un subconjunto de F 'y
F=(4),

decimos que A es un conjunto generador de F', o también que ‘A genera F’. Nétese
que esto implica que A C F.

1.2.23 Ejemplo. Si F es un espacio vectorial,
0y ={oh)={0} vy (F)=F.
1.2.24 Ejemplo. Si F es un e.v. y ¢ € F, entonces
Ko = ({a}).

1.2.25 Ejemplo. El subespacio del espacio vectorial IR? que esta generado por
el conjunto {(1,0),(0,0),(0,2)} es IR,

1.2.26  Se demuestra sin dificultad que, si S y S’ son subconjuntos de un e.v.
F tales que S C 5, entonces (S) C (5”).

1.2.27  Veamos las relaciones existentes entre los dos conceptos de subespacio
generado, el de (1.2.16) y el de (1.2.22). Sea E un espacio vectorial:

a) Si (21,...,2,) es un sistema de £ y S es el conjunto de los elementos del
sistema (v. 1.2.11), entonces

S ={(z1,...,2p).

b) Si S es un subconjunto de F (posiblemente infinito) y S # @, el subconjunto
de E formado por todas las combinaciones lineales de los distintos sistemas (finitos)
de S es un subespacio de F. Este subespacio coincide con (S).
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1.3 Espacio cociente; suma de subespacios.

1.3.1 Sea E un e.v. sobre IK y F' un subespacio de F. Si z,y € F, ponemos
zRpy si y—z€F.

RF es una relacién de equivalencia sobre F .
La clase de equivalencia & de un elemento x € FE por la relacién R es

t={x+zlz€ F}

y este conjunto se representa por x + F (es el conjunto formado por los vectores
que son suma de x y de un vector de F). En particular, la clase 0, 1a del cero de
F,es F.

Representamos el conjunto cociente de E por la relacién Rp mediante el sim-
bolo

Se cumplen las propiedades

(a) a'€iyyey = a+ye@ty)
by AelKyz2'ezx = '€ ().

1.3.2 Ejemplo.Si F = R? y F = {(z,y) € IR*|z = 0}, entonces los vecto-
res (z,y) y (2',y") estan relacionados por Ry si y sélo si # = 2/. La clase de
equivalencia de un vector (z,y) es

{(x,9)} = {(2',y) e R*]2’ = 2}
= {(z,¥) e Ry’ € R},

o sea, la ‘recta vertical’ que pasa por (z,y). (En la figura 1.1 se ha representado
esta clase mediante una linea de trazo grueso.)

1.3.3 DEFINICION. Sea F un e.v. sobre IK, F un subespacio de E'y E/F el
conjunto cociente. Las férmulas

t+y=(r+y) v A=)

definen una ‘suma’ de clases y un ‘producto’ de una clase por un escalar. Obsérvese
que el calculo de & + y y Ax se efectia utilizando elementos particulares, x e y,
de las clases; sin embargo, las propiedades (a) y (b) de (1.3.1) nos garantizan que
el resultado obtenido no depende del representante que hayamos elegido en cada
clase.

Con estas operaciones, F/F es un espacio vectorial sobre K, al que llamamos
espacio vectorial cociente de F por F.

La aplicaciéon

j:E— E/F
r =z,

que envia cada elemento de F a su clase de equivalencia, es lineal (v. 1.1.10) y
sobre. Recibe el nombre de sobreyeccidn canénica de FE en el cociente F/F.
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l (z,y)

(0,0)

Figura 1.1: Clase de equivalencia de (z,y) por el subespacio z = 0.

1.3.4 Al contrario de lo que ocurre con lainterseccién de subespacios (v. 1.2.21),
la reunién de una familia de subespacios de un e.v. E no es, en general, un sub-

espacio de F.

Los parrafos que siguen describen cual es el menor subespacio que contiene a la
reunién de un nimero finito de subespacios. Por su especial importancia, hacemos

hincapié en el caso en que los subespacios son dos.

1.3.5 DEFINICION. Sea E un e.v. y F1, Fy dos subespacios de E. FEl sub-

conjunto de F
{z1 4 xolr € Fi, 29 € Fa}

es un subespacio de F; le llamamos subespacio suma de Iy y Fs y lo representamos

por
P+ Fy.

Se cumple que
FFCh+lFy y FoC i+ Iy,

o sea,

FLUFy, C Fy + Fy.

Ademas,
(FiUFy)=F + Fy,

o sea, F1 + F5 es el menor subespacio que contiene al conjunto 7 U Fy.

1.3.6 Cuando Iy U F5 es un subespacio, entonces Fy + Fy = Iy U Fs.

particular,

En
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1.3.7 Ejemplo. Si en IR? consideramos los subespacios
Fi={(z,9) eR’|z =y}, F={(z,y) €R’|y=0}
(que en la figura 1.2 representamos por sendas lineas gruesas), tenemos que

IRz:Fl—i—Fz.

Fy

Iy

(0.07]

Figura 1.2: IR? como suma de dos subespacios.

1.3.8 Ejemplo. Si en IR? consideramos los subespacios
Fy={(x,y,2) ER3}e =0}, Fy={(x,y,2) € Rz=0}

tenemos que

IRS:Fl—i—FQ.

1.3.9 DEFINICION. Sea E un e.v., F1 y Fy dos subespacios y F = Fy + F.
Siz € F, x se puede expresar como

r=x+ 22,

conzy € Fy y x9 € Fy (v. 1.3.5). Por lo general, esta forma de descomponer # no
es tinica (v. 1.3.11).
Cuando para cada x € F = F| + F5 tenemos

T =2+ X2

con x1 € F1 y ¥y € Fy, en forma tinica, decimos que F es suma directa de Fy y Iy

y escribimos
F=FaF;.
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1.3.10 Ejemplo. En el caso del ejemplo (1.3.7), cada vector (z,y) de TR? es la
suma

(x,9) = (y,9) + ( —y,0)

con (y,y) € F1 y (x —y,0) € Fa, y ésta es la tinica forma de hacer tal descompo-
siciéon. En consecuencia

IRz:Fl@FQ.

1.3.11 Ejemplo. En el ¢jemplo (1.3.8), IR? no es suma directa de Fy y Fy pues,
por ejemplo,

(0,0,0) = (0,0,0) + (0,0,0),

pero también

(0,0,0) = (0,1,0) + (0, —1,0)

u otras formas, todas ellas suma de un vector de Fy y otro de Fj.

1.3.12 PROPOSICION

Sea F un e.v. y F,F1 y Fy subespacios de F. Son equivalentes las
proposiciones siguientes:

(i) F=F&Fy,

(i)=(ii). Si (i) es cierta, ' = I} + F5. Ademds, si € F}; N Fy,
r=04+2 vy z=2+40

son dos formas (distintas si # # 0) de descomponer  en suma de un vector de
Fy y otro de Fy. Como por hipdtesis la descomposicion es dnica, necesariamente
z =0, lo que demuestra que Fy N Fy = {0}.

(ii)=(i). Supongamos que (ii) es cierta. En particular, F' = I} + Fb. Ademais,
siz € Fy

/ /
r=x1+ry Yy =2+ 2y
con x1,x) € Fy y x9, 25 € Fy, resulta que

/ /
1 — &) = &2 — Ty,

luego 1 = 2} y x2 = 2}, lo que demuestra que la forma de descompones = es
unica. Esto significa entonces que F' = F} ¢ Fb.
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1.3.13 Si Fesunewv.y F,F,y F, subespacios tales que

F=F &,
entonces
F~ F1 X F2
puesto que la aplicacién
F1 X F2 — F

(21, 22) = 21+ 22

es un isomorfismo.

1.3.14 DEFINICION. Sea F un e.v. y F1 y Fy subespacios tales que
E=F®F;.

Decimos entonces que Fy y Fa son subespacios suplementarios (uno del otro) de E.

Si Fy es un subespacio de F, I} admite siempre un suplementario, aunque
nosotros sélo demostraremos este hecho para ciertos espacios vectoriales (v. 1.5.7).
Por otra parte, un subespacio puede tener varios suplementarios (v. 1.3.16).

1.3.15 Ejemplo. Si F es un e.v., {0} es el dnico suplementario de E' y E es el
unico suplementario de {0}.

1.3.16 Ejemplo. En el ¢jemplo (1.3.7), Fy y Fa son suplementarios, pero tam-
bién el subespacio

P = {(z,y) € R’|a = 0}

es suplementario de Fj.

1.3.17 Ejemplo. No se deben confundir los conceptos de subespacio suplemen-
tario y de subconjunto complementario. Asi, en el ejemplo precedente, el comple-
mentario de Fy es

{(z,y) e R*|zx £ y},

que ni siquiera es un subespacio.

1.3.18 Si Fesunewv. y Py Fy subespacios tales que

E=FNoF,.
entonces
Fy~ FE/F
puesto que la aplicacién
Fy - E/Fy
r =z,

que envia cada vector x de Fsy (luego de F) a su clase de equivalencia & por
la relacién Rp, (v. 1.3.1), es un isomorfismo. Nétese que esta aplicacién es la
restriccién a Fy de la sobreyeccién canénica de F en E/Fy (v. 1.3.3).
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1.3.19 PROPOSICION

En un espacio vectorial F, todos los subespacios suplementarios a uno
dado son isomorfos entre si.

Si F} es un subespacio de E 'y
E=FhoF, v E=Fi®F,,
aplicando el resultado precedente
Fo~E[F y Fy~E[F

luego
F2 ~ FQ/ .

(Véase también la argumentacién de 1.5.8 para un caso menos general.)

1.3.20 DEFINICION. Sea F un e.v. y P, Fy, ..., F, subespacios de F. El
subconjunto de F

{e1+ 2o+t aplzr EF, 20 € Fy, .. ,2, €Fp}

es un subespacio de F; le llamamos subespacio suma de Fy, Fs, ..., ), y lo repre-
sentamos por
Fi+ Pyt +F,.

Como en (1.3.5), resulta que
Fi4+ P+ +F,=(FLUFU---UF,).
1.3.21 Ejemplo. Si (z1,...,2,) es un sistema de E, entonces
(x1,...,2p) =Koy + - - + Kz,
donde TKz; es el subespacio descrito en (1.2.9).
1.3.22 DEFINICION. Sea F un e.v., F1, Py, ..., F, subespacios y
F=F+F+  +F,.
Cada x € F es una suma

r=z1+T2+ -+ Ty,

con ¢y € Fi,29 € Fs,...,x, € F,,. Cuando cada # € F posee una tnica des-
composicién de esta forma, decimos que F es suma directa de Fi, Fs, ..., F, y
escribimos

F=rnelho o F,.
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1.3.23 Ejemplo. Como veremos més adelante (v. 1.4.21), si en las condiciones
del ejemplo (1.3.21) tenemos ademds

(z1,...,2p) =Ka1 & - d Kz, ,

entonces (z1,...,2p,) es una ‘base’ de (z1,...,z,).

1.3.24 Ejemplo. IR? es suma directa de los subespacios

{(x,y,2) e R*|y =2 =0},
(=, y,7) EIRS|$ZZ:0},
{(z,y,2) e R*lz = y = 0}.

'
Iy
I3

1.3.25 PROPOSICION

Sea F un ewv. y F,Fy, Fs, ..., F, subespacios de E. Las siguientes
propiedades son equivalentes:

Q) F=F @ Fd & F,,
(i) F=F+Fy+---+ F, vy, ademis,
(P14 -+ F)NFiy = {0}

parai=1,...,n—1.

La demostracién es similar a la de (1.3.12).

1.3.26 Si I, Py, Fy, ..., F, son subespacios de un e.v. F tales que
F=F&®&F® - &F,

entonces

Fe~eFyxFyx. - xF,

puesto que la aplicacién

FixFyx- - -xF, 5> F
(xlax%'“al%) — 1+ T2+ -+ 2y

es un isomorfismo.



20 1. Espacios vectoriales

1.4 Bases de un espacio vectorial.

1.4.1 Sea E un e.v. sobre IK y (z1,...,2,) un sistema de E (v. 1.2.11). El
vector 0 es siempre combinacién lineal de (21, ..., z,), puesto que

0:01‘1+'~~+0l‘p.

Pero es posible que 0 sea combinacién lineal de (z1,...,z,) en alguna otra forma
diferente de ésta (que es la llamada forma ‘trivial’), es decir, es posible que

0=Az 4+ 4+ Nz,

con escalares A1, ...\ no todos nulos.

1.4.2 Ejemplo. En el espacio IR?, 0 es combinacién lineal del sistema de vecto-
res ((1,0),(0,2)) inicamente en la forma

0= (0,0) = 0(1,0) + 0(0,2)

o sea, en la forma trivial.
0 es también combinacién lineal del sistema ((1,0),(0,2),(2,0)) en la forma
trivial:

0= (0,0) = 0(1,0) + 0(0,2) + 0(2,0),

pero en este caso lo es también en otras formas; por ejemplo,
0=1(0,0) = —4(1,0) + 0(0,2) + 2(2,0) .

1.4.3 DEFINICION. Sea E un e.v. sobre K y (z1,...,2p) un sistema de E.
Decimos que el sistema es libre? cuando la tinica forma en que 0 es combinacién
lineal del sistema es la trivial, o sea, cuando

(lbl) A1$1+~~~+Apl‘p:0 = A1:~~~:/\p:O’

y decimos que el sistema es ligado cuando 0 es combinacién lineal del sistema en
alguna forma distinta de la trivial, o sea, cuando

(1g1) Existen A!, ..., M\ no todos nulos, tales que
/\11‘1—1—~~~—|—/\p1‘p:0.

De las definiciones se desprende que cualquier sistema finito o bien es libre o bien
es ligado.

1.4.4 Ejemplo. De los dos sistemas del ejemplo (1.4.2), el primero es libre y el
segundo es ligado.

2En algunos textos se dice también ‘sistema linealmente independiente’ o ‘sistema de vectores
independientes’ ademads de sistema libre. Hemos preferido no utilizar esta terminologia.
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1.4.5 La propiedad (Ib1l) es equivalente a la siguiente:

(Ib2) Cada vector z de {z1,...,z,) es, de forma Wnica, una com-
binacién lineal
e=MNz 4+ N,

de (z1,...,2p).
Obsérvese que, por definicién (v. 1.2.16), todo vector z de (z1,...,z,) es combi-
nacién lineal de (z1,...,%,); lo que afirma (1b2) es que la igualdad x = Az +
-+++ APx, es cierta para un dnico grupo de escalares A, ... AP.

La propiedad (1bl) es también equivalente a
(Ib3) (z1,...,2p) =Kz1 & - & Kz,

que afirma que la suma de (1.3.21) es directa.

1.4.6  La propiedad (lgl) es equivalente a la siguiente:

(1g2) Uno de los vectores z; del sistema (21, ...,2,) es combina-
cién lineal de los restantes, o sea,

zi=MNog+ N T s AN g e Ny

La propiedad (1g2) no significa que, en un sistema ligado, cada vector del sis-
tema sea combinacion lineal de los restantes; asi lo muestra el ejemplo que sigue.
En general no podremos decir para qué vector o vectores del sistema tal cosa es
cierta. No obstante, la proposicién (1.4.11) nos muestra un caso en el que podemos
precisar mas esta cuestion.

1.4.7  FEl sistema de TR?

((0,2),(1,0), (0,0), (2,0))
es ligado y los tres ultimos vectores son cada uno combinacién lineal de los res-

tantes; sin embargo, (0,2) no es combinacién lineal de los tres restantes.

1.4.8 Si(z1,...,2,) es libre (o si es ligado), cualquier reordenacién del sistema
posee el mismo cardcter, o sea, si g es una permutacién de {1,2, ... p}, los sistemas
(@1, ) Y (g1 Tap)

son ambos libres o ambos ligados.

1.4.9 Si(z1,...,2p) es libre, entonces todos los #; son no nulos. En efecto, si
z; = 0, tendriamos
Oy + - 41z, 4+ 0z, =0

y el sistema seria ligado.
Todo sistema que contenga a 0 es, pues, ligado.
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1.4.10  Si(z1,...,2,) es libre, entonces el sistema es inyectivo (v. 1.2.11), o sea,
los #; son todos distintos entre si. En efecto, si ¢ # j y #; = #;, tendriamos

Oxy + -+ le;+ -+ (=Dz; + -+ 02, =0

y el sistema seria ligado.

1.4.11 PROPOSICION

Si(zq,...,2,) eslibrey (z1,...,2p, 2p41) es ligado, entonces
Zpy1 € (T1,...,2p).
Existen AL, ... A2, A?*! no todos nulos y tales que

/\11,1+.,,+/\pxp+/\p+lxp+1:0,

Si AP*1 =0, entonces (x1,...,x,) serfa ligado, luego AP*1 #£ 0 y resulta que
Al AP
Tp41 :_Wl‘l_"'_ Wl‘p.

1.4.12 PROPOSICION

a) Si(xq,...,2,) eslibre y 1 < i <p, entonces (z1,...,2;) es libre.
b) Si (z1,...,2p) es ligado, entonces (z1,...,2p, Zp41,...,2,) es li-
gado, cualesquiera que sean los vectores Tpy1,..., Ty.
a) Como (21, ...,x,) es libre,
Meg 40Nz, =0 = AM=...=MN=0;

entonces, si

Meg 4+ Nz, =0

resulta que '
/\11‘1+~~~/\in+0xi+1+~~~+0xp =0

y por lo tanto

AM=...=X=0,
lo que demuestra que (21, ..., 2;) es libre.
b) Si (z1,...,2,) es ligado, entonces (z1,...,&p, Zpy1, ..., Ly) ha de ser ligado
pues, en caso contrario, aplicando el apartado a), resultaria que (z1,...,2p) es

libre.
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1.4.13 La proposicién precedente y el resultado sobre reordenacién de sistemas
que hemos visto en (1.4.8) nos permiten afirmar que si suprimimos vectores de un
sistema libre obtenemos un sistema libre, y que si anadimos vectores a un sistema
ligado obtenemos un sistema ligado.

1.4.14  Un sistema () con un solo vector es libre si # # 0, y es ligado si = 0.

1.4.15  Si un sistema (21, #2) de dos vectores es ligado, decimos que 21 y 22 son
colineales. En ese caso tenemos que, o bien 1 = Axa, o bien 22 = Azy (pero no
necesariamente ambas cosas).

1.4.16 PROPOSICION

Si (y1,...,Yp+1) €s un sistema cuyos p + 1 vectores son combinacién
lineal de un sistema (z1,...,z,) de p vectores, entonces (y1,...,Yp+1)
es ligado.

Lo demostraremos por induccién sobre p.

Para p = 1 es cierto; en efecto, si y1,y2 € (1), se tiene y1 = Axy,y2 = pay,
luego pyr — Aya = 0. Si p # 0 0 A # 0, esto prueba que (yi,y2) es ligado; si
1= XA =0, entonces, como y; = yo = 0, también es ligado.

Supondremos cierta la proposicién para p — 1. Sean entonces

ylayZa"'ayp-I—lE<x1a~~~a$p>a
es decir,
yi = Mai+-+ Mz,
Y =X e+ + M
p+1 p+101 p+17P

Sty =0, el sistema (y1,...,yp, Yp+1) es ligado; si y1 # 0, alguno de los Al es no
nulo; supondremos, con el fin de simplificar la notacién, que Al # 0.

Consideremos entonces los vectores y, . . ., yz/?+1 definidos por
1 1
I A ro_ p+1
Yo = Y2 — Fyla""yp{—l = Yp+1 — Y Y1 -
1 1
Se tiene
/ /
Yo, Ypp1 € (T2, .., mp).

Entonces, como hemos supuesto cierta la proposicién para p — 1, resulta que
(Y5, - Ypy1) es ligado. Es decir, existen w2, ., Pt no todos nulos tales que

P+ Pty =0,
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Haciendo ahora la substitucién de ), ..., yz/?+1 obtenemos

9y1+ﬂ2y2+~~~+ﬂp+1yp+1 =0,
donde

1

0= =57 WA+ L)
Como alguno de los p?, ..., P+ es no nulo, el sistema (y1,...,yp+1) es ligado.
Esto completa la recurrencia.

1.4.17 COROLARIO

Sea (z1,...,2,) un sistema generador de E. Entonces cualquier sis-
tema de E que tenga mas de p vectores es ligado.

1.4.18 Sea F un e.v. y supongamos que el sistema (21,...,2,) de F es libre
y que ademds genera F (v. 1.2.16), o sea, que F = (x1,...,2,). Utilizando la
propiedad (Ib2) de (1.4.5) resulta entonces que cada vector # de F es, de forma
tnica, una combinacién lineal 2 = Mz, + --- A"z, del sistema. Es decir, a cada
vector de E' podemos asociarle univocamente un sistema (A!, ..., A\") de escalares,
o sea, un elemento de TK".

Un sistema libre y generador de F es lo que en (1.4.21) llamaremos ‘base’ de F.
Con un sistema de este tipo los vectores de E se representan como elementos
de IK™.

Evidentemente, si en F existe una base, £ es de dimensién finita (v. 1.2.16) y
ademds F # {0}, pues no existe (a causa de 1.4.9) ningiin sistema libre en {0}.

Veremos en (1.4.30) que en todo espacio de dimensién finita distinto de {0}
hay al menos una base, y en (1.4.27) que, cuando IK es infinito, hay infinitas bases.

1.4.19 Existe una nocién de base mas general que la nuestra, con la cual todo
espacio vectorial, aunque no sea de dimensién finita, admite una base. Sin em-

bargo, no realizaremos el estudio de esta cuestion.

1.4.20 TEOREMA

Sea Fune.v. sobre Ky (21,...,2,) un sistemade E. Son equivalentes
las siguientes proposiciones:

(b1) (x1,...,2,) es libre y es un sistema generador de F.

(b2) Cada vector z € E es, de forma tinica, una combina-
cién lineal x = Mazy + -+ A"z, de (21,...,2,).

(b3) E=Kz, Koy @ - -® Ka, .

(b4) (x1,...,2,) es un sistema generador de F' y, ademds,
ninguno de los sistemas de n — 1 vectores que resultan de
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suprimir algin vector de (z1,...,2,) genera F.
(b5) (21,...,2,) es un sistema libre y, ademds, el sistema
(Z1,...,Zn, Tns1) de n+ 1 vectores es ligado, cualquiera que

sea el vector z,41 € F.

(b1)<(b2) y (b1)<(b3) son consecuencias inmediatas de (1.4.5).

(b1)=-(b4) se prueba facilmente por reduccién al absurdo; en efecto, si supo-
nemos por ejemplo que (21, ...,2,-1) genera F| resulta que #, es combinacién
lineal de (#1,...,2n-1) ¥y que (21,...,2,) es ligado (v. 1.4.6).

(b4)=-(b1) se prueba también por reduccién al absurdo; en efecto, si supone-
mos que (#1,...,2,) es ligado, entonces se verifica la propiedad (1g2) de (1.4.6)

y el sistema (z1,...,2i—1, %41, .., %) genera F (v. 1.2.20).

(b1)=(b5), puesto que, si (z1,...,2,) genera F y 2,41 € F, entonces el
vector xp41 es combinacién lineal de (21, ..., 2,) y, aplicando (1.4.6), resulta que
(Z1,...,Zn, Tns1) es ligado.

(b5)=(b1) resulta inmediatamente de aplicar (1.4.11).

1.4.21 DEFINICION. Sea F un espacio vectorial. De un sistema (21, ..., 2,)
de I que verifica las propiedades del teorema precedente decimos que es una base
de E.

Si (21,...,%pn) es una base de F'y @ € | entonces
z=Mz;+ -+ XNz,

de forma inica. Decimos que los escalares A', ..., A" son las coordenadas del vector
x en la base (21,...,2,) y representamos este hecho poniendo

r = (/\1, Cey /\n)(xl,...,xn) )

o también
= A (@)
cuando poner (z;) baste para saber a qué base (z1,...,#,) nos referimos.

Serd usual representar una base de un espacio vectorial por (ai,...,a,) o
(b1,...,bp). Si (a1,...,a,) es una base de F y x € F, es también frecuente
poner

v= (' ..., ") ()
denotando los escalares xq,...,x, por minisculas latinas, en contra de lo dicho

en (1.1.1). La comodidad de estas notaciones resultard pronto evidente.

1.4.22 Ejemplo. Si (a1,...,a,) es una base de F, entonces

ai:(o,...,l,...,o)(a,)a

con 1 en el lugar nimero ¢, parat=1,1,...,n.
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1.4.23  Si (a1,...,a,) es una base de F, la aplicacién

K" - F
AL A = Mag + -+ M,

es un isomorfismo entre los espacios vectoriales IK” y E. La aplicacién inversa
de este isomorfismo (que es tambidn un isomorfismo) envia cada vector de F a la
n-upla formada por sus coordenadas en la base (a1, ..., ap).

Estas afirmaciones encierran, a pesar de su sencillez, hechos importantes que
citamos a continuacion:

: — 1 n — n
a)Siz=(x',...,2") ) yy=U",...,¥")(a; , entonces

T+y= (xl—i—yl,...,x"—l—y")(al).
b) Si z = (21,. — 28" () ¥ A € K, entonces

A= (Aet .., A™)(ay) -

c)Siz= (xl,...,x”)(al) yy= (yl,...,y”)(al),ysi =y parai=1,...,n,
entonces r = y.
d) Si(At,...,A") € IK", existe un vector de E cuyas coordenadas en (a1, . . ., an)

son AL, ... A7, v es el vector AMag + -+ Aay, .

1.4.24 Ejemplo. El sistema (e, ..., e,) de IK" formado por los vectores de TK"
definidos por

e;=(0,...,1,...,0)

(con 1 en el lugar nimero i), es una base de IK" que recibe el nombre de base
z . n
canénica de TK”.
Si (Al,...,A") es un vector de K", las coordenadas de este vector en la base
candnica son justamente A, ... A”, o sea,

AL A = (A A e e -

Cuando un vector z de IK" tenga por coordenadas en la base candnica
, ..., A", pondremos simplemente

/\1
=Y. A

omitiendo escribir (e;). Por lo que acabamos de ver, tal omisién no da lugar, en
este caso, a confusién alguna.
El isomorfismo
K" — K"
AL A = Mep 4+ 4+ Ay,

del parrafo precedente es, en este caso, la aplicacién idéntica de TK™ (v. 1.1.11).
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1.4.25 TEOREMA

Dos bases cualesquiera de un e.v. F tienen el mismo numero de ele-

mentos.
O sea, si (a1,...,an) ¥ (b1,...,by) son dos bases de F, entonces n = m. En
efecto, si suponemos por ejemplo que n < m, entonces el sistema (b, ..., by, ) seria

ligado (v. 1.4.17), lo que no puede ser cierto.

1.4.26  Paralanocién de base a la que aludiamosen (1.4.19), y que comprende el
caso de bases que son conjuntos infinitos, el teorema precedente es aun cierto en el
sentido siguiente: dos bases cualesquiera de un espacio vectorial son equipotentes.

1.4.27  Si(ay,...,a,) esunabasede By Al #0,...,A" # 0, entonces (May, ...
..., A"ay) es una base de F, como se puede ver utilizando (1.2.18) y caracterizando
una base mediante la propiedad (b3).

1.4.28 Si (ai,...,an) es una base de 'y p € G, es una permutacién de
{1,2,...,n}, entonces (ay(1),...,dp(n)) es una base de I/ (véase 1.4.8).

1.4.29 PROPOSICION

Sea E un e.v. de dimensidn finita (v. 1.2.16) y (21, ..., z,) un sistema
libre de F. Entonces existe algiin sistema (21, ...,2,) de F, con n > p,
cuyos primeros p vectores son z1,...,%, , que es una base de K.
Si(z1,...,2p) es ya una base de F, la proposicién es cierta. Supondremos, pues,
que (z1,...,2p) N0 es una base, lo que significa (v. 1.4.20, propiedad (b5)) que
existe un vector z,41 € E tal que (z1,...,2p, £p41) es libre.
Como FE es de dimensidn finita, existe un sistema (y1,...,ym) que genera F;

sabemos entonces (v. 1.4.17) que todo sistema con mds de m vectores es ligado.
En particular resulta que p+ 1 < m.

Consideremos todos los sistemas de la forma (21, ..., 2p, Zpt1, .. ., 24) que sean
libres. El conjunto de los nimeros naturales ¢ para los que existe un sistema de
este tipo estd contenido en {p+ 1,...,m} y es, pues, finito. Sea n el maximo de

tales nimeros ¢ .
El nimero n verifica entonces que:

—existen zp41,..., 2, € E tales que (z1,...,2p, Zpy1, ..., 2p) es libre;

— cualquiera que sea z,41 € E, el sistema (21,...,2p, Lpt1, ..., Tn,
Zpy1) es ligado.

Resulta asi que el sistema (21, ..., 2p, Zpy1,. .., L,) verifica la propiedad (b5)
de (1.4.20) y es una base de F.
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1.4.30 TEOREMA

Si F es un e.v. de dimensién finita y £ # {0}, existe una base de F.

Como F # {0}, existe # € E,x # 0; el sistema de un solo vector (z) es libre
(v. 1.4.14) y, aplicando la proposicién anterior, o bien es una base, o bien hay una
base que lo prolonga.

1.4.31 DEFINICION. Sea F un e.v. de dimensién finita y £ # {0}. E admite
una base (v. 1.4.30), y ademds todas las bases de F tienen igual nimero de vectores
(v. 1.4.25). Del niimero de elementos de una base de E decimos que es la dimensidn
de F; lo denotamos por dim F.

También pondremos dim{0} = 0.

Todo e.v. de dimensién n # 0 es isomorfo a IK™, como vimos en (1.4.23).

1.4.32 Ejemplo. Si IK es un cuerpo conmutativo, el espacio IK" es de dimen-
sién n (v. 1.4.24); en particular, IK es de dimensién 1.

1.4.33  Modificando la demostracién de (1.4.29) se puede probar que, si F es
de dimensién n, si (21,...,2,) es un sistema libre de E con p < nysi (S) = F
(v. 1.2.22), entonces existen &py1,...,2&, € S tales que (21, ...,2p, Zpt1, ..., 25)
es una base de F. Este enunciado suele recibir el nombre de ‘teorema de la base
incompleta’.

1.4.34 PROPOSICION

Sea E un e.v. de dimensién n; entonces:
a) todo sistema que tenga n + 1 elementos o més es ligado,
b) todo sistema libre tiene a lo sumo n elementos,

c) todo sistema generador de E tiene por lo menos n elementos.

a) y ¢) son consecuencias sencillas de (1.4.17); b) no es mds que otra manera de
enunciar a).

1.4.35 COROLARIO

Si(z1,...,2p) es un sistema generador de un espacio vectorial E, en-
tonces dim £ < p.
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1.4.36 COROLARIO

Sea F un e.v. de dimensiénn # 0y (1, ...,2,) unsistema de F con n
elementos (ndtese que se trata de la misma cantidad que la dimensién
del espacio); entonces son equivalentes las siguientes proposiciones:

(i) (#1,...,2,) es una base de F,
(i) (z1,...,2p) es libre,
(iii) (21,...,2pn) genera F .

(i)=(i1) y (i)=(iii) resultan inmediatamente de la definicién de base.
(i)=(i): si (x1,...,2y) es libre, aplicando el apartado a) de la proposicién
precedente resulta que (1, ..., 2,) verifica (b5) y, por tanto, que es una base.
(iii)=(i): si (#1,...,2,) genera F, aplicando el apartado ¢) de la proposicién
precedente resulta que (x4, ..., 2,) verifica (b4) y, por tanto, que es una base.

1.4.37 PROPOSICION

Sean F,F’ dos e.v. sobre IK y f : £ — FE’ un isomorfismo. Si
(a1,...,an) es una base de F, entonces (f(a1),..., f(an)) es una base

de E'.

Si
/\1f(a1)—|—~~~—|—/\"f(an) =0,

resulta que (v. 1.1.12)
FV a4+ 4 Xap) = 0= f(0);
como f es inyectiva, entonces
Maj+ -+ Na, =0
y, como (a1, ..., an) es libre,
M=...=X" =0,

lo que demuestra que (f(ai),..., f(an)) es libre.
Si y € E', como f es sobre, resulta que existe € F con f(x) = y. Pero

e=Na+ -+ Na,,

luego
Esto demuestra que (f(a1),..., f(an)) genera E’ y, como ya hemos visto que es
libre, resulta que es una base de F’.
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1.4.38 PROPOSICION

a) Si F'y E’' son isomorfos y dim E = n, entonces dim F/ = n.

b) Dos espacios vectoriales de dimensidn finita son isomorfos si y sélo
si tienen la misma dimensién.

a) Paran =0 (o sea I/ = {0}) es evidente; para n # 0 es la proposicién anterior.

b) Sean F'y E’ de dimensidn finita. Si suponemos que F ~ FE’, entonces, apli-
cando el apartado a), resulta que dim £ = dim E’. Reciprocamente, si suponemos
que dim E' = dim E’, entonces, o bien ambos son {0} y por tanto isomorfos, o bien
su dimensién comin es n # 0 y, como ambos son isomorfos a IK", lo son entre si.

1.5 Dimension de un subespacio.

1.5.1 Sea E un espacio vectorial, F' un subespacio y (z1,...,2,) un sistema
de F. El sistema (z1,...,2,) es también un sistema de E. Las propiedades (1bl)
y (Igl) de (1.4.3) referidas al sistema (x1,...,z,) tienen el mismo significado
tanto si consideramos que (z1,...,2,) es un sistema de E como si consideramos
que lo es de F', puesto que ambos, I/ y F', son espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo, poseen las mismas operaciones y Og = Op . Decir que (21,...,2,) es libre
(o ligado) representa lo mismo en ambos casos, por lo que nunca serd necesario
precisar en qué aspecto lo estamos considerando.

1.5.2 PROPOSICION

Sea Fune.v.y(z1,...,2,) unsistemade E. El subespacio(z1, ..., zp)
es siempre de dimensién finita y

dim(zq, ..., 2p) <p.

La dimensién es igual a p si y sélo si (21, ..., zp) es libre, en cuyo caso

es una base de (z1,...,2,).
(z1,...,2p) es un sistema generador de (z1,...,2,), de lo cual resulta la primera
afirmacién. Ademds, si (21,...,2,) es libre, es un sistema libre y generador de
(z1,...,2p), luego es una base y dim(zq,...,2,) = p. Reciprocamente, si la
dimensidn es p, entonces (21, ...,x,) es libre (v. 1.4.36).
1.5.3 Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (a1,...,a,) una base de F; sea
F un subespacio de F. Si bien todo elemento de F' es combinacién lineal de
(ai,...,an), no hay que pensar que F = {(ay, ..., apn), pues, en general, los vectores

a; no estardn en F'. Es cierto, sin embargo, que F' esta generado por un sistema
(finito) de vectores, aunque la argumentacidn sea mas complicada, como vemos a
continuacién.
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1.5.4 TEOREMA

Sea F un e.v. de dimensién finita y 7' un subespacio de F.

a) I es también de dimensidn finita y

dimF <dimF.

b) Si dim F = dim F, entonces F = E.

Ambas propiedades resultan evidentes cuando F = {0}; supondremos entonces
que F' # {0}, luego, en particular, que dim £ = n # 0.

a) Existe un vector # de F' no nulo, luego en F existe al menos un sistema
libre.

Consideremos todos los sistemas (21, ..., 24) de F que son libres; como son al
mismo tiempo sistemas libres de F| resulta que ¢ < n. El conjunto de los nimeros
naturales ¢ para los que existe un sistema de ese tipo estd contenido en {1,...,n}
y es, pues, finito. Sea p el maximo de tales numeros ¢ .

El nimero p verifica entonces que:

— existen z1,...,2, € F tales que (z1,...,2p) es libre;
— cualquiera que sea 2,41 € F, el sistema (21, ..., 2p, £,41) es ligado;
—p<n

Resulta asi que el sistema (21, ..., z,) verifica la propiedad (b5) de (1.4.20) y
es una base de F'. Luego F' es de dimensién finita, con dim F < dim F.

b) SidimF =dimFE = n # 0, sea (#1,...,2,) una base de F'; esta base es
un sistema libre, luego es un sistema libre de F y por tanto (v. 1.4.36) una base
de E. Resulta entonces que

F={e,...;en)=F.
1.5.5 Sea F un e.v. sobre IK. Los subespacios de dimensién 1 se denominan
rectas vectoriales; son los subespacios de la forma
Kz = (z) = {Az|] € K},
con z #0 (v. 1.2.9).

Si F es de dimensién n # 0, los subespacios de dimensién n — 1 se denominan
hiperplanos vectoriales.

1.5.6 PROPOSICION

Sea I/ un e.v. de dimensién n # 0, F' un subespacio de F de dimen-
sién pcon 0 < p< ny (ay,...,a,) una base de F. Existen vectores
Upt1,- .., an de E tales que (a1,...,ap,apy1,...,an) es una base de E.

Basta utilizar la proposicién (1.4.29).
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1.5.7 PROPOSICION

Sea E un e.v. de dimensién finita.
a) Sea F' un subespacio de F; F' admite un suplementario (v. 1.3.14).

b)SiE:Fl@F2@~~~@Fpysi,paratodoi:1,...,p,(a§,...,a;l)es
una base de F;, entonces (ai,...,al a2 ... a2 ...,aﬁp) es una base

de E. ' ’
c) Si B =F; ® Fy, entonces dim F = dim F; + dim Fs .

a) Si F' es un subespacio trivial (v. 1.2.8), segiin hemos visto en (1.3.15) F ad-

mite un suplementario. Si F' es propio, sea (a1,...,ap) una base de F' y sean
Upt1,...,an € E tales que (a1,...,ap, apt1,...,an) es una base de E. Entonces
(ap41, - .., an) es un suplementario de F.

b) es sencilla; c) es una consecuencia de b).

1.5.8 Sea F un e.v. de dimensién finita y F un subespacio de E. Todos
los suplementarios de I tienen la misma dimensiéon, dim F — dim F', a causa del
apartado c) de la proposicién precedente, luego son isomorfos (v. 1.4.38). Llegamos
asf al mismo resultado de (1.3.19), pero sélo para el caso de dimensién finita.

1.5.9 DEFINICION. Sea F un e.v. y (21,...,2p) un sistema de E. Denomi-

namos rango de (z1,...,2,) y denotamos por
rg(ee, ..., xp)
la dimensién del subespacio (z1, ..., z,). Hemos visto en (1.5.2) que

rg(eq,...,2p) <p

y que rg(z1,...,2p) = psiy sdlosi (z1,...,2p,) es libre.
Si ademds dim ' = n, entonces

rg(zq,...,2p) <n.

1.5.10  Sea (ay,...,a,) una base de /'y sea (x1,...,x;,) un sistema de I, con
n .
l‘i:(l‘g,...,l‘?)(al):Zx‘ga]’, i=1,...,p.
j=1

Sip<nyademas
(a) (V) ai#0,

(b) j<i = =0,

entonces el sistema (1, ..., z,) es libre. La demostracién de este hecho es sencilla.
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1.5.11 Ejemplo. Fl sistema (21, x5, x3) de IR?*, formado por

r| = (2,1,3, 0)
2o = (0,1,3, 4)
25 = (0,0,4, —6)

cumple las condiciones de (1.5.10) y es libre.

Obsérvese que, formando una columna con los vectores y sus coordenadas, la
condicién a) significa que los escalares de la ‘diagonal’ que pasa por ] son no
nulos, y la condicién b) significa que los escalares por debajo de esta ‘diagonal’

son todos nulos.

1.5.12 Sea Eune.v.y (21,...,2,) un sistema de E. Cuando substituimos un

vector x; por un vector
P
- I
xr; = E Ma;,
=1

que es una combinacién lineal de (1, ...,2,) con la condicién de que A" # 0, los

: /
sistemas (21,...,%5,...,2p) ¥ (T1,..., 2}, ...,

En particular esto sucede cuando substituimos z; por z; = Az; + px; con 1 # j

vy A#£Q.

zp) generan el mismo subespacio.

1.5.13  Los resultados (1.5.10) y (1.5.12) nos permiten calcular el rango de un
sistema de vectores, como podemos ver en el ejemplo siguiente. Los determinantes,
que estudiaremos en el capitulo 3, nos aportardn otro método diferente para la
realizacién de este calculo.

1.5.14 Ejemplo. Consideremos el sistema (21, 22, 23, 24) de IR*, formado por

zr=( 2,1, 3,0)
za =(—=1,0, 0,2)
ez =( 3,1, 1,1)
za=( 4,1, =1,2),

y sea F' = {x1, 29,23, 24).
Haciendo zf, = 1 4 225 tenemos (v. 1.5.12)

F = (xy,xh, x3,74) .
Si ahora ponemos x4 = 32, — 223,

F = (xy,xh, x5, x4).
Finalmente, si hacemos z} = —221 + @4,

F= <l‘1, x/Za l‘é, xi}> :
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con
e1=(2, 1, 3, 0)
eh=(0, 1, 3, 4)
e =(0, 1, 7,-2)
2y =(0,-1,-7 2).

Es decir, hemos conseguido un sistema generador de F' con ceros en las primeras
coordenadas situadas debajo de la ‘diagonal’.
Repetimos el proceso para la segunda columna de coordenadas haciendo ahora

4 = —xb + x5 y &Y = ¥4 + x) y obtenemos

F= <l‘1, x/Za l‘g, l‘ﬁo

con
1 =(2,1, 3, 0)
wh,=(0,1, 3, 4)
2 =(0,0, 4, —6)
2 =(0,0, -4, 6).

Por fin, una nueva fase, haciendo 4’ = 4 +  , nos lleva a que

_ AN ]
F = {(xy, 25, 25,2}

con
1 =(2,1,3 0)
zh,=(0,1,3 4)
e = (0,04, —6)
2 =(0,0,0, 0),
o sea,

F = (xy,zh,24),
y como (1, 245, #4) es libre (v. 1.5.10y 1.5.11), a causa de (1.5.2) es una base de F

y resulta que
rg(xy, o, 23, 24) = 1g(21, ', l‘g) =3.

1.5.15 El método del ejemplo precedente permite ademas obtener una base para
todo subespacio F' del que se conozca un sistema generador (y las coordenadas de
los vectores de dicho sistema en alguna base).



Capitulo 2

Aplicaciones lineales y matrices.

2.1 Propiedades de las aplicaciones lineales.

2.1.1  En el capitulo precedente definiamos lo que entendemos por aplicacion
lineal (véase 1.1.10) entre dos espacios vectoriales F y E’ sobre el mismo cuerpo
conmutativo IK y resumiamos en una proposicién (v. 1.1.12) algunas propiedades
elementales de dichas aplicaciones. En la presente seccién realizaremos un estudio
mas profundo de las aplicaciones lineales.

2.1.2 Si F'y E’' son dos e.v. sobre IK, representamos por L£(F, E') el conjunto
de las aplicaciones lineales de E en E'.

Por L(F) representamos el conjunto de los endomorfismos del e.v. FE, o sea,
L(E,F).

Estos conjuntos son no vacios. Para el caso particular de £(F), la aplicacién
idg (v. 1.1.11) es un elemento de L£(FE); en el ejemplo siguiente construiremos una
aplicacién que es un elemento de £(F, E’).

2.1.3 Ejemplo. Si F y F’ son dos e.v. sobre IK, la aplicacién

DI g
xr— 0,

que envia cada vector de F al cero de E’, es una aplicacién lineal; la representa-
remos por 0, o a veces por Oz(g gy . Tenemos que

(Vz € E) 0(x)=0.

2.1.4 L(F,E') posee, pues, al menos un elemento; en ciertos casos, éste es su
inico elemento.

2.1.5 Sean F y E’ dos e.v. y supongamos que F es de dimensién n # 0; sea
(a1, ...,an) una base de E. Si f € L(F, E') y « es un vector de F, con

r = (xl,...,x")(al),

35
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entonces
f(l‘) — f(xlal 4+ -+ x”an) = xlf(al) + -+ l‘nf(an) ;

es decir, si conocemos las imagenes por f de los vectores de una base de FE, la
aplicacién lineal f queda completamente determinada.

La proposicién siguiente afirma que la eleccién de los vectores f(ay), ..., f(an)
es arbitraria.

2.1.6 PROPOSICION

Sea F un e.v. de dimensién n # 0 sobre IK, (ay, ..., a,) una base de £/
y E’' un e.v. sobre IK.

Si y1,...,Yn son vectores cualesquiera de FE’, existe una aplicacién
lineal f € L(F, E'), inica, que verifica

Vi=1,...,n) fla;) =y .

Ademas, si F’ es también de dimensién n y (y1,...,yn) €s una base
de E’, la aplicacién f es un isomorfismo.

Si para cada » € F, con x = (z', ..., ") (a;) » PONEMOS

f(x) =a'yr + -+ 2"y,

f es una aplicacién lineal de E en E’; se prueba sin dificultad que f(a;) = y; para
i=1,...,n.
Tal aplicacién lineal es la tunica que cumple dicha propiedad, pues, si
9 EL(FF) y
(Vi) g(ai) = vi,
resulta que, cualquiera que sea € E con = = (z!,.. ., ) (0 »
g($) = g($1a1 + -+ l‘nan) = xlyl 442"y, = f(l‘) ’

o sea, que g = f.
Finalmente, si (y1,...,¥n) es una base de E’, entonces f es una aplicacién
compuesta

E — K" — B
(xl,...,x”)(al) = (z...,2") = (xl,...,x”)(yl) =zly 4+ 4 2"y

de dos isomorfismos (v. 1.4.23), luego es un isomorfismo.

2.1.7 La proposicion precedente nos permite construir asi todas las aplicaciones
lineales de F en E’ cuando F es de dimensién finita.
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2.1.8 Ejemplo. Sea (e1,¢3) la base canénica de IR? y pongamos v; = (3,0) y
vy = (1,1). La tnica aplicacién f € £L(IR?) que cumple f(e1) = v y f(e2) = vs
viene dada por

flz,y) = f(zer +yea) = xf(er) + yflez) = 2(3,0)+y(1,1) = Bz + y,y) .

Como (v1,v2) es una base de IR?, f es un automorfismo.

2.1.9 PROPOSICION

Sea f € L(E, F').
a) Si F' es un subespacio de F| entonces f(F) es un subespacio de F’.

b) Si F’ es un subespacio de E’, entonces f~!(F’) es un subespacio de

E.

La demostracién es sencilla.

2.1.10 DEFINICION. Sea f € L(E,E"). Laimagen de f, Im f (o también
F(E)), es un subespacio de E’'.

La imagen reciproca del subespacio {0g:} de E', f=1({0g/}), que es el subcon-
junto de F formado por los vectores cuya imagen es Og/, es un subespacio de E.
Lo representamos por Ker f y decimos que es el nicleo de f. Se tiene, pues,

Ker f = {x € E|f(x) =0}.

La aplicacién f es sobre cuando Im f = E’. La siguiente proposicién caracteriza
el caso en que f es inyectiva.

2.1.11 PROPOSICION

Sea f € L(F, E'). La aplicacién f es inyectiva si y sélo si
Ker f = {0g}.

Si f es inyectiva, la condicién se verifica de forma evidente. Reciprocamente,
supongamos que Ker f = {0}; entonces, si f(z) = f(y), resulta que f(x —y) = 0,
osea, r —y EKerfyar—y=0,luego x = y; esto demuestra que f es inyectiva.

2.1.12 Ejemplo. Sea F un subespacio de un e.v. E. Para la inyeccién candnica
1 F = F
(v. 1.2.10) tenemos
Imi=F, Keri={0}.
Para la sobreyeccién candnica
Jj:E—FE/F

(v. 1.3.3) tenemos
Imj=FE/F, Kerj=F.
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2.1.13 PROPOSICION

Sea f € L(E,E") y (21,...,2,) un sistema de E. Tenemos que:

a) si (21,...,2p) genera E, entonces (f(z1),..., f(x,)) genera Im f;
b) si (21,...,2p) es ligado, entonces (f(z1),..., f(z,)) es ligado;

c) si (f(z1),..., f(zp)) es libre, entonces (z1,...,zp) es libre.
Cuando f es inyectiva, tenemos ademas que:

d) si (21,...,2p) es libre, entonces (f(z1),..., f(zp)) es libre;

e) si (21,...,2,) es una base de E, entonces (f(z1),..., f(xp)) es una

base de Im f.

Cuando f es sobre, tenemos ademas que:

f) si (z1,...,2,) genera E, entonces (f(x1),..., f(zp)) genera E’.
Finalmente, cuando f es un isomorfismo, resulta que:

g) (z1,...,2,) es una base de E siy sdlo si (f(z1),..., f(zp)) es una
base de E’.

Las demostraciones de estas propiedades son sencillas; para llevarlas a cabo se
utilizan las técnicas empleadas en la demostracién de (1.4.37); por lo tanto, las
dejaremos como ejercicio para el lector.

2.1.14 PROPOSICION

Sea f € L(F, E') y supongamos que F es de dimensién finita; entonces
Im f es de dimensién finita y ademas

dimIm f <dim£FE.

Si E = {0}, entonces Im f = {0} y la proposicién es evidente. Si F # {0}, sea
(ai,...,an) una base de F; como consecuencia del apartado a) de la proposicién
precedente, resulta que (f(ai), ..., f(an)) genera Im f, luego Tm f es de dimensién
finita y dimIm f < n, lo que demuestra la proposicién en este caso.

2.1.15 Sea f: F — FE’ una aplicacién lineal e inyectiva y F un subespacio de
FE. Podemos considerar la aplicacién

F— f(F)

z = f(x),
que envia cada vector x de F al vector f(z) del subespacio f(F) de E'; esta

aplicacién suele denotarse también por f y es un isomorfismo entre los espacios
vectoriales F''y f(F).
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2.1.16 Si F es un e.v. de dimensién n # 0 y fijamos una base (a1,...,a,) de
FE, el isomorfismo

K® - FE
AL A = Mag + -+ M,

que vimos en (1.4.23) y su inverso,

- K"
(/\1,...,/\”)((11) — (AN A,

nos permiten estudiar algunos aspectos del espacio E trabajando con vectores

de IK™. Asi, por ejemplo, si (21,...,2,) es un sistema de E con
— (]
1 = (xl’ "$1)(az)
— (1
z, = (xp,. ,x;})(al)

U1 = (l%’ ,27)
vp = (le,, ,l‘g),
los sistemas (1, ...,2p) ¥y (v1, ..., vp) son ambos libres o ambos ligados (v. 2.1.13).

Ademas, los vectores correspondientes (por el isomorfismo IK" — F) a una base
de (v1,...,vp) forman una base de (z1,...,x,) (v. 2.1.15 y 2.1.13); en particular,
ambos sistermas poseen el mismo rango.

2.1.17 Sea f € L(FE,E"). Como Ker f es un subespacio de F, podemos consi-
derar el espacio vectorial cociente F/Ker f (v. 1.3.3). Sean 2,y € E, con & = y;

entonces y —x € Ker f y f(y —2) = 0, es decir, f(y) — f(z) =0y f(x) = f(y).
Poniendo
f(@) = f(x)
para cada & € E//Ker f, definimos sin ambigliedad una aplicacién
f:E/Kerf ->Imf.

Se prueba facilmente que f es un 1somorfismo de espacios vectoriales.
Ademas, considerando la inyeccién canénica (v. 1.2.10)

i:Imf— B
y la sobreyeccién canénica (v. 1.3.3)

J:EF— FE/Kerf,
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resulta que f es la aplicacién compuesta de i, f y j:

EL E/Kerfhimfh B

es decir,

f=ioToj

Esta expresion recibe el nombre de descomposicion candnica de la aplicacién li-

neal f.

2.1.18 Se deduce de lo anterior una consecuencia importante. Si F' es un su-
plementario de Ker f, o sea, si

EF=Kerfo®F,

entonces la aplicacién
F — E/Ker f
r =

es un isomorfismo (v. 1.3.18). La aplicacién compuesta de este isomorfismo y del
isomorfismo

f:E/Kerf — Imf
x — f(z)

es un isomorfismo y envia cada vector x de F' a su imagen por f, f(z). Resulta
asi que Im f es isomorfo a todo suplementario de Ker f.

2.1.19 Cuando f € L(FE, E’). y E es de dimensién finita, entonces Ker f admite
un suplementario F (v. 1.5.7) y ademas

dim I/ = dimKer f + dim .

Como, segiin hemos visto, Im f ~ F, aplicando (1.4.38b) resulta lo siguiente:

2.1.20 PROPOSICION

Sea f € L(F,E') y E de dimensién finita. Entonces

dim F = dimKer f +dimIm f.
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2.1.21 DEFINICION. Sea f € L(E,E") y E de dimensién finita. El nimero
dimIm f se denomina rango de f y se representa por rg f.
Como vimos en (2.1.14), rg f < dim F y, més exactamente,

rg f =dimFE — dimKer f.

Recordando la definicién de rango de un sistema de vectores (v. 1.5.9) y el
apartado a) de la proposicién (2.1.13) resulta que, si (21,...,2,) genera E, enton-
ces

rg f=rg(flx1), ..., flzp))

Cuando F’ es de dimensién finita, como Im f es un subespacio de F’, tenemos
también que
rg f <dim B’
2.1.22 Ejemplo. La aplicacién f € £(IR?) dada por
fle,y,2) = (—2 4+ 2,y + 22,22+ y)

tiene rango 2, puesto que, si (eq, ea, e3) es la base candnica de IR?,

fler) =(—1,0,2)
flea) =( 0,1, 1)
fles) =( 1,2,0)

y rg(f(er), fe2), f(es)) = 2.

2.1.23 PROPOSICION

Sea f € L(F,E"), con E de dimensién n. Entonces f es inyectiva si
y sblo si rg f = n. Si, ademas, F’ es de dimensién m, entonces f es
sobre si y sélo si rg f = m.

/ es inyectiva cuando Ker f = {0}, o sea, cuando dimKer f = 0, y esto significa
que rg f = dim ' — dimKer f = n. Por otra parte, f es sobre cuando Im f = E’,
o sea, cuando dimIm f = dim &/ = m.

2.1.24 COROLARIO

Sea f € L(E,FE’) con dim E = dim E/ = n. Entonces son equivalentes
las siguientes propiedades:

(i) f es un isomorfismo,
(i)
(iii) f es inyectiva,
(ivyrgf=n.

f es sobre,

Basta observar que, como consecuencia de la proposicién precedente, cada una de
las tres primeras propiedades equivale a la cuarta.
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2.1.25 Sea f e L(E,E')condimFE =n # 0y sea (ay,...,a,) una base de E.
El sistema (f(a1),..., f(ay)) de Tm f genera Im f (v. 2.1.13), pero no es necesa-
riamente una base.

Sirg f = n, entonces (f(a1),..., f(a,)) s es una base de Tm f.

Sirg f =0, entonces Im f = {0} (es decir, f = 0).

La proposicién siguiente proporciona un método de obtencién de una base de
Im f para el caso de 0 < rg f < n.

2.1.26 PROPOSICION

Sea fe L(E,E')ycondimE =n# 0y rgf =r tal que

0<r<n.
La dimensién de Ker f es n —r (v. 2.1.21); sea (@p41, ..., @) una base
de Ker fy (a1,...,ar,ar41,...,a,) una base de E que prolonga la de

Ker f (v. 1.5.6). Entonces (f(a1),..., f(ar)) es una base de Im f.

Como dimIm f = r, bastard probar que (f(a1),..., f(a,)) es un sistema libre
(v. 1.4.36). Si Al ... X" son escalares tales que

/\1f(a1)—|—~~~—|—/\rf(ar):0,

entonces
Mai+- 4+ Xa, €Ker [,
luego existen escalares X1, ... A" tales que
/\1a1 +-+XNa, = /\T+1ar+1 + -+ Aay,
o sea
Mag+ -4+ XNap =N Tappy — = Na, =0,

Y, como (a1, ..., dp, dry1, ..., 0an) €s libre, esto implica que

M= ==Xt =...=) "=
y resulta asi que A = .. = X" =0y que (f(a1),..., f(ar)) es libre.

2.1.27 Ejemplo. Para la aplicacién f € £(IR?) descrita en el ejemplo (2.1.22),
dimKer f = 1. Como (1,—2,1) € Ker f, este vector constituye una base de Ker f.
Ademés

((1,0,0),(0,1,0),(1,-2,1))
es una base de IR® que la prolonga. Como
F(1,0,0) = (=1,0,2) y f(0,1,0)=(0,1,1),

resulta que

((=1,0,2),(0,1,1))

es una base de Im f.
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2.2 Matrices. Matriz de una aplicacion lineal.

2.2.1 Las estructuras rectangulares de nimeros de la forma '

—1. 23 0 -12
5 0 1. 5. ,
' —0.3 —1.7

reciben el nombre de ‘matrices’. Para nosotros estas estructuras serdn de gran
interés, como veremos en lo que sigue. Las matrices son una herramienta esencial
en el dominio de las aplicaciones practicas, tanto del algebra lineal como de otras
muchas ramas de la matemadtica.

Comencemos por establecer la definiciéon formal de matriz.

2.2.2 DEFINICION. Sea X un conjunto y n,m € IN, n # 0,m # 0. Una
matriz n X m, o bien una matriz de n columnas y m filas (con elementos en X),
es una aplicacion
AL oo npx{l,...;om} = X

que a cada pareja de niimeros naturales (i,7), con 1 <i<ny 1 < j<m, hace
corresponder un elemento de X, que se suele representar por a! . (Son también
usuales otras representaciones similares, pero ésta es la mds acorde con nuestros
propésitos.) La matriz A se representa entonces por [al]i<i<n 1<j<m, O sim-
plemente por [a‘Z] También se representa mediante un rectangulo en el que se
disponen los elementos a‘g como sigue:

-1 1 1 1 7

JE TG “
ai as - a; a;
J J ¥l
ay  ay a; ay
m m m m

L a1 Qa3 a; ap

J

De acuerdo con esta representacién, decimos que a; es el elemento de la columna

i y la fila j; por la misma razén, llamamos indice de columna de a] al niimero i,

LEl simbolo 2.3 representa el niimero real cuya expresién decimal es 2/3, o sea, 2 + (3% 10_1).
Hemos optado por utilizar el ‘punto decimal’ en lugar de la coma porque se presta menos a
confusién en expresiones del tipo

(2.37 1.1, 1.5)
o similares. No resultara extrano al lector, acostumbrado sin duda a leer expresiones con punto
decimal en la pantalla de las pequenas maquinas calculadoras.

Para los distintos ejemplos con niimeros reales, hubiéramos podido limitarnos a elegir casi
siempre nimeros enteros, teniendo en cuenta que, en estos capitulos, lo importante es la exposi-
cién de los conceptos y no los métodos de calculo. Hemos preferido, sin embargo, utilizar algunos
niimeros reales no enteros (pero siempre con expresién decimal finita y corta) para proporcionar
una mejor ilusién éptica de niimero real.

La excepcién es siempre €l 0 (y a veces el 1), porque en general se necesita que O sea el cero de
IR y no algiin nimero ‘suficientemente préximo’ a 0. También hemos omitido el punto decimal
cuando, en caso de incluirlo, las expresiones hubieran podido perder claridad.
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que figura en posicién inferior, e indice de fila al ndmero j, que figura en posicién
superior.

2.2.3 Ejemplo. La matriz

0 —-1.2
A= 1. 5.
-0.3 -1.7

es la aplicacion

A:A{1,2} x {1,2,3} - R
dada por

aij=0,al=1,0d}=-03,a5 =12, a2 =5, a5 =—1.7.

2.2.4 El conjunto de las matrices n x m con elementos en X se representa por
Mx (n,m), o por M(n,m) si no hay posibilidad de confusién.

El conjunto M (n, n) se representa por M (n); sus elementos se llaman matrices
cuadradas (de orden n).

Las matrices de M(1,m) son las matrices columna; las de M(n,1) son las
matrices fila.

Si A = [al] € M(n,m), entonces decimos que la matriz columna

es la columna niumero ¢ de A, y que la matriz fila
(& . a ]
es la fila nimero j de A.
2.25 Si A = [a‘g] € M(n) es una matriz cuadrada, los n elementos a!,
) ..,n, reciben el nombre de elementos diagonales de A, y el sistema

(al,...,a?) de X se llama diagonal de A.

2.2.6 DEFINICION. Si 4 = [a‘g] € M(n,m), la matriz de M(m,n) que re-

presentamos por A" = ['a]] y cuyo elemento ‘a] (de la columna i y la fila j)
es ' '
tal = aj

recibe el nombre de traspuesta de A. Se suele decir que A’ se obtiene cambiando
en A las filas por columnas y viceversa.
La aplicaciéon
M(n,m) = M(m,n)
A — At
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es una aplicacion biyectiva. La inversa de esta aplicacion es

M(m,n) = M(n,m)
A — A

puesto que

(At = A.

Si A€ M(n) es una matriz cuadrada, su traspuesta, A’, es también de M (n).
En este caso, A y A! tienen la misma diagonal. Cuando

A=A
decimos que A es simétrica. Obsérvese que esto significa que
(Vi,j) a‘g =d

g

2.2.7 Ejemplo. Si

0 —-1.2
A= 1. 5. ,
-0.3 —-1.7
entonces
t 0 1. —0.3
A= —-1.2 5. —-1.7 |

2.2.8 En adelante, supondremos que las matrices tienen sus elementos en un
cuerpo conmutativo IK (o sea, que X = IK), ya que este es el caso en que nos seran
mas tiles. Es decir, trabajaremos practicamente siempre con matrices formadas
por escalares.

Decimos que una matriz cuadrada A = [a]] € M (n) es diagonal cuando

i#] = a‘Z:O (el 0 de TK),

es decir, cuando son nulos todos los elementos no diagonales de A.
Una matriz diagonal es siempre simétrica.

2.2.9 Ejemplo. La matriz

02 0 0
A=10 -1. 0
0 0 0

de MR (3) es diagonal.
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2.2.10  Decimos que una matriz A = [a‘g] € M(n) es triangular inferior cuando

t>j = a; =0,

<7,

o sea, cuando son nulos todos los elementos situados ‘encima’ de la diagonal de A,
y decimos que es triangular superior cuando
7>t = a; =0,

o sea, cuando son nulos todos los elementos situados ‘debajo’ de la diagonal de A.
Decimos que A es triangular cuando es triangular inferior o triangular superior.

Si A es triangular inferior (respectivamente, superior) entonces A’ es triangular
superior (resp., inferior).

2.2.11 Ejemplo. La matriz

02 0 0
A= 0.5 —-1. 0
—7.2 1.3 0

es triangular inferior; su traspuesta

0.2 0.5 —7.2
At=10 —1. 1.3
0 0 0

es triangular superior.

En el caso de matrices triangulares o diagonales, es frecuente no escribir los
ceros de la matriz, o al menos parte de ellos, siempre que esto no suponga crear una
situacién ambigua o mal definida. TLas dos matrices de este ejemplo y la de (2.2.9)
se pueden representar asi por

0.2 0.2 05 -7.2 0.2
0.5 —1. , -1. 1.3 |, ~1.
—72 13 0 0 0

2.2.12 SiA= [a‘g] € M(n,m), su columna

puede ser identificada con el vector

(af,....a")

de IK™, y lo mismo podemos hacer con una fila
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de A y el correspondiente vector de IK”. Hablaremos entonces de los vectores
columna de A (vectores de TIK™) y los vectores fila de A (vectores de TK™).

Los vectores columna de A (resp., vectores fila) son los vectores fila de A’
(resp., vectores columna).

2.2.13 Siz = (2',...,2") es un vector de IK", identificamos = con la matriz
columna

2!

J:.”
de M(1,n).

2.2.14 También identificamos cada elemento A de IK con la matriz [A] € M (1, 1).

2.2.15 Sean p,q,r,s € Nyn=p+q, m =r+s. Consideremos las matrices
A€ M(p,r), BEM(q,7),C € M(p,s)y De M(q,s) siguientes:

at azl, b b;
A= . . B=| : .
af a, b7 b”
c czl, d} dé
c=1: : D= :
el cp d; dy
La matriz M € M(n,m) dada por
Cal oal B b
_ |« a, by by
M= ct cj: d} d(i
L cf ¢ di dg |

se representa por
A| B
=]

y de ella se suele decir que esta ‘definida por bloques’.
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2.2.16 Ejemplo. Si

A=[3] B=[0 —-1.]
1 0 b
=[] =[ 0 0]
la matriz
A|B
=17
es
3. 0 -1
M = 1 0
1.2 -1. 0

2.2.17 DEFINICION. Sean F y E’ espacios vectoriales de dimensién finita,
(a1,...,a,) unabasede E, (b1,...,by) unabasede K’y f € L(F, E'). Llamamos
matriz asociada a f y a las bases (ay,...,an) y (b1,...,bm) ala matriz

[a]] € M(n, m)

cuyo elemento general a‘g es la coordenada nimero j del vector f(a;) en la base
(b1,...,bm). Representamos esta matriz por

Uf, (a1, ..oy an), (b1, ..., bm)]

o abreviadamente, por
Es decir, si

entonces

es la columna nimero i de [f, (a;), (b;)].

Si F es un e.v. de dimensién finita, (a1,...,an) v (b1,...,b,) bases de F
y f € L(E), la correspondiente matriz [f, (a;), (b;)] no es apenas utilizada. En
cambio, tiene gran importancia la matriz [f, (a;), (a;)] asociada a f cuando las
bases (a;) y (b;) son la misma; representamos esta matriz por

[f, (ai)].

Observemos que si

n
@;

es la columna nimero ¢ de esta matriz, entonces

f(al) = (azla ) a?)(al,...,an) .
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2.2.18 Ejemplo. Para la aplicacién
f:IR® > R?,

dada por
fley,z) =20+ 2,y+2),

y las bases canénicas (e1,e2,e3) y (€1, €2) de dichos espacios, tenemos

et = o |

puesto que

2.2.19 Ejemplo. Para la aplicacién
f:R® >IR3

del ejemplo (2.1.22) y la base candnica (eq, ea, e3), tenemos

—-1. 0 1.
[fe)]l=| 0o 1. 2
2. 1. 0

2.2.20 La asociacién de matrices a las aplicaciones lineales resulta de gran im-
portancia practica, como tendremos ocasion de observar en éste y en sucesivos ca-
pitulos. Antes, sin embargo, veremos en la seccién siguiente que la correspondencia
entre aplicaciones lineales y matrices posee un ‘buen comportamiento’ respecto de
las estructuras algebraicas.

2.3 Los espacios vectoriales L(E,E') y M(n,m).

2.3.1 Sean F'y F’ dos espacios vectoriales sobre un cuerpo conmutativo IK. Si
en el conjunto F(FE, E') de todas las aplicaciones de F en E’ consideramos las
operaciones f + ¢ (suma) y Af (producto por un elemento de IK), definidas para
f,9€ F(E,E") y A € K por

(f+9)(x) = f(x) +g(z),
(AN (@) = Af(x),

tenemos en dicho conjunto una estructura de espacio vectorial sobre IK (v. 1.1.3).
El subconjunto £(F, E') de F(E, E'), formado por las aplicaciones de F(FE, E')
que son lineales, es un subespacio de F(F, E'), como se prueba de forma sencilla
(recuérdese que en 2.1.3 vimos que L£(F, E’) es no vacio).
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Es decir, con las operaciones mencionadas, £L(E, E’) es un espacio vectorial
sobre TK. El cero de este e.v. es la aplicacién 0 de (2.1.3); si f € L(FE,E'), su
opuesto para la suma es la aplicacién —f, definida para todo x € I por

(=N(x) ==f(z).

2.3.2  Consideremos el conjunto M (n,m) de las matrices n x m con elementos
en IK. Observemos que

M(n,m)=F{1,...,n} x {1,...,m},IK),

o sea, que M (n, m) es el conjunto de todas las aplicaciones de {1,...,n}x{1,...,m}
en IK. Sabemos que este conjunto posee una estructura de espacio vectorial so-
bre TK con las operaciones que ya vimos en (1.1.3). Para la notacién habitual de
las matrices resunta que, si A, B € M(n,m)y A = [a]] y B = [b]], entonces A+ B
es la matrix de M (n, m) dada por

A+ B =[a +b]]
y, si A € IK, entonces AA es la matrix de M (n, m) dada por
AA = [Aal].

El cero del e.v. M(n,m) es la matriz, representada por 0 (o por Onr(n,m)),

cuyos elementos son todos el 0 de IK. Si A = [a‘g] € M(n,m), la matriz —A,
opuesta de A, es

A= [—dl].
2.3.3 Ejemplo.

21 —-1. 1.1 0 27 0 21 1.7 1.1
0 0.5 3. -1.2 05 0| | -12 1. 3. '

_9 21 =1, 11| | —42 2. =22
10 0.5 3. - 0 —-1. —6. '

2.3.4 La aplicacién biyectiva

M(n,m) = M(m,m)
A A

de (2.2.6) es un isomorfismo, puesto que

(A+ B)! = A"+ B!
(AA)" = aAt,

como se comprueba con facilidad.
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2.3.5 Vamos a describir una base del e.v. M(n,m). Siendo 1 < i < ny
1 < j < m, representamos por E! la matriz n X m cuyos elementos son todos
nulos salvo el de la columna nimero ¢ y la fila j, que vale 1. Si consideramos
elementos o de IK, para 1 <i<ny 1< j<m,resulta que la combinacién lineal

J i
E :%Ei
1,j

es la matriz A = [a‘g] de M(n,m). Teniendo en cuenta este hecho, se prueba sin
dificultad que el sistema de n x m matrices constituido por las matrices E‘Z es una
base de M (n,m); decimos que esta base es la ‘base canénica’ de M (n, m). Resulta
entonces que

dimM(n,m)=nxm.

2.3.6 Ejemplo. La base canénica de M (2,3) es el sistema de 6 elementos for-
mado por las matrices

[10] [0 1]
El=100 El=100
100 ] 100 ]
[00] [00]
E2= 110 E2= 101
100 ] 100 ]
[00] [00]
E3=100 EZ=100
110 ] 101 ]

2.3.7 Sean F y E’ dos espacios vectoriales de dimensiones n £ 0y m # 0, y
sean (ay,...,an)y (b1,...,bm) bases de F'y F'.

Sea f € L(E, E') y consideremos la matriz [f, (a;), (b;)] de M (n,m), definida
en (2.2.17). Tendremos asi una aplicacién

L(E,E') — M(n,m)
=1 (@), (b5)]

de la que hacemos notar, en primer lugar, que depende de las bases que hemos
fijadoen F'y E'.
La aplicacidn es inyectiva, pues, si

[f, (@), (b5)] = [g, (@), ()],

aplicando la definicién (2.2.17) resulta que
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y, utilizando (2.1.6), tenemos que f = g. '
La aplicacién es también sobre; en efecto, si A = [a]] € M (n,m), existe una
unica aplicacién lineal f € L(F, E') que verifica

V3 fla;) = (aj, ..., i),
(v. 2.1.6), y para esta aplicacién
[f’ (ai)’ (bj)] =A.

A causa de la inyectividad, f es la tunica aplicacion lineal cuya matriz asociada
(para las bases fijadas) es A. En la seccién 2.5 veremos una formulacién mas
explicita de f.

La aplicacién f — [f, (ai), (b;)] es ademds una aplicacién lineal, o sea,

[f + 9, (i), ()] = [f, (ai), (bj)] + [g, (@), (b5)]
[, (ai), (b5)] = ALY, (ai), (B5)]-

En efecto; como

(f +9)(ar) = flai) +g(ai) ,
poniendo [f, (a;), (b;)] = [a‘g] v [g, (@), (b;)] = [ﬁf] resulta que
f(al) = (O‘zl""’a;n)(bj) y g(ai) :( z’la"wﬁzm)(bj)’
luego
(f +9)(a) = (ai + 51, al" + 61"
y el elemento de la columna i y la fila j de [f + g, (a;), (b;)] es
of + 8/,

lo que demuestra la primera propiedad. La segunda se prueba de forma andaloga.
Estos hechos se resumen en la proposicién siguiente.

2.3.8 PROPOSICION

Sean F'y E' dose.v. de dimensiones n # 0y m # 0,y sean (ay,. .., a,)
y (b1,...,bm) bases de F'y E’'. La aplicacién

L(E,E') — M(n,m)
f = 1 (ai), ()]

es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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2.3.9  De esta proposicién y de (1.1.12) resulta que
[0c(r,m7, (ai), (b5)] = Onr(n,m)
y que

[ = f (@), ()] = =[F, (@), (b5)] -

2.3.10  También resulta de esta proposicién y de (1.4.38) que, si E'y E’ son e.v.
de dimension finita, entonces

dimL(F,F') =dim E x dim E’.

2.4 Los anillos £L(E) y M(n). Matrices inversi-
bles.

2.4.1 Sifel(E,E)ygel(E E"), entonces go f € L(E,E") (v. 1.1.10).
La composicién de aplicaciones es asociativa; en particular resulta que:
a)si fe L(E,E),ge L(E' E")y he L(E" E"), entonces

ho(gof)=(hog)of.

Se demuestra facilmente que la composicién de aplicaciones lineales es distri-
butiva (a ambos lados) respecto de la suma, o sea, que:
b) si fi,fa € L(E,E'),y g € L(FE', E"), entonces

go(fi+fo)=(90fi)+(gofa);

c)si feEL(E,E),y ¢1,92 € L(E', E"”), entonces
(91 +g2)of=(g10f)+(920F).

2.4.2 Sea F un e.v. El conjunto £(F) de los endomorfismos de F es un e.v.
con la suma y el producto por un escalar considerados en (2.3.1). En particular,
(L(E),4+) es un grupo conmutativo (v. 1.1.1).

Si f,g € L(F), entonces g o f € L(F); es decir, la composicién de aplicaciones
es una operacién interna de £(F). Utilizando en esta situacién particular las
propiedades a), b) y ¢) del parrafo precedente, resulta que (L(FE),+,0) es un
anillo.

Por otra parte, el endomorfismo idg de (1.1.11) verifica que

(VfeL(F)) foidp=idpof=f

y es la unidad del anillo £(F); se trata, pues, de un anillo unitario.

2.4.3 El anillo £L(FE) no es, en general, conmutativo, como muestra el ejemplo
siguiente.
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2.4.4 Ejemplo. Consideremos los endomorfismos f y ¢ de IR? dados por

fla,y) = (2,0) v g(z,y)=(0,2).
Se tiene
(90 f)(z,y) = g(x,0) = (0,2),
(fog)(z,y) = F(0,2) = (0,0),
y basta con hacer (z,y) = (1,0) para demostrar que
gof#feg.
Ademsds, f #0,9#0y fog=0.

2.4.5 En el ejemplo precedente hemos comprobado también que en general L(F)
no es un anillo integro, es decir, que en £(F) puede haber divisores de 0.

2.4.6  Tratemos de ver cudles son los elementos inversibles del anillo £(E). Un
elemento f € L(F) es inversible cuando

fog=gof=idg

para algiin ¢ € L(F) (necesariamente tinico).

Si f es inversible, resulta que f es una aplicacién biyectiva, o sea, un auto-
morfismo de E. Reciprocamente, todo automorfismo f de E es inversible, pues la
aplicacién inversa f~! es un automorfismo de F y

fof~t=f"lof=idg.

Los elementos inversibles de £(F) son entonces los automorfismos de F; el con-
junto de estos automorfismos se representa por GL(FE). Es facil ver que (GL(E), o)
es un grupo; se le suele llamar ‘grupo lineal de E’.

Si f,9 € GL(E), entonces

(gof)~ ' =flog™".

2.4.7 Enunciemos otra propiedad, de demostracion sencilla, que relaciona el
producto por escalares con la composicién: si f,g € L(F) y A € IK, entonces

Mgof)=(Ag)of=go(Af).
2.4.8 Si f € L(F), las potencias fP de f se definen poniendo

fl=idg, fl=fy fff=fof.

Estas relaciones definen fP para cualquier p € IN, como se prueba utilizando el
principio de induccién. También por induccién se demuestra que, si p,q € IN,
entonces

fpofq:fqofp:fp+q’
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lo que significa en particular que dos potencias de un mismo endomorfismo siempre
conmutan.
Si p(X) € IK[X] es el polinomio

p(X) = po+mX + pa X2 4+ p, X7

con coeficientes en IK, ponemos por definiciéon

p(f):ﬂoidE—I-ulf—kﬂzfz_|_..._|_Mfr.

Se demuestra utilizando el principio de induccién que, si p(X),¢(X) € K[X],
entonces

p(f)+a(f) =(@+af), p(f)oqlf)={@(f) v Ap(f)=p)(f),

donde (p4¢)(X) v (p¢)(X) son los polinomios sumay producto de py qy (Ap)(X)
es el producto de A por el polinomio p.
En particular, como el producto de polinomios es conmutativo, resulta que

p(f)oq(f) =q(f)op(f),

es decir, que dos polinomios de un mismo endomorfismo siempre conmutan.

2.4.9 Consideremos ahora el conjunto M(n) de las matrices cuadradas de or-
den n; es un espacio vectorial (en la forma que vimos en 2.3.2).
Si Fesune.v. dedimensiénn # 0y (a1, ..., a,) es una base de F| la aplicacién

f = 1f (a)]

es un isomorfismo de espacios vectoriales (v. 2.3.8).
Como L(F) es un anillo, nos interesa introducir una segunda operacién interna
en M(n) de manera que

- M (n), provisto de la suma y de esta nueva operacién, sea un anillo;
- la aplicacién f — [f, (a;)] sea un isomorfismo de anillos.

Como ocurria en el caso de la composicién de endomorfismos, la segunda ope-
racién interna de M (n) se puede definir en un marco més general.

2.4.10 DEFINICION. Sean A = [al] € M(n,m) y B = [b]] € M (m,p). (Ob-
sérvese que hacemos coincidir el niimero de filas de A con el de columnas de B.)
La matriz [¢]] de M (n,p), donde, para 1 <i<ny 1< j<p,el elemento ¢! viene
dado por la féormula

(pm) o = blaf =blal +- + bl a,
k=1
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se denomina producto de A'y B y se representa por B A. (El orden aparentemente
invertido en el simbolo B A, utilizado para representar el producto de A y B,
tiene por objeto acordar este producto con la composicion de aplicaciones, donde
se presentaba la misma anomalia.) TLa matriz B A tiene el mismo nimero de
columnas que A y el mismo nimero de filas que B. '

Los elementos que intervienen en la férmula para el cdlculo de ¢ son los de la
fila nimero j de B y los de la columna nimero i de A. Figuradamente se dice
que, para obtener el término ¢! de la columna i y la fila j de B A, multiplicamos
la fila 7 de B por la columna ¢ de A.

2.4.11 Ejemplo.

21| -1

1. 1. 0 31 Al —5.51 1.6
[0 22 —12 0 | 1ol o | = [=144] 12
—1. 1. 0 2. L1l 0.1 25

Fl elemento —1.44 se ha obtenido como

144 =0x21422x 04 (-1.2) x 1.240 x 1.1.

2.4.12 PROPOSICION

Si Ae M(n,m)y B € M(m,p), entonces A’ B" también existe y
(B AY = A'B".

La p051b1hdad del producto citado es mmedlata Ademas, utilizando las notaciones

A=[dl], B [b]] BA=C= [cj] y A'B' = [d]] tenemos
d=>"tal b= dkby = o
k=1 k=1

luego D = C*, es decir, A'B' = (B A)*.

2.4.13  Se prueban sin dificultad las siguientes propiedades del producto de ma-
trices:
a)si A€ M(n,m), B€ M(m,p)y C € M(p,q), entonces

C(BA)=(CB)A
b)si A, A" € M(n,m)y B € M(m,p), entonces
B(A+A)=BA+BA;
c)si A€ M(n,m)y B, B € M(m,p), entonces

(B+B)A=BA+DB A.
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2.4.14 Si A, B € M(n), entonces BA € M(n), o sea, el producto de matrices
es una operacién interna en M (n). Consideremos el trio (M (n),+, x), donde ‘+’
es la suma de matrices y ‘x’ el producto de matrices que acabamos de definir.
(M(n),4) es un grupo conmutativo, y el producto es asociativo y distributivo
respecto de la suma, como se desprende del parrafo precedente. Resulta asi que
(M(n), 4+, x) es un anillo.

2.4.15 Representamos por I, la matriz de M(n) cuyo término general a‘g vale

;)1 sii=j
a; = L. .
0 sii#£7j,
es decir, I, es la matriz diagonal cuyos elementos diagonales son todos 1 (el 1 de
IK); le llamamos matriz unidad de orden n.

Se verifica que

(VAEM(n)) Al,=I, A=A,

o sea, que I, es la unidad del anillo M (n); éste es, pues, un anillo unitario.

2.4.16  Se suele utilizar el simbolo (5‘3 ,con i, j € IN, para representar el escalar 0
cuando i # j y el 1 cuando ¢ = j. El simbolo (5‘3 recibe el nombre de ‘delta de
Kronecker’ 2.

Utilizando este simbolo resulta que

I, = [61].
2.4.17 Ejemplo.
10 0
I = [ é ? ] , Is=1]10 1 0
0 0 1

2.4.18 Si A, Be M(n)y A €lK, se tiene que
A(B A) = (AB)A = B(\4).
En particular, si A € M(n) y A € IK,

AA = (AL)A = A(\,).

2.4.19  Una matriz A de M (n) es un elemento inversible del anillo cuando existe
una matriz de M (n), representada por A~!, que verifica

AAT = A" TA=T,.

2En honor al matematico aleman Leopold Kronecker (1823-1891).
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Decimos que un elemento inversible de M (n) es una matriz inversible y que A~!
es la inversa de A. Cuando existe esta inversa, es unica.

El subconjunto de M(n) formado por las matrices inversibles se representa
por GLi(n).

(GLik(n), x) es un grupo; se le suele llamar ’grupo lineal de orden n’.

Facilmente se demuestran las siguientes propiedades:

a) si A € M(n) es inversible, A~! es inversible y

(A™H ™ =4
b) si A € M(n) es inversible, A’ es inversible y
(At)—l — (A—l)t :
c) si A € M(n) es inversible y A # 0, AA es inversible y
AA)"t=x"tAt
a) si A, B € M(n) son inversibles, BA es inversible y
(BA)y™'=A"'B7t.

2.4.20 Ejemplo. I, es inversible y su inversa es la propia I,,.
2.4.21 Ejemplo. Si ata? — afal # 0, entonces la matriz

1 1
REES

ay g

es inversible y su inversa es

2.4.22 TEOREMA

Sean E, E' y E" espacios vectoriales sobre IK, de dimensiones n, m y p;
sean (@1,...,an), (b1,...,bm) ¥ (c1,...,¢cp) bases de E, E'y E". Sean
FeELEEYyge L(E' E"),yseago fe L(F,E") lacompuesta de
f v g. Entonces

[90 £, (ai), (ex)] = [g, (b), (ex)] [, (i), (85)] -

Hagamos '
[f: (@), (b)] = A =[oj] € M(n,m)
[9.(85), (cx)] = B = [&]] € M(m,p)
g0 7, (ai), ()] = C = [A]] € M(n,p)
BA =D = [y]]€ M(n,p)
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Con estas notaciones, se trata de probar que C' = D.
Aplicando la definicién (2.2.17) tenemos

flag) = (af, .o,y = afbi 4+ o by,

luego
goflai)=aigb)+---+alg(bn);

pero, por otra parte, aplicando la misma definicién,
1 1 .
g(bj) = (B; - B ey = Bjer + -+ B ep s

por lo tanto

goflai) = oj(Bier+ -+ Bicp) + -+ al(Brer +- -+ Fhep)
= (@ifi+-+alBp)er+ -+ (aif 4+ al" ) e

y, aplicando de nuevo la misma definicién,
m
J— 1ad maj _ Y
A =B+ o B, = E ;3
=1

luego (v. 2.4.10) A‘Z = 'y‘g, lo que demuestra que C' = D.

2.4.23 Sea Fune.v. dedimensiénny (ai,...,a,) unabase de F. La aplicacién
biyectiva
= [f (@],

que es un isomorfismo de espacios vectoriales, verifica en particular que

[f + 9, (a)] = [f, (@:)] + g, (ai)];

pero ademds, utilizando el teorema precedente,

[g0 f, (ai)] = [g, (@i)][f, (ai)].

Hemos demostrado asi la siguiente proposicién.

2.4.24 PROPOSICION

Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (a1,...,a,) una base de F. La
aplicacién
f — [fa (al)]

es un isomorfismo de anillos.
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2.4.25 Resulta entonces que

2.4.26  Otras consecuencias de demostracién sencilla son las siguientes:
a) Si f es un automorfismo de F| entonces [f, (a;)] es una matriz inversible y

[F= (a)] = [f, (a:)] "

Reciprocamente, si A € M(n) y es inversible, y si A = [f, (a;)], entonces f es un
automorfismo de F.
b) La aplicacién
GL(F) —» GLi(n)
f — [fa (al)]
es un isomorfismo de grupos.
c) El anillo M (n) no es, en general, ni conmutativo ni integro.

2.4.27 Ejemplo. Paraencontrar dos matrices A, B € M (2) tales que AB # BA,
basta tomar

A= [f, (61,62)] y B= [ga (61,62)],

donde f y ¢ son los endomorfismos de TR? del ejemplo (2.4.4), o sea,
1 0 0 0
R

Ademads, en este caso, A # 0y B # 0, pero AB = 0, luego A y B son divisores
de 0.

2.4.28  Nos interesamos ahora por las matrices A de M (n) tales que
(VBe M(n)) AB=BA,

o sea, aquellas que conmutan con cualquier otra matriz de M (n). Por ejemplo, I,
es una matriz de este tipo, pues

(YBE M(n)) I,B=BI, (=B).

Vamos a ver que las matrices que poseen esta propiedad son justamente las de la
forma A, con A € IK| es decir, las matrices diagonales cuyos elementos diagonales
son todos iguales.

Hemos visto en (2.4.18) que Al, conmuta con cualquier otra matriz. Recipro-
camente, vamos a ver qué ocurre si A € M(n) es tal que AB = BA para toda
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matriz B € M(n). Pongamos A = [a‘g] y consideremos las matrices E‘Z de la base
canénica de M(n) (v. 2.3.5); en particular

(Vi,j) AR/ =FE/A.
El elemento de la columna ¢ y la fila j es a? para AE‘Z? y a! para EgA, luego
(Vi,7) aﬁ:a?.

Por otra parte, si ¢ # j, el elemento diagonal de la columna ¢ y la fila 7 es aé» para
AFE! y 0 para F! A, luego '
i£Fj = a;=0;

osea, A es diagonal y al =--- = a?, es decir, A =\I,,,donde A =al = --- = a?;
esto completa la demostracion.

Llamaremos matrices escalares a las matrices de la forma Al,; el sentido de
esta denominacidon proviene de que

(M)A = A(AL,) = AA,

como vimos en (2.4.18).

2.4.29 Si A€ M(n), las potencias AP de A se definen poniendo
A'=1,, A=A y APt =4r4.

Sip,g €N,
AP A9 = A9AP = Ap+<1’

lo que significa en particular que dos potencias de una misma matriz siempre
conmutan.
Si p(X) € IK[X] es el polinomio

p(X) = o+ X + pa X2 4+, X7
con coeficientes en IK, ponemos por definiciéon
p(A) = pol + A4 s A2 + -4, A

Se demuestra, utilizando el principio de induccién, que si p(X), ¢(X) € IK[X] y
A € IK, entonces

p(A)+q(A) =(p+q9)(A), p(A)q(A)=(pa)(A) v Ip(A) = (Ap)(A).

En particular, como el producto de polinomios es conmutativo, resulta que

es decir, que dos polinomios de una misma matriz siempre conmutan.



62 2. Aplicaciones lineales y matrices

Sea F un ev. de dimensién n # 0, (a1,...,a,) una base de F'y f € L(F).
Teniendo en cuenta las férmulas que proporcionan la matriz de una suma de apli-
caciones lineales, la de la compuesta de aplicaciones lineales y la del producto de
un escalar por una aplicacién lineal, se tiene para toda potencia de f que

[P, (@i)] = [f, (a:)]

y, para todo polinomio p(X) € IK[X],
[p(f), (a:)] = p ([, (@i)]) .

2.4.30  Finalizaremos esta seccion proporcionando un método para calcular la
inversa de una matriz. No es el unico metodo que veremos, pero se trata de un
método elemental y eficaz.

2.4.31 Las siguientes operaciones sobre las matrices n x n se denominan (sobre
las filas de la matriz):

(oel) multiplicacién de la fila nimero j por un escalar A # 0; deno-
tamos esta operacién por f;‘ ;

(0e2) intercambio de las filas nimero j y nimero k, operacién que
representamos por f;

(0e3) substitucién de la fila niimero j por la suma de dicha fila con
la fila nimero &k (k # j) multiplicada por el escalar A, operacién que
representamos por fj)‘k .

Si A € M(n) es una matriz n x n, entonces f;‘(A), fix(4)o f;:k(A) representan
las matrices que se obtienen al aplicar a la matriz A la correspondiente operacion
elemental.

En particular, si I es la matriz unidad n x n, pondremos

Fj)\:f]?\(j)’ Fj,k:fj,k(l) y Ff,\k:f]):k(l)

Las matrices FJA,FM y Fj)‘k reciben el nombre de matrices elementales de ta-
mano n x n.

2.4.32 Ejemplo. Para la matriz

2. 2. 1
A= 1|4 4 1.
1. 0 0
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Por otro lado

1. 0 0
0 0 1

Se puede comprobar que

foi(A)y=Fii A,

que es lo que pasa con carédcter general, como veremos a continuacion.

2.4.33  Si f es una operacién elemental y F' = f(I) es la correspondiente matriz
elemental, entonces

(VAE M(n)) f(A)=FA.

La demostracién de este hecho es sencilla; la realizaremos para una operacién
elemental del tipo f;‘ , dejando al cuidado del lector los dos tipos restantes.

Sea A = [a‘g] € M(n), f) la operacién elemental consistente en la multiplica-
cién de la fila niimero k por el escalar A # 0y F = [3/] la correspondiente matriz
elemental. Se tiene que

1 sii=j#k
ﬁ‘g: A sii=j =k
0 sii#£7j.

Pongamos f; (A) = ['yf] y FPA= [E‘Z] Para j # k tenemos que 'y‘g = a‘g y que
el =0lal+Bai+ -+ plal = ﬁjaf = al, osea, y] = ¢!. Para j = k tenemos
k

-

que 'yf = /\af v que ef = ﬁ?a%—i—ﬁéa?—k . ~—|—ﬁﬁa? = kaf = /\af , O sea, 'yf =€
Asf pues, f(A) = F A.

2.4.34  Las matrices elementales son inversibles y sus inversas son también ma-
trices elementales. En efecto, observando que

GGy =10 falfeM) =Ty 0D =1,
y teniendo en cuenta el apartado precedente, resulta que
FIPFM=1, FjpFiu=1y FFN=1;
con el mismo razonamiento se prueba que

A 1/
Fj F

A -A

7,
En consecuencia, las matrices elementales son inversibles y

_ /X — _ _
(FMN Y =F (B =Fe vy (FNT = F.
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2.4.35 Cidlculo de la inversa de una matriz mediante el empleo de las ope-
raciones elementales.

Sea A € M(n) una matriz. Supongamos que fi, fa, ..., fp, son operaciones
elementales para las que

fo(fpmr o (fo(fi(A)) ) =T,

es decir, que aplicadas sucesivamente a la matriz A proporcionan la matriz unidad.
Entonces, para las correspondientes matrices elementales, se cumple

FyFp i FaFy A=1.

La matriz ' = F, F,_1---Fo Fy es producto de matrices inversibles, luego es
inversible (v. 2.4.19)). Como F A = I, resulta que A = F~! luego A es inversible.
Ademas

AT =F=F,Fpy- I,
o sea,

AT = fy(fpmr o ((ATD) )

Asi pues, se trata de transformar A en la matriz unidad mediante operaciones
elementales y de transformar I mediante las mismas operaciones, con lo que se
obtiene A~',

La transformacién de una matriz A € M (n) en la matriz unidad a base de ope-
raciones elementales es posible si y sélo si A es inversible, como veremos en (2.5.32).

2.4.36 Ejemplo. Consideremos la matriz

2. 2. 1
A= 4 4 1
1. 0 0

Vamos a utilizar sobre A la sucesién de operaciones elementales que indicamos y,
simultaneamente, haremos lo mismo con I3. Al conseguir transformar A en I3, la
matriz transformada de I serd A~1'.

2. 2. 1.] (1. 0 0
4. 4. 1. 0 1. 0
1.0 0 | 0 0 1
2. 2 1. [ 1. 0 0
con f;j 0 0 -1 -2. 1
.o 0 | 0 0 1
[ 2 2 1. [ 1. 0 0 ]
con f57? 0 0 -l -2. 1.0
0 —1. =05 | 05 0 1. |
[ 2 2. 1. ] 1 0 T
con fa3 0 —-1. —-0.5 05 0 1
0 0 -1 | | -2, 1 |




2.4. Los anillos £(E) y M(n). Matrices inversibles 65

2. 2. 1. 1. 0 0
con fit 0 —1. —0.5 -05 0 1
0o 0 1. | | 2. -1.0
2. 2. 1.7 1. 0 0
con f33 0 —1. 0 05 —05 1.
0 0 1. 2. —1. 0
(2. 2. 1. (1. 0 0 ]
con fy b 0 1.0 -0.5 05 —1.
|0 L. | 2. -1 0 |
(2. 2. 0 ] —1. 1. 0 ]
con fig 0 1.0 -0.5 0.5 —1.
|0 L. | 2. -1 0 |
(2.0 0 ] [0 0 2. ]
con f3 0 1.0 —-05 05 —I.
L0 0 1. | 2. -1 0 |
[1.. 0 0 ] [0 0 1]
con f{5 0 1.0 -05 05 —1.
0 0 1. 2. -1 0 |
Resulta asi que 0 0 )
ATt =] -05 05 -1
2. —1. 0

2.4.37 Ejemplo. Cuando la matriz posee elementos que no estdn determinados
y cuando la matriz es de tamano general n X n, sin que debamos concretar este
tamano, se puede usar también este método, si bien todo suele ser més complicado.
En general, la complejidad de las expresiones que resultan y el problema de un
tamano no concreto hacen que la dificultad del sencillo método que hemos presen-
tado aumente mucho. No obstante, una buena eleccién del orden de aplicacién de
las operaciones elementales puede facilitar las cosas.
Por ejemplo, vamos a llevar adelante el método con la matriz

l4+a 1 (T
1 14a 1 - 1
a=1 1 1 14a -~ 1
1 1 1~ 1+4a

El lector comprobard que otras alternativas diferentes de la que empleamos di-
ficultan las cosas. Esta es una sucesién adecuada de operaciones elementales en
este caso. Por brevedad, indicamos varias de ellas de manera conjunta. Cuando
concentramos varias de estas operaciones, el orden en que se aplican no es impor-
tante.
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1+a 1 1
1 1+a 1
1 1 14+ a
1 1 1
con f1172af11,3a'~~af11,n
n+a n+a n-+a
1 1+a 1
1 1 1+a
1 1 1
con 11/n+a
1 1
1 1+a
1 1 1+a
1 1
con fo i, fits o fan
1 1 1 1
a 0 0
0 0 «a 0
0 0 0 a
con f1% g% gl
1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

2. Aplicaciones lineales y matrices
1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
1 0 0 1 0
14+ a 0 0 0 1
n+a 1 1 1 1
1 0 1 0 0
1 0 0 1 0
1+a 0 0 0 1
i 1 1 1 1 7
1 n+a n+a n-+a n—+a
1 0 1 0 0
, 0 1 0
1—|—Cl . .
|0 0 0 I
r 1 1 1 1 .
n—+a n—+a n-—+a n—+a
1 1 1 1 1
n—+a n—+a n—+a n—+a
1 1 1 1
n—+a n—+a n—+a n—+a
1 1 1 1 1
L n—+a n—+a n—+a n+a -
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a a a . a
-1 n4+a—-1 -1 -1
1 -1 -1 nta—1 - -1
a(n + a)
-1 -1 -1 - o n4a—1
con fiy, fig s fin
100 --- 0
0 1 0
0 0 1 0
0 00 1
n+a—1 -1 -1 -1
-1 n+a—1 -1 -1
1 -1 -1 nta—1 - -1
a(n + a) . .
-1 -1 -1 - o n4a—1
Resulta asi que
n+a—1 -1 -1 -1
-1 n+a—1 -1 -1
I -1 -1 nta—1 - -1
a(n + a) . .
-1 -1 -1 - o n4a—1

2.5 Matrices y coordenadas.

2.5.1 Consideremos una matriz A = [a‘g] € M(n,m). Si fijamos dos espa-
cios vectoriales F'y E’ de dimensiones n y m, y fijamos dos bases (a1,...,a,) y

(b1,...,bm) de E'y E'  entonces

A=/ (ai), (b;)]

para una tnica aplicacién lineal f € L(FE, E’), como vimos en (2.3.7). Asi, pues,
a la matriz A le corresponden diversas aplicaciones lineales, una por cada eleccién
de espacios y de bases.

La eleccién mas sencilla que se puede hacer es la correspondiente a IK" , IK™ y
a sus bases canédnicas; la aplicacién f € L(IK",TK™) que, en las bases candnicas,
tiene A como matriz asociada suele recibir el nombre de ‘aplicacién lineal dada
por A’. Si

r=(x',... ") € K"
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resulta que
fx) =2 fler)+ -+ 2" flen),

y, como los f(e;) son los vectores columna de A, tenemos

flz) =2 (af,...;aP)+ -+ 2" (a),...,a")
= (2tal 4+ -+ 2"l .. ztal 4 2™,

o sea,

yl OZ% Ozrll l‘l
=1 ' S
y" oy’ ap’ z"

o bien, con la identificacién habitual (v. 2.2.13) entre vectores y matrices columna,

(1) flx) = Az

Para la aplicacién lineal dada por A, la imagen de un vector x de IK™ se obtiene
asi mediante un sencillo producto de matrices.

2.5.2 Ejemplo. Si

1.2 0
A= —-1. 2. ,
0 3.1

la aplicacién f € £(IR?,TR*) dada por A envia un vector (x,y) de IR? al vector
(1.22, —x + 2y, 3.1y)

de TR?, puesto que

12 0 1.2¢
1. 2. [ v ] T
0 3.1 Y 3.1y

2.5.3  En el caso mas general en que

A= [fa (ai)’ (bj)]a

con f € L(E, E’), se obtiene una expresién matricial andloga para el calculo de la
imagen por f de un vector de E. En primer lugar, expondremos un método para
asociar una matriz columna a cada vector de un e.v. de dimensién finita.
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2.5.4 DEFINICION. Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (a1,...,an) una
base de F;sea z € E. Si

r = (xl,...,x")(al),

decimos que la matriz columna 1 x n

xn
es la matriz asociada a x y a la base (ay, ..., ay), y la representamos por [z, (a;)]
(o por [, (a1, ...,an)]).

Cuando F = IK", la matriz asociada a un vector r y a la base candnica es la
matriz que identificamos habitualmente con z (v. 2.2.13).

2.5.5 Expresién matricial de una aplicacién lineal. Sean F, E dos e.v. de
dimensiones ny m, y (ai,...,a,) y (b1,...,b,) basesde E'y E';sea f € L(E, E')
y A=[al] =1[f, (@), (b;)]. Si z es un vector de E de coordenadas

r = (xl, . ..,x")(al)

y su imagen f(x) es el vector de E’ de coordenadas

entonces
y' o ap ][ =
= SR
Yy al ap? z"
es decir,

(2) [f(z), (b;)] = [f, (@), (b;)] [, ()]

La demostracién de esta férmula es muy parecida a la que hicimos en (2.5.1).
La expresién (2) es practicamente igual a la (1) de (2.5.1), con la dificultad
suplementaria que impone la descripcion de las bases en las que trabajamos.

2.5.6  Lamatriz [z, (a;)] se generaliza al caso de un mimero finito cualquiera de

vectores de la manera siguiente. Sea F un e.v. de dimensién n £ 0y (a1,...,a,)
una base de F; sea (z1,...,2,) un sistema de p vectores de E, con
— 1 n
T = ($1a axl)(a,)
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Representamos por [(z1,. .., 2p), (a;)] la matriz p x n

cuya columna nimero j es [z;, (a;)], o sea, estd formada por las coordenadas del
vector z; en la base (ai,...,a,).

Cuando el sistema es una base de F, la matriz (cuadrada en este caso) que
resulta es un instrumento importante en los cdlculos practicos que se derivan de
un cambio de base.

2.5.7 DEFINICION. Sea F un e.v. de dimensién n #0y (ar,...,an) y

(ay,...,a}) dos bases de E. La matriz [(a},...,a,), (a;)], de tamano n x n, cuya
columna nimero 7 estd formada por las coordenadas de a} en la base (a1, ..., a,),
se denomina matriz de paso de la base (a1, ..., a,) alabase (a},...,al). Abrevia-

remos frecuentemente la notacién poniendo simplemente [(af), (a;)]; también se la
representa a veces por [(a;) —= (a})] o por P[(a;) — (af)].
Si

entonces

es la columna niimero i de [(a}), (a;)]. El elemento a‘g de la columna ¢ y la fila j
de [(a}), (a;)] es la coordenada nmimero j en la base (aq, ..., an) del vector a; de la
otra base.

Observando que para la aplicacién idéntica de E tenemos

idg(a;) = a;

y recordando la definicién (2.2.17), resulta que
[(a), (a:)] = [idE, (a}), (a:)] -

2.5.8 Ejemplo. Si (ai,...,a,) es una base del e.v. F, se tiene

2.5.9 Ejemplo. Si en IR consideramos la base canénica (e1,e2,e3) v la base
(a1, as, az) formada por a; = (0.2,0,1.), as = (1.,1.,0) y az = (0,0, —1.1), enton-
ces

0.2 1. 0

[(a;),(e)] =] O 1. 0
1. 0 -1.1
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2.5.10 Ejemplo. Si (e, 2, e3) es la base candnica de K3, entonces

0 0 1
[(62,63,61),(61,62,63)] = L0 0
0 1 0

2.5.11 PROPOSICION

Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (a1,...,a,) y (a},...,a,) dos
bases de . La matriz de paso

es inversible y su inversa es

[(a}), (ai)]™" = [(a:), (a})]

o sea, la matriz de paso de la base (af) a la base (a;).

Como [(a;), (ai)] = [idg, (a;), (a:)] ¥ [(ai), (a})] = [ide, (a;), (a)], resulta que,
aplicando (2.4.22),
[(a5), (ai)][(ai), (a5)] = [ide, (a3), (a:)] [idR, (ai), (a)]
[ZdE o) idE, (ai), (al)]
= [ZdEa (al)]
=1,

y, andlogamente,
[(ai), (ai)][(a), (ai)] = In,

lo que concluye la demostracién.

2.5.12 PROPOSICION

Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (ai,...,a,) una base de E; sea
P € M(n) una matriz inversible. Existe una base (a},...,al,) de F tal
que

Como consecuencia de (2.3.8), existe un endomorfismo f de F tal que
P= [fa (al)]
¥y, puesto que P es inversible, f es un automorfismo (v. 2.4.26). Poniendo entonces
ay = flar),...,a, = f(a,),

resulta de (1.4.37) que (af,...,a,) es una base de F. Finalmente, como

[, (@i)] = [(a), (@:)],

hemos demostrado la proposicién.
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2.5.13 Ejemplo. Sea F un e.v. de dimensién 2 y (a1, az2) una base de F. La
matriz
11
p=[ia]

es inversible (v. 2.4.21) y los vectores

/o I
ay = (1’ 1)((11,(12) y Qg = (1’ 0)((11,(12) )
o sea,
/ /
a; =aiy+as, ay=ap,

forman una base de F tal que
P= [(all’ alz)’ (a1, a2)].

2.5.14 Cambio de base. Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (ar,...,an) y

/

(ay,...,a}) dos bases de F;sea P = [(a}), (a;)], la correspondiente matriz de paso.

Siz € E, se tiene

(3) [#, (ai)] = [(a}), (@:)] [z, (a)]

o, en forma mas explicita, si

_ 1 n _ /1 m
l‘—(l‘,...,l‘ )(az) y l‘—(l‘ gy L )(a’l)a
entonces
2! 21
=P . ,
:L,Tl :L,/Tl

lo que, por otra parte, equivale a

La demostracién de la férmula (3) es inmediata si observamos que coincide con

lide(2), (ai)] = [idg, (¢), (ai)] [#, (a;)]

y que ésta es, a su vez, un caso particular de la férmula (2) de (2.5.5).

2.5.15 Ejemplo. Consideremos el e.v. y las bases del ejemplo (2.5.13) con F =
IR?. El vector
r=(12,-1)@

1,43)

de TR? expresado en la base (a1, as) es

r = (02, 1.2)(@17(12)
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puesto que

La inversa de

s (v. 2.4.21)

luego el vector

= (1.1,3.)(ay,a0)

de TR? expresado en la base (af, a}) es

xr = (3, —1.9)((1/17@/2)

o 11[11]_[ 3

1 -1 3. T =19 |
2.5.16 Sean F'y F’ dos e.v. de dimensiones ny m, (a1,...,a,)y (af,...,a})
dos bases de F'y (by,...,bm) y (b),...,b],) dos bases de E'. Sea f € L(E,E') y

pongamos
=/ (ar), (b))] vy A" =1[f, (a7), (b})].

La relacién entre estas dos matrices asociadas a f es

puesto que

4 |a=q@rap|,

donde hemos puesto
P=[(a;) (a:)] vy Q=1 (b)), (b;)]-
Probemos la férmula (4); como
f:idE/OfOidE,

aplicando el teorema (2.4.22) tenemos

= [/, (a3), (b})]

[ide: OfOZdEa( 1), (65)]

lidrr, (bj), (B5)1LF, (a:), (b)][id, (af), (a:)]
]

[(8;), (OIS, ( i) (b5)][(af), (ai)]
=Q AP,

como queriamos demostrar.
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2.5.17 Cuando F es un e.v. de dimensién n, (a1,...,a,) y (a},...,a)) bases

de E, f € L(F) y ponemos

A=[f(a))] v A =[f (a})],

la relacién entre A y A’ es

(5) | A'=pP AP |

donde P = [(a}), (a;)], pues no se trata mas que de un caso particular de la férmula
(4) del parrafo precedente.

2.5.18 Sean A, A’ € M(n,m); decimos que A y A’ son matrices equivalentes
cuando

(eq) existen matrices cuadradas, P € M (n) y @ € M(m), inversibles
y tales que
A=QAP.

Fécilmente se prueba que la equivalencia asi definida en una relacién de equiva-
lencia en M (n,m).

2.5.19 Ejemplo. Dos matrices asociadas a una misma aplicacién lineal en dife-
rentes bases son equivalentes, como hemos visto en (2.5.16).

2.5.20 DEFINICION. Sea 4 € M (n,m); sus vectores columna (v. 2.2.12)
forman un sistema de n vectores de TK™; decimos que el rango de este sistema
de vectores (v. 1.5.9) es el rango de la matriz A, y lo representamos por rg A.
Evidentemente,

rgA<n y rgA<m,

puesto que, por una parte, se trata de un sistema de n vectores y, por otra, estos
vectores pertenecen a un espacio de dimensién m.

Mas adelante (v. 2.6.38) tendremos ocasién de probar que rg A es también el
rango del sistema formado por los m vectores fila de A (que son de TK™).

2.5.21 Ejemplo. El rango de la matriz

2 -1 3 4
1 0 1 1
A= 3 0 1 -1
0 2 1 2

de MR (4) es 3, pues vimos en (1.5.14) que el rango del sistema que forman sus
vectores columna es 3.
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2.5.22 PROPOSICION

a)Sean EF'y F' dose.v. de dimensionesny m, (a1,...,an) v (b1,...,bm)
bases de E'y E', f € L(E,E')y A=[f, (a;), (b;)]. Entonces

rgA=rgf.

b)Sea F un e.v. de dimensiénn, (a1,...,a,) unabasede F, (21,

S Zp)
un sistema de E'y A= [(21,...,2p), (a;)] (v. 2.5.6). Entonces

rg A=rg(r1,...,2p).

a) Si A =[], los vectores columna de A son

€1 = (Oz%, ’O/ln)
Cn ::(aka aagﬁa

por otra parte,

y, como vimos en (2.1.16), tenemos entonces

rg(er, ... en) =rg(flar), ..., flan));

pero el primer miembro es rg A y el segundo es rg f (v. 2.1.21).
b) La demostracién es idéntica a la anterior.

2.5.23 LEMA

Toda matriz A € M (n, m) de rango r es equivalente a la matriz n x m

1, 0 r
0 0 m—r
r n—r

definida por los bloques cuyo ‘tamano’ se indica.

Sea f € L(IK",TK™) la aplicacién lineal dada por A (v. 2.5.1), que serd de rango r.
Consideremos entonces una base

(ala"'aaTaaT-l-la"'an)
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de IK” tal que (@p41,. .., an) sea una base de Ker f. Sabemos que (f(a1),..., f(a,))
es una base de Tm f (v. 2.1.26). Ampliemos esta base hasta formar una base

(f(al), . .,f(ar),er, . ,bm)

de IK™. La matriz asociada a f en las bases de IK" y IK"™ que hemos formado asi

es justamente
I. | 0
oo |’

como se comprueba con facilidad. Por fin, como dos matrices asociadas a una
misma aplicacién lineal son equivalentes (v. 2.5.19), obtenemos la conclusién.

2.5.24 PROPOSICION

Sean A, A" € M(n,m); las propiedades que siguen son equivalentes:

(i) rgA=rgA’;
(ii) Ay A’ son equivalentes;
(iii) Ay A’ estdn asociadas (en distintas bases) a una misma

aplicacién lineal .

(i)=(ii). Sirg A = rg A’ = r, entonces Ay A’ son equivalentes a una misma matriz,
como resulta del lema precedente; en consecuencia, A y A’ son equivalentes.

(il)=(iii). Como A y A’ son equivalentes, entonces A’ = QAP, con P € M(n)
y @ € M(m) inversibles. Sea f € L(IK",TK™) la aplicacién lineal dada por A.
Existen bases (a1,...,a,) de IK™ y (b1,...,by) de IK™ tales que

P=[(a:) ()] vy Q7" =[(b;), (e;)],
como vimos en (2.5.12). Entonces
[f’ (ai)’ (bj)] = (Q_l)_l AP=QAP= A )

o sea, A’ estd tambiés asociada a f.
(iii)=(i). Si f es una aplicacién lineal a la que estdn asociadas tanto A como
A’ resulta que rg A =rg f =rg A’.

2.5.25 DEFINICION. Sean A, A’ € M (n) dos matrices cuadradas; decimos
que A y A’ son matrices semejantes cuando

(sm) existe una matriz cuadrada P € M(n), inversible y tal que
A'=pP7tAP.

La semejanza es una relacién de equivalencia en M (n).
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2.5.26 Ejemplo. Si f € L(F) con dimE = n # 0, dos matrices A = [f, (a;)] ¥
A" =1[f, (a})] asociadas a f (en una base distinta) son semejantes (v. 2.5.17).

2.5.27 Ejemplo. La tinica matriz semejante a una matriz escalar AT, (v. 2.4.28)
es ella misma. En particular, la inica matriz semejante a I, es ella misma.

2.5.28 Ejemplo. Dos matrices semejantes son equivalentes y tienen por lo tanto
el mismo rango. Sin embargo, las matrices de M(2)

ERIENEE

son ambas de rango 2, pero no son semejantes, como acabamos de ver en el ejemplo
precedente.

2.5.20 PROPOSICION

Sean A, A" € M(n); las propiedades que siguen son equivalentes:

(i) Ay A’ son semejantes

(ii) Ay A’ estdn asociadas (en distinta base) a un mismo endomorfismo.

El ejemplo (2.5.26) afirma que (ii)=-(i). TLa demostracién de (i)=(ii) sigue la
técnica empleada en (2.5.24) y no la repetiremos aqui.

2.5.30 La proposicién que sigue nos proporciona un primer criterio practico
para reconocer las matrices inversibles. Sin embargo, obtendremos otro ain mejor
en el capitulo siguiente (v. 3.2.18).

2.5.31 PROPOSICION

Sea A € M(n); las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es inversible;
(i) el endomorfismo f € L(IK") dado por A es un automorfismo;

(iiiy rgA=mn.

La equivalencia de (i) y (ii) es un caso particular de (2.4.26); la de (ii) y (iii) es
consecuencia de (2.1.24) y de que rg A =rg f .
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2.5.32 Sea A € M(n) una matriz cuadrada. Estamos ahora en condiciones de
probar la afirmacién que hicimos en (2.4.35) sobre la posibilidad de transformar A
en I, utilizando operaciones elementales.

Ya vimos que, si es posible transformar A en I,,, entonces A es inversible. Pro-
baremos ahora que, si A es inversible, entonces siempre es posible transformar A
en la matriz unidad mediante operaciones elementales.

Supongamos que A es inversible y llamemos a, . . ., a, a los vectores fila de A.
La matriz A" es también inversible y sus vectores columna son a, ..., a, ; como
rg A' =n  entonces (ay, ..., a,) es una base de IK”. Representemos por (eq, ..., e,)

la base candnica de IK”. Tendremos que

e1 = atay +a’ay + - -+ a’ay
para escalares a',a?,...,a” que no pueden ser todos nulos. Supongamos por
comodidad de la exposicién que o' # 0 (en todo caso esto siempre se puede
lograr cambiando la primera fila por otra de las filas). Entonces la secuencia de
operaciones elementales

1 2 n
floc afloi2a"'f10in

transforma a; en e;. Se obtiene asi una matriz en la que la primera fila ha sido
substituida por el vector e;. Como a; se puede despejar de la igualdad que propor-
cionaba ey , resulta que a; es combinacién lineal de (e1, as, ..., an); por lo tanto,
(e1,a0,...,a,) genera IK™ y es una base del espacio. A continuacidn,

es = ale; + a’as + - - + a”ay,

(los coeficientes o' no tiene nada que ver con los de antes). Necesariamente, alguno
de los a?,...,a™ es no nulo, pues ez & (e1); supondremos que a? # 0. Entonces
la secuencia de operaciones elementales

2 1 3 n
f2oc af;ilaf;iS""fZOin

transforma as en ey . Se obtiene asi una matriz donde las dos primeras filas han
sido substituidas por e; y es. El proceso continia de la misma manera y nos
lleva a reemplazar los vectores fila de A por ey, es,..., e, mediante operaciones
elementales, es decir, a obtener la matriz I, mediante dichas operaciones.

2.6 Dual de un espacio vectorial.

2.6.1 DEFINICION. Sea E un e.v. sobre IK. Ya sabemos que IK es un espacio
vectorial sobre si mismo (v. 1.1.2). Las aplicaciones lineales de £ en TK reciben el
nombre de formas lineales sobre E. El conjunto L(F,TK) de estas formas lineales,
con las operaciones definidas en (2.3.1), es un espacio vectorial sobre TK; recorde-
mos que, si f y g son formas lineales sobre /'y A € IK, entonces f 4+ ¢ y Af son
las formas lineales definidas para cada x € I por

(f+9)(x) = fx) +g(z),
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(Af) (@) = Af(z).

El espacio vectorial L(F,TK) se representa habitualmente por E* y recibe el nombre
de espacio dual de F.

Cuando se aborda este tema por vez primera, puede resultar dificil acostum-
brarse al hecho de que una forma lineal sobre E es, a la vez, una aplicacién (lineal)
de F en IK y un elemento del espacio vectorial E*. Este ultimo aspecto sera el que
consideremos ahora con mas frecuencia. Generalmente vamos a utilizar para los
elementos de E* notaciones como x*, y*
también por f, ¢, etc., particularmente cuando estudiemos una forma lineal aisla-

, etc., aunque a veces los representemos

damente. Nétese que, si x € F'y z* € EF*, x y #* no tendran en principio nada
que ver uno con el otro, aunque la letra x forme todo o parte de ambos simbolos.

El espacio vectorial E* = L(F,TK) admite a su vez un espacio dual £(F*, 1K)
que representaremos por E** y al que llamaremos bidual de E. Sus elementos,
para los que emplearemos a veces simbolos como z**, y**, etc., son formas lineales
sobre E*, o sea, aplicaciones lineales de E* en IK.

2.6.2 FEl cero de E* es la forma lineal

0:F = IK
r— 0

que envia todo vector de F al cero de IK.

Si E = {0}, entonces E* = {0} y E** = {0}.

2.6.3 Ejemplo. Si o, f € IK, la aplicacién f : IK? — IK dada por

flx,y) = ax+ By

es una forma lineal sobre IK?, o sea, un elemento de (IKZ)*

De manera mds general, si ' es un e.v. de dimensién n # 0y (ai,...,a,) una
base de F, cada elemento f € E* tiene asociada una matriz fila n x 1 en la base
(a1, ...,an) de E y la base candnica (1) de TK (el sistema de TK formado por el
vector 1). Si

[f’(ai)’(l)]: [al"'an]a

entonces, para todo # € F de coordenadas

r = (xl,...,x")(al),

se tlene
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2.6.4 Ejemplo.Si Fesunev. yz € F, la aplicacién
= K
f—= 1),

que hace corresponder a cada forma lineal f sobre F el escalar f(z), es una forma
lineal sobre E*, o sea, un elemento de E**.
bl bl

2.6.5 Sea Funewv. y f & E* Imf es un subespacio de IK, luego puede ser

de dimensién 0 (cuando Tm f = {0}) o 1 (cuando Tm f = IK). Cuando f = Og-,

entonces Im f = {0} ; cuando f # Og« , entonces Im f = IK y f es sobre.
Supongamos que F es de dimensién n #£ 0. Si f # 0g» , el subespacio de ¥

Ker f={x € F|f(x) =0}

es de dimensién n—1, o sea, lo que habfamos llamado un hiperplano de F (v. 1.5.5);
se dice que Ker f es el hiplerplano de ecuacién f(xz) = 0. Por otra parte, todo
hiperplano H de F admite una ecuacién de la forma f(z) = 0 con f € E*y

f # 0; para demostrar este hecho basta considerar una base (a1,...,an—1) de H
y completarla hasta obtener una base (a1,...,an_1,a,) de E; como existe una
forma f € E* tnica tal que

f(al):"':f(an—l):o y f(an)zl

(v. 2.1.6), entonces H = Ker f y H tiene por ecuacién f(z) = 0; ademds f # 0,

puesto que f(a,) # 0.
Sea H el hiperplano de F de ecuacién f(z) = 0. Si (a1,...,a,) es una base
de 'y

[f, (@), (1)] = [o1 ... )
(v. 2.6.3), entonces H es el conjunto de los vectores

r = (xl, . ..,x")(al)

de I tales que
a4 age® =0.

Nétese que, puesto que f # 0, los «; no son todos nulos.

2.6.6 Sea Funev.y E*sudual. Stz € Fy z* € E* ponemos

(x, ™)y = 2*(2) |,

es decir, representamos mediante el simbolo {x, 2*) el valor que la forma lineal z*
toma en el vector z, valor que es un escalar (un elemento de TK). El simbolo ( , )
recibe el nombre de ‘corchete de dualidad’. No hemos introducido ningin concepto
nuevo, sino una representaciéon distinta de algo que ya conociamos; el corchete de
dualidad permite hacer mas manejables ciertas formulas complicadas, de las que
encontraremos alguna al final de esta seccién.
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2.6.7 Ejemplo. Siendo z € E'y f € E* los del ejemplo (2.6.3), tenemos que
(x, f)=arz' + -+ az".

2.6.8 La aplicacién
Ex EF* - K

(z,2*) = (2, 2%)
recibe el nombre de forma bilineal candnica sobre E x E*. Esta aplicacién verifica
las propiedades siguientes:
(dl1)
(d12)
(d13)
(d14)

Ve,y e B)(Va* € E*) (z+y, 2"y = (z,2") + (y, %),
Ve € BY(Ve*,y* € E*) (e, 2" +y*) = (v, ") + (2, y"),
VA eIK)(Ve € E)(Ve* € B*) Az, z*) = X{
VA eK)(Ve € EY(Va* € F*)  (x, e™) = A&,

o~ o —~ —

En efecto, (dl1) y (dl3) no dicen mdas que los elementos z* de E* son formas
lineales, y (d12) y (dl4) son las definiciones de la suma y del producto externo
(producto por un escalar) de E*. Veremos en el capitulo siguiente que las aplica-
ciones que cumplen cuatro propiedades como las anteriores se llaman bilineales.

2.6.9 Si en la forma bilineal canénica consideramos fijo un vector = de F, la
aplicacién que resulta

Er - K

z* = (x,x%)
es lineal, como consecuencia de (d12) y (dl4) o sea, es una forma lineal sobre E*
y por tanto un elemento de E**; vamos a denotarla por . Se tiene, pues, para
todo x* € E* que

z(z") = (x, ") = " (x) .
Obsérvese que # es el elemento de E** que obteniamos en el ejemplo (2.6.4).
Podemos considerar ahora la aplicacién de F en E** que envia cada z € F al

correspondiente elemento  de E** obteniendo el resultado que sigue.

2.6.10 PROPOSICION

Sea E un e.v.; la aplicacién

E — E**
r— T

que envia cada © € F al elemento & € E** definido por
(Ve" € E*) z(2") = (z,2")

es una aplicacién lineal. Esta aplicaciéon recibe el nombre de homomor-
fismo canénico de F en E**.

En efecto, las propiedades (In1) y (In2) de (1.1.10) son justamente (d11) y (d13).
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2.6.11 Supongamos ahora que F es un espacio vectorial de dimensién n # 0 y

que (ai,...,an) es una base de F. La proposicién (2.1.6) nos asegura que, fijados n
escalares aq, ..., ay, , existe una forma lineal x* € F* unica que verifica
*
<Cll,l‘>—OZZ', Z_1a2a ,

y envia cada vector

de E al escalar

= ozt + 4 ™.

2.6.12  Si fijamos los escalares
ar=0...,y=1...,0, =0
y designamos por a*' la forma que verifica
(ar,a*y =0,... (a;,a™y=1,... (an,a™) =0,

entonces, para cada vector

de I/, se tiene
<:E’ a*l> — xl ,

es decir, a* envia el vector  a su coordenada niimero i en la base (a1, ...,a,).
Decimos que a* es la forma coordenada nimero i (respecto de la base (ay, ..., a,)).

Las n formas coordenadas que se definen de esta manera se caracterizan di-
ciendo que (a;, a*") es 1 cuando i = j y es 0 cuando i # j, o mejor atin

<aj’ a*i> = 6%7 )

donde (5‘3 es la delta de Kronecker cuyo significado explicamos en (2.4.16).
La matriz de a* en las bases (ai,...,a,) de E y la base canénica de IK es
[0...1...0], o sea, el correspondiente elemento de la base candnica de M (n, 1).
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2.6.13 TEOREMA

Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (a1,...,an) una base de E. Las
formas coordenadas a** € E* definidas por

<aj’ a*i> = 6;7

forman una base de E*. La base (a*!,...,a*") recibe el nombre de
base dual de la base (ay,...,a,) de E. Por lo tanto

dimFE* =dim F .

Siz* € By 2 = (ai1,...,an)(a+), la matriz de z* en la base
(a1,...,an) de E y la base candnica de TK es

[z*, (a;),(1)] = [a1...an].
Ademds, si x € EF'y z* € E*, con

r=(x'. c® )@y T = (o an)(aey

entonces
(z,z") = 2lag+ -+ 2%, .

Por el isomorfismo
E*=L(F,K) - M(n,1)
" — 27, (@), (1)],
se corresponden con los elementos E} de la base cané-

nica de M(n, 1), luego, aplicando (1.4.37), resulta que forman una base de E*.
Las restantes afirmaciones se deducen facilmente.

las formas coordenadas a*”

2.6.14 COROLARIO

Sea E un e.v. de dimensién finitay € E. Si todo elemento de E* se
anula en x, es decir, si

(Ver e E*) {(x,2") =0,

entonces ©r = 0.

Si F = {0}, el resultado es claro; si ese no es el caso, sea (ai,...,a,) una base de
Ey (a*,...,a*) la base dual. Si
r=(x',.. ) @)
entonces, como '
(Vi) (z,a™)=0,
resulta que '
(Vi) 2'=0,

o sea, que z = 0.
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2.6.15 Fl resultado precedente es cierto aunque E no tenga dimensién finita.
Sin embargo, nosotros carecemos de argumentos para demostrarlo en ese caso.

2.6.16 Sea F un ewv. de dimensién n # 0, (a1,...,a,) una base de F y
(a*!, ..., a*") la base dual. Si 2* € E* y

* _
' = (a1, .. ) (e
entonces para cada ¢t =1,2,...,n

<aia l‘*> = Qg ,

es decir, a; envia toda forma z* € FE* a su coordenada nimero ¢ en la base
*1 *N
(a*'y ... a*™).

2.6.17 TEOREMA

Si F es un e.v. de dimensién finita, el homomorfismo canénico

E — E**
r— T

(v. 2.6.10) es un isomorfismo.

Veamos, en primer lugar, que es una aplicacién inyectiva. Si & = Og+« , entonces
(Ve* e E*) #(2") =0,

es decir
(Ve* e B*) (z,2*)y=0

y entonces = 0 (v. 2.6.14). El nicleo de la aplicacién se reduce a {0} y esto
significa (v. 2.1.11) que la aplicacién es inyectiva.
Por otro lado
dim F** =dim EF* =dim F

luego (v. 2.1.24) la aplicacién es un isomorfismo.

2.6.18 COROLARIO

Sea E un e.v. de dimensién n # 0, F* su dual y (a*!',...,a*") una

base de E*. Existe una base (a1,...,a,) de E tal que su base dual es
(a*t, ... a*").

Consideremos en E** la base dual de (a*!, ..., a*?), o sea, el sistema (uq, ..., u,
b b b b b b

de E** tal que ' '
Vi, j) wj(a™)=47.

(3
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Por el teorema anterior, existen ay,...,a, € F (iinicos) tales que
a; =u;, j=1,2,...,n
Entonces (aq,...,an) es una base de F'y

(Vi,j) (aj,a*"y = u;(a’) = &7,

luego (a*!, ..., a*") es la base dual de (a1, ..., a,).

2.6.19 Ejemplo. Consideremos el espacio IK" y la base candnica (eq, ..., ey);
la base dual de esta, (e*!,...,e*"), la constituyen las formas sobre IK" dadas por
e K" — K

(1, ... 2") — 2t

También es frecuente representar e*! por 7; y llamarle ‘proyeccién ntiimero ¢ de IK™’.

La proyeccién m; envia, pues, cada elemento (z', ..., z") de IK" a su componente
niamero 7, x'.
Vamos a representar por (o, ..., a,)* el elemento de (IK")*
(@1, o) (my) -

Es una manera de identificar (TK™)* con TK". Con esta notacién,
mi=(0,...,1,...,0)",

donde 1 ocupa el lugar nimero <.
Como hemos visto en (2.6.13), se verifica

(' .. 2™, (a1, an)) =2lar + -+ 2",

Esta férmula recordard a quienes lo conozcan un producto escalar, lo que no es
extrano puesto que, en un espacio de dimensién finita con producto escalar, cada
vector se puede identificar, mediante una férmula como la precedente, con una
forma lineal.

2.6.20 Sea F un e.v., F/ un e.v. de dimensién m # 0y (b1,...,by) una base
de E'. Si f1, fa, ..., fm € E* son formas lineales sobre E, entonces la aplicacién

E - B
= fi(z)br 4+ F fn(2)bm

es una aplicacion lineal.
Reciprocamente, cualquier aplicacién lineal

f:E—FE
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se puede construir de esa manera. En efecto, siendo (b*!, ... b*™) la base dual de
la (b1,...,bn), las aplicaciones compuestas f; = 6" o f
JolEiy S
b*iof
con j=1,2,...,n, son formas lineales sobre I, y como

f(x) = (b*1 o f(x),....0"" o f(®) ),

resulta que

f(z) = fi(x)bi + -+ frn(z)bim

2.6.21 Ejemplo. Sea F un e.v. de dimensién n # 0, (a1, ..., a,) una base de ¥/

y (a*!,...,a*") la base dual. Escogiendo r formas coordenadas a*'1, ... a** (con
i1, .. 0 € {1,2,...,n}), la aplicacién
I E — K"
(z, ..., ") (ay) — (zhr, ... 2ir)

es una aplicacion lineal, pues envia a cada r € I/ a
f(x) =a*(x)er + -+ a™r(x)e,

donde (ey,...,e,) es la base canénica de TK".

2.6.22 DEFINICION. Sea F un e.v. y E* su dual. Sean z € E y 2* € E*;
cuando {z,z*) = 0, decimos que x y £* son ortogonales.
Si A C E (A no es necesariamente un subespacio), el subconjunto de E*

At ={z* € F*|(Vz € A) (x,2*) =0},

formado por los elementos z* de E* que son ortogonales a todos los elementos de
A, es un subespacio de E*; decimos que es el subespacio ortogonal a A.
Anélogamente, si A* C E*, el subconjunto de

At ={x e B|(Vz* € A*) (x,2%) =0}

es un subespacio de F; decimos que es el subespacio ortogonal a A*.

2.6.23 Ejemplo. Si z* € E*, entonces

{2*}t = Kerz* .
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2.6.24 Ejemplo. Es fécil probar que
Bt ={0g-}, {0m}*=FE" y {0m}'=FE.
También es cierto que
E* = {0g},

aunque nosotros no tenemos argumentos para demostrarlo en el caso general.
Cuando F es de dimensién finita, este resultado es una consecuencia sencilla

de (2.6.14).

2.6.25 Ejemplo. Con las notaciones del ejemplo (2.6.19), si consideramos el
subconjunto de TR?

A= {(1’ 1, 0)} )

resulta que
AJ_ = {(alaQZaa3)* € (RS)* |O[1 + as = 0} .

2.6.26 PROPOSICION

Sea FE un e.v. de dimensién finita.

a) Si F' es un subespacio de F, entonces

dim F+ =dim E —dim F.

b) Si F* es un subespacio de E*, entonces

dim F*t = dim E* — dim F* .

a) Si F' = {0} o F = FE, el resultado es obvio aplicando (2.6.24). Supongamos
entonces que I’ es un subespacio propio de F; llamemos p a la dimensién de F

ynalade Ey E*. Sea (ai,...,a,) una base de F'y (a1,...,ap, aps1,...,0)
una base de E que prolonga dicha base de F'; consideremos ademas la base dual
(a*t, ... a*P a*P*l ... a*™). Veamos que

FL=(a*r*t . ™)

lo que terminard la demostracién, puesto que entonces
dmFt=n—p=dimF —dimF.

En primer lugar
Pt a e FL

yva que, si @ € F'| entonces

r==z'ay + -+ 2Pa,,



88 2. Aplicaciones lineales y matrices

luego
<l"a*p+1> = x1<a1’a*p+1> 44 xp<ap,a*p+1> =0

y lo mismo ocurre para a*?+2 ... a*".
Ademds, si * € Fly
* *1 * * 1 *7

" =a1a” 4 apd +appia L Y A

como x* verifica en particular que
* — * — — * —
<Cl1,l‘ >—<02,$ >_ "'—<apax >_0a
resulta que
ap=ag=---=a, =0,

o sea,
* *p+1 *7
T = Qpi1a + -+ ana

y esto significa entonces que
FL=(aP* . a™).

b) También esta parte es evidente si F'* = {0} o F* = E*. Supongamos
entonces que F* es un subespacio propio de E* y pongamos p = dim F* y n =
dim E = dim E*. Consideremos entonces una base (a*!, ... a**) de F* y una base
(a*t, ... a*? a*P*l ... a*™) de E* que prolonga aquella. Esta base de E* es la
base dual de una base (ai,...,ap, @pt1,...,a,) de E (v. 2.6.18). Se prueba como
en el apartado anterior que

Frt = (dpt1,-.-,Cn)

v que esto termina la demostracion.

2.6.27 DEFINICION. Sea £ y E’ dos e.v. sobre IK y E* y E'* sus duales;
sea f € L(F, E'"). Vamos a definir entonces una aplicacién de E'* en E*.

Para cada una de las formas y* € E'*, podemos considerar la aplicacién com-
puesta y* o f

y*of

que sera una forma lineal sobre F, por ser compuesta de dos aplicaciones lineales;
es decir, y* o f € I*.
La aplicaciéon
E™* — E*
yo = ytolf,
que envia cada forma y* € E'* a la forma y* o f de E*, recibe el nombre de
traspuesta de f y se representa por f¢. Se tiene, pues, que

(Vy" € ") f(y )=y of.
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2.6.28 Ejemplo. Para la aplicacién idéntica, idg , de un e.v. E, la traspuesta

idy « B* — E*
envia cada forma y* € F* a la forma

idy(y*) = y* oidp = y* .

Entonces
2.6.29 La igualdad

ffly )=y of
significa que, para todo vector z de F,

([ (")) =y o fl2) = y" (f(2)) = (f(x), 7).

La expresion

(Vo € E)(Vy" € B™) (x,f'(y")) = {[(2),v")

es la que permite manejar f* con mayor sencillez. Obsérvese que el corchete de
dualidad que aparece en el primer miembro se refiere a F/' 'y E*, mientras que el
del segundo miembro se refiere a E' y E'*.

2.6.30 PROPOSICION

Sea f € L(F,FE"), donde E'y E' son e.v. sobre IK, y
ftE* — B

su aplicacién traspuesta. Entonces f! es una aplicacién lineal, es decir,

ft c [,(E/*,E*).

Tenemos que probar que, si y*,2* € F’* y A € IK, se cumplen las dos igualdades
Flr+2) =)+ 1127,
POy =M y).
En el primer caso, lo que figura en ambos miembros son elementos de £*| es decir,
aplicaciones de I/ en IK. Para probar que coinciden habrd que comprobar que

(Ve e B) (x, f'(y" +27) = (o, f{(y) + [ (7))
Para todo » € I,

(o, f'(y" +27)) = (f(2),y" +47)
= (f(2),y") + {f(2),2")
= (&, S (") + (&, F1(27))
= (o, f'(y") + F1(7)),

lo que demuestra la igualdad.
La segunda igualdad se prueba haciendo el mismo razonamiento.
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2.6.31 Ejemplo. Volvemos a utilizar las notaciones del ejemplo (2.6.19). Sea
f: IK® — IK? una aplicacién lineal; la aplicacién traspuesta

ffo (K%)= (K%
envia cada elemento (o, 3)* € (IK?)* al elemento f*( (a, 8)*) de (IK*)* que verifica
(V(2,5,2) € K?) ((2,9,2), /(2. 8)")) = (f(2, 9. 2), (@, B)").
Si, por ejemplo, f viene dada por
[y, z)=(x+2z,y+2),

entonces, para todo (z,y, z) € IK?,

((z,y,2), F((a,8)7)) = (flz,y,2), (2, B)7)
(z+yy+2),(a,0)7)
(x4 2)a+ (y+2)8
za+yB+z(a+ B)
((x,y,2), (e, 8,0+ B)7)

es decir

(o)) = (. B0+ 8)".

2.6.32 PROPOSICION

Sea f € L(E,E'), donde E y E’ son e.v. sobre IK; sea f' € L(E"*, E*)
su traspuesta. Ker f! es un subespacio de E’*; también lo es (Im f)*,
puesto que Im f es un subespacio de E’. Se tiene que

(Tm )+ = Ker f*.

En efecto,

(Im )t = {y* € E”|(Vyelmf) (y,y")=0
{y e B"|(Vz e B) (f(z),y"

{y" e E*|(Ve € E) (x, f'(y")) =0}
{y* € E"|f'(y*)) = 0}

= Ker ft .
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2.6.33 COROLARIO

Sean F y E’ dos e.v. sobre IK, ambos de dimensién finita; sea f €
L(E,E') y f' su traspuesta. Entonces

rg fl=rgf.

Utilizando los resultados que se indican al margen, tenemos las sucesivas igualdades

rg ft = dim E’* — dim Ker f* (v. 2.1.20)
= dim F’ — dimKer f* (v. 2.6.13)
= dim B’ — dim(Im f)* (v. 2.6.32)
= dim £’ — (dim E’ — dimTm f) (v. 2.6.26)
= dimIm f
=rgf.

2.6.34 PROPOSICION

Sean F y F' dos e.v. de dimensiones n # 0y m # 0, (ai,...,a,)
una base de E'y (a*!,... a*") la correspondiente base dual de E*,
(b1,...,by) una base de E' y (b*! ... b*™) la correspondiente base
dual de E'™*. Sea f € L(E,E') y f' € L(E™, E*) su traspuesta. Se
cumple la siguiente relacién entre las matrices asociadas (v. 2.2.17) a f
y [

L7, (679), (a*)] = [f, (@), (5]

Pongamos [f, (a;), (b;)] = [o?] y [f*, (0*7), (a*)] = [#]. Si1 <i<nyl1<j<m,
aplicando la férmula de (2.6.29) tenemos que

(ai, f1()) = (f(ai), b*7).
El escalar (f(a;),b*) es la coordenada niimero j en la base (by, .. ., by) del vector

flai) (v. 2.6.12), o sea, oz‘g. El escalar (a;, ff(b*7)) es la coordenada nimero i en
la base (a*!...,a*") de la forma f!(b*/) (v. 2.6.16), o sea, ﬁ; Resulta pues que

(Vi,j) Bi=oal,

y por lo tanto la conclusién.
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2.6.35 Ejemplo. En el ejemplo (2.6.31), la matriz asociada a f' en las bases
duales de las candnicas es

bl

=N

0
1
1
justamente la traspuesta de la matriz

1 0 1

0 1 1 |”
asociada a f y a las bases canénicas de IK? y TKZ.

2.6.36 COROLARIO

Sea F un ev. de dimensién n # 0, (a1,...,a,) y (af,...,a},) dos
bases de E'y (a*!,... a*")y (a’*!, ..., a’*") las correspondientes bases
duales de E*. Se cumple la siguiente relacién entre las matrices de
cambio de bases de F'y E*:

[(a""), (a™)]

—
—
—_
=)
[
N
—_
=)
ST
N
Pt}
~
N
|
—

En efecto, si tenemos en cuenta que idgs = id% (v. 2.6.28), entonces, apli-
cando (2.5.11) y la proposicién precedente,

[(a"7), (a*)] =

[
= [
= (i
= (

2.6.37 PROPOSICION

Sea A € M(n,m)y A" € M(m,n) su traspuesta; entonces
rg Al =g A.

Designemos por f la aplicacién lineal f: IK" — IK™ dada por A (v. 2.5.1), para
la cual

A=1[f, (6i)’ (3)] )
siendo (e1,...,en) y (€1,...,8m) las bases candnicas de IK™ y IK™. Para su tras-
puesta, f': (IK™)* — (IK")*, tenemos

At — [ft, (g*j)’ (6*2] )
Utilizando (2.6.33) y (2.5.22), resulta que

rg Al =rgfl =rgf=1gA.
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2.6.38 Como los vectores columna de A’ son los vectores fila de A, el resultado
precedente significa que el rango de A, es decir, el rango del sistema formado
por sus n vectores columna, es también el rango del sistema formado por sus m
vectores fila.

2.6.39 Nota. El lector se puede sentir abrumado por la diversidad de notaciones
empleadas en este capitulo, sobre todo en lo que se refiere a la representacién de
las distintas matrices que aparecen en el texto. Lo esencial no es sin embargo el
conocimiento de estas notaciones, sino el manejo de los conceptos que encierran;
éste se adquiere cuando se resuelven bastantes problemas, de éste o de otros libros.
Evidentemente, cualquier notacién es arbitraria y se puede substituir por otra,
siempre que quede bien claro cudl es el objeto que se representa. Las bases son
sin duda un instrumento eficaz en el tratamiento de los espacios vectoriales de
dimensién finita, pero también llevan a notaciones mas complejas al tener que
figurar sistematicamente en ellas; | no hay beneficio sin servidumbre!
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2.

Aplicaciones lineales y matrices



Capitulo 3

Determinantes.

Solamente resultara novedosa para el lector la introduccién del determinante como forma
n-lineal alternada, basada en el teorema 3.1.25, que le exigird sin duda un cierto esfuerzo.
Se emplea con profusién el simbolo Z, cuyo manejo hemos explicado en 1.1.7. Llegado
el caso, razénese, empleando los argumentos que alli expusimos, que se utiliza correcta-
mente.

3.1 Formas n-lineales alternadas.

3.1.1 Si . .
o} o} o) 030

A= al ol y B=| ai a3 a3

1 2 3 3 3

@y oy Qg

son matrices A € M(2) y B € M(3), se suele escribir

_ 12 2 1
det A = ajas — ajasy,

det B = a%a%ag + a%a‘;’aé + a?a%a% — a%a‘;’ag — a%a%ag — a?a%aé .
det A y det B son elementos del cuerpo IK; se dice que son los ‘determinantes’ de
las matrices A y B. Esto serd, sin duda, familiar para el lector.

En la expresion que nos permite calcular det A figuran dos términos, cada uno
de ellos producto de dos elementos de A; si observamos los indices superiores (de
fila) de los elementos de estos términos, vemos que constituyen las dos permuta-
ciones (1,2) y (2,1) del conjunto {1,2} y que el término precedido del signo ‘-’
corresponde a la permutacién impar.

Obsérvese que sucede lo mismo en la expresion de det B, donde aparecen las 6
permutaciones del conjunto {1, 2,3}, con el mismo criterio de la paridad a la hora
de anteponer el signo ‘=’ a los tres ultimos términos.

Vamos a mantener el mismo criterio para definir el determinante de una matriz
A = [a]] € M(n); este determinante sera una suma de n! términos (recuérdese
que n! es el numero de elementos de Gy, ), todos ellos de la forma

) o))

95
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donde p € G, y €(p) es la paridad de p.

3.1.2  Sixz; = (xl,2]) y 22 = (2}, 23) son dos vectores de IK?, podemos poner
1,1
T oz
det =det | "1 "3 1.
et(x1, 22) e [ SN ]

Se verifican entonces las siguientes propiedades que el lector probablemente cono-
cera:

(a) det(zy + 2, 22) = det(xq, 22) + det (2], z2),
(b)  det(zy, 2 + 24) = det(zy, 22) + det(x1, 25)
()  det(Azy,x2) = Adet(z1, z2),
(d)  det(zy, Azs) = Adet(zy, 2a) .

(Se suele decir que la aplicacién

det : TK? x K? — K
(21, 22) — det(x1,22)

es una forma bilineal.) Ademds, si z € IK?, se tiene que
() det(z,2)=0.

(Se dice entonces que la forma bilineal ‘det’ es alternada.) Finalmente, si (eq, es)
es la base candnica de IK?,

(1) det(er, es) = det [é ﬂ — 1.

Lo mismo podemos decir de la aplicacién
det : TK? x TK® x TK* — K
(21,2, 23) — det(z1, 22, 23)
: — (] .2 .3 — (] 22 .3 — (]l 22 .3
definida, con z1 = (z1, 27, 27), 22 = (x4, 23, 25) vy €3 = (23, £3, ¥3), por
o1 1
Ty Ly T3
det(z1, 29, 23) = det | 2} 2% 23
3 .3 3
Ty Ty T3
Las cuatro primeras propiedades se convierten en este caso en seis. La propiedad
() se convierte en
1 =202 =x30x3 =23 = det(xy,22,25) =0.

También vamos a generalizar esta nocién de determinante. Si F es un e.v. de
dimensién n # 0y (a1,...,a,) una base de F, el determinante relativo a dicha
base serd una aplicacién

Ex - xFE —1IK
(1, mn) = detig)(x1,. .., 2n)

que verificara propiedades analogas a las que acabamos de ver. Demostraremos
que existe una aplicacion de estas caracteristicas y que ademads es unica.
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3.1.3 DEFINICION. Sea F un e.v. sobre un cuerpo conmutativo IK; consi-
deremos el producto cartesiano E” de F por si mismo n veces. Los elementos de
E™ son los sistemas (21,...,2,) de n vectores de F (v. 1.2.11). No nos interesa-
mos aqui por la estructura de e.v. producto de E™ (v. 1.2.1), sino que haremos
intervenir inicamente la estructura de e.v. de E.

Sea
I Er = K
(1, . xn) = fleg,. . ep)
una aplicacién que hace corresponder a cada sistema (#1,...,2,) de n vectores

de F un elemento de IK. Decimos que f es una forma n-lineal sobre F si, para
cada indice i = 1,...,n, se verifica

(n-Inl) f(oy,...,¢;+2}, ... 2,) =

(n-In2) floy, ... Az, .. en) = Af(21, o @i, 20)

cualesquiera que sean A € Ky zq,... 2, 2},...,25 € F.

La definicién precedente exige, pues, el cumplimiento de dos propiedades para
cada uno de los indices ¢ = 1,...,n, es decir, de un total de 2n propiedades.
Compdrese esta definicién con la de aplicacién lineal (v. 1.1.10); las relaciones

entre ambas se explican en (3.1.11) y (3.1.5).

3.1.4 Ejemplo. Las dos aplicaciones representadas por det en (3.1.2) son, la
primera, una forma 2-lineal, y la segunda, una forma 3-lineal.

3.1.5 Ejemplo. Las formas lineales sobre F, o sea, las aplicaciones lineales de
FE en IK, son justamente las formas 1-lineales sobre F.

3.1.6 Ejemplo. Una aplicacién

f: E? 5 K

(xla $2) — f(xla $2)

es una forma 2-lineal, o mejor una forma bilineal, cuando verifica las 4 (= 2 x 2)
propiedades siguientes:

(Vaei,2h, 20 € E)  f(og 4+ 2, 20) = f(21,22) + f(2], 22),
(Voy, 20,24 € E)  f(xr, 20+ 2%) = f(2r, 22) + f(21,25),
(VA € IK)(Vl‘l, To € E) f(Al‘l, l‘z) = Af(l‘l, l‘z) ,
(VA € IK)(Vl‘l, To € E) f(l‘l, Al‘z) = Af(l‘l, l‘z) .
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3.1.7 Ejemplo. Laforma bilineal canénica de (2.6.8) cumple cuatro propiedades
como las precedentes (de ahi su nombre), aunque el conjunto de partida no sea
E? = E x E, sino E x E*. La definicién (3.1.3) se extiende sin cambios al caso de
aplicaciones

fiEixFEyx - -xE, > E,

donde FEy, Fa, ..., E,, E’ son espacios vectoriales cualesquiera (sobre el mismo
cuerpo), dando lugar a lo que se llama ‘aplicaciones n-lineales’; prescindiremos
del estudio general de este tipo de aplicaciones, que no necesitaremos utilizar en
el presente libro, excepcién hecha de la forma bilineal canénica.

3.1.8 Ejemplo. Las aplicaciones
f,9,h: R* xR* > IR

definidas por
f(@,y), (@) = 22’ +yy',
g((z,9), (2", y)) = ay' —yz’,
h((x,y), (&', y)) = 22y + ya',
son formas bilineales sobre TR?, como se comprueba de forma conceptualmente

sencilla (aunque laboriosa). La segunda, g, es la que en (3.1.2) representdbamos
por det.

3.1.9 Ejemplo. Una forma n-lineal

fr " - K

(1, xn) = fleg,. . ep)

es una aplicacién de n ‘variables’. Si F = IK™, cada una de las variables x; posee
a su vez m componentes; de manera mas general, si ¥ es un e.v. de dimensién m
y (a1,...,am) una base de F, cada variable x; posee m coordenadas en la base
(a1, ...,am). En el ejemplo precedente, n = m = 2; de hecho, las formas que
nos interesan en el presente capitulo son las formas n-lineales sobre un espacio de
dimensién n, puesto que las aplicaciones det son, como vimos en (3.1.2) de este
tipo.

3.1.10 Ejemplo. Sea
f: E? 5 K
(l‘l,l‘z) — f($1ax2)

una forma bilineal sobre E. Entonces

fler + 2y, 2o+ 2h) = fler, xo+ 25) + fa], 22+ 5)
= f(z1,22) + f(21, 2h) + f(2], 22) + f(2), 25);
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es decir, si las dos variables consisten en la suma de dos vectores, la imagen
podemos ponerla como suma de 4 (= 2 x 2) escalares. De manera mds general, si

I Er = K
(1, . xn) = fleg,. . ep)
es una forma n-lineal y cada uno de los vectores z; es suma de k; vectores, entonces

f(z1, ..., 2,) es unasuma de ky X kg X - - - X ky, escalares de la forma f(z], ..., z}),
donde cada 2} es uno de los vectores cuya suma constituye ;.

3.1.11  Si
e B o K
(1, . xn) = fleg,. . ep)
es una forma n-lineal sobre F| las propiedades (n-In1) y (n-In2) de (3.1.3) signifi-

can que, cuando fijamos n—1 vectores x1, ..., %i—1, Zit1, ..., Ty de I, la aplicacién
separada de una variable

F - IK
v = fler, ..., 21,2, 240, ..., Ln)

que resulta, es una forma lineal sobre F, o sea, un elemento de E*.

3.1.12 Ejemplo. Si en la aplicacién
f:R?xR* > R
de (3.1.8) hacemos (2',y') = (2,—1), la aplicacién separada que queda,

IR? —» IR
(z,y) = 22—y,

es una forma lineal sobre IRZ.

3.1.13  Representamos por L, (F,TK) el conjunto de las formas n-lineales so-
bre F. La aplicacién
0: =5 K
(Z1,...,2n) = 0,

que envia todo sistema de F al 0 de IK, es claramente n-lineal, o sea, un elemento
de L, (F,TK).

L, (E,TK) es un subconjunto del e.v. F(E™,IK) de todas las aplicaciones del
conjunto E™ en TK (v. 1.1.3); ademds £, (F,TK) es un subespacio de dicho espacio.
Entonces £, (F,TK) es un espacio vectorial cuyas operaciones son las inducidas por



100 3. Determinantes

las de F(E™,IK). Si f,g9 € Ln(F,IK) y A € K, recordemos que f+ g y Af vienen
dadas para cada sistema (z1,...,2,) de F por

(f+9)(er,...,en) = fler,..,xn) + gz, ..o 20),
Az, 2n) = Af(®1, ..o o).
El cero del e.v. L,(F,K) es la forma n-lineal 0 que hemos visto antes. Si

f € L,(E,TK), su opuesto para la suma es la forma n-lineal —f, que en cada
sistema (21,...,2,) de E vale

(—f)(l‘l,...,l‘n) :_f(xla"~a$n)~

3.1.14 Ejemplo. Para n = 1, el e.v. £1(E,TK) es justamente el dual de E|
E* = L(F,IK), puesto que las formas 1-lineales sobre E son las formas lineales

(v. 3.1.5).

3.1.15 Sea
e B - K
(1, xn) = fleg,. . ep)

una forma n-lineal sobre E. Vamos a estudiar la relacién que existe entre la imagen
fx1,..., x,) de un sistema (x1,...,2,) de E y la imagen f(xp1),...,2pn)) de
una permutacion (1), ..., Tp(n)) del mismo sistema (donde p € Gy ) es una
permutacién de {1,2,...,n

Para las formas bilineales de (3.1.8) tenemos, por ejemplo,

f((l’l)’(o’l)) :f((O,l),(l,l)),
g( (1’ 1)’ (0’ 1)): _g( (0’ 1)’ (1’ 1))a

y lo mismo ocurre tomando dos vectores cualesquiera de TR?; sin embargo, no
existen relaciones de este tipo para h. Ademas

g( (l‘ay)a(l‘,y)) =0

cualquiera que sea el vector (z,y) € IR?.

3.1.16 DEFINICION. Sea f € L,(E,TK) una forma n-lineal; recordemos que
G, representa el conjunto de las permutaciones del conjunto {1,2,...,n}.
Decimos que f es simétrica cuando

(sim) (Vaq,...,2, € E)(Vp € Gy)
J(epry, o ®py) = flor, .. 20)
Decimos que f es antisiméitrica cuando
(ant) (Vai,...,2, € E)(Vp € Gy)
J(xp1y, - pmy) = e(p) fz1, ... 20),

donde ¢(p) representa la paridad de la permutacién p.
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Decimos que f es alternada cuando

(alt) i£jyxi=2; = flzi,...,2,...,25,...,2,) =0,
es decir cuando f vale 0 en los sistemas de E que tienen dos vectores
iguales.

3.1.17 Las definiciones precedentes toman una expresion particularmente sen-
cilla en el caso n = 2 (o sea, para las formas bilineales). Teniendo en cuenta que
(2 sdlo posee dos elementos, (1,2) y (2,1), que el primero de ellos es la identidad
y que el segundo es una permutacién impar, resulta que, si f € L2(F,IK) es una
forma bilineal sobre E, entonces f es simétrica cuando

(sim) (Vey, 20 € F)  flro,21) = f(21,22),
v que f es antisimétrica cuando

(ant) (Vaxy,20 € E)  f(ea,21) = —f(21, 22) .
Por otra parte, f es alternada cuando

(alt) (VeeE) f(z,z)=0.

3.1.18 Ejemplo. De las formas bilineales del ejemplo (3.1.8), f es simétrica y
g es antisimétrica y alternada. h no es ni simétrica, ni antisimétrica, ni alternada.

3.1.19 Ejemplo. Las formas det de (3.1.2) son antisimétricas y alternadas.

3.1.20 Ejemplo. La forma0 (v. 3.1.13) de £, (F,TK) es simétrica, antisimétrica
y alternada.

3.1.21 PROPOSICION

Sea E un e.v. sobre IK.
a) Toda forma f n-lineal alternada sobre F es antisimétrica.

b) Si TK no es de caracteristica 2, toda forma f n-lineal antisimétrica
sobre F es alternada.

a) Supongamos que f : E" — IK es una forma alternada. Sea 7 € G, una
trasposicién y sean iy j los elementos que intercambia; sea (21, ..., #,) un sistema
de FE. Poniendo el vector x; + x; en los lugares ¢ y j, por ser f alternada se tiene

0= fler,.. .,z ..., 0 +25,...,2)

= fler, . oow oz, en) + fle, oz, )
+f(er, ey, en) (e, g, B, )
= fler, .. x .z, mn) e, B )

= f(l‘l,...,l‘i,...,l‘j,...,l‘n)—I—f(l‘,-(l),...,1‘7-(2'),...,l‘T(j),...,l‘T(n))
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y por lo tanto, para la trasposicién T,
Jery, o Xrny) = =F(x1, o mn) = e(T) flor, .., 20),
Sea ahora p € (G,, una permutacién cualquiera; sabemos que
p=T0---0T9 0T,
donde 71,79, ..., 7 son [ trasposiciones de (G,,; también sabemos que
e(p) =¢e(n)---e(m)e(m).

Aplicando entonces lo que acabamos de demostrar,

f(xp(l)a sy xp(n)) = f(x7'10~~~o7'207'1(1)a sy xrlo~~~072071(n))

= E(Tl) f(x71_10~~07'207'1(1)a ceey x71_10~~~072071(n))

= e(n) () f(Zr ), Trn))
= ¢e(n)--e(r)e(m)f(xr, ... 2n)
= e(p)flz1,...,2p),

lo que demuestra que f es antisimétrica.

b) Supongamos que f: E™ = K es una forma antisimétrica. Sea (21, ..., 2p)
un sistema de F tal que para cierta pareja de indices, ¢ y j, con ¢ # j, se tiene
x; = x;; si representamos por 7 la trasposicién que intercambia ¢ con j,

TL=Tr(1), e T = Tr(i)y ooy T = Tr(j)s -y Tn = Tr(n)
(ya que z; = z;) luego
Jlery, o Trmy) = fl1, o 20)
Pero, como f es antisimétrica y ¢(7) = —1, tenemos por otro lado
f(xT(l), el l‘T(n)) =—f(x1,...,2p)
y resulta entonces que
fler, oo mn) + flz, ... 20) =0

y que
(1+1) f(x1,...,2,) =0.

Si IK no es de caracteristica 2, entonces 1+ 1 # 0, luego necesariamente

f(xla"'axn):()a

y esto demuestra que f es alternada.
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3.1.22  Representamos por S, (F,IK), U, (E,TK) y A, (F,K) los subconjuntos
de £, (F,IK) constituidos por las formas que son respectivamente simétricas, an-
tisimétricas y alternadas. Los tres son subespacios vectoriales de £, (F, K), como
se demuestra facilmente.

En la proposicién precedente hemos visto que

An(F,IK) C U, (F,TK)
v que, si IK no es de caracteristica 2,
An(F,K) = U, (F,K).

Nos interesa en este capitulo el subespacio Ay, (F,TK) de las formas alternadas.

3.1.23 PROPOSICION

Sea f € A, (F,IK) una forma n-lineal alternada sobre E'y (21, ..., 2y,)
un sistema de E. Si (#1,...,2,) es ligado, entonces

flzr, .. mn) =0.

Como (z1,...,2,) es ligado, uno de los vectores del sistema es combinacién lineal
del sistema formado por los restantes (v. 1.4.6). Con objeto de no complicar mucho
la notacién, vamos a suponer que

21 = Mg+ -+ Nz,

con A?,..., A" € IK. Entonces

f(/\ZxZ+"'+Anxna$2a~~~a$n)
/\Zf(xz,xz,...,xn)—i—~~~—|—/\"f(xn,x2,...,xn)
=0

f(xlaxZa"'axn)

puesto que f es alternada.

3.1.24 Sea f € A,(F,IK) una forma n-lineal alternada y supongamos que ¥
es de dimensién m con m < n. Si (21,...,2,) es un sistema de n vectores de F,
entonces es un sistema ligado (v. 1.4.34), luego f(z1,...,2,) =0, es decir, f = 0.
Resulta asi que, st dim F < n,

An(B,K) = {0}.

Vamos a ver que, si dim F = n, entonces A, (F,TK) es de dimensién 1.
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3.1.25 TEOREMA

Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (a1,...,a,) una base de E. Existe
una forma n-lineal alternada d € A, (F,IK), tinica, que verifica

dlay,...,an) =1.
Ademas, si f € A, (E,TK), entonces
f=XMd

con A = f(ay,...,an). En consecuencia, A, (F,TK) es de dimensién 1.

La demostraciéon del teorema, aunque utiliza argumentos sencillos, presenta un
aspecto complicado debido a las dificultades en la notacién que se originan al
trabajar con las permutaciones de {1,2,... n}. Es aconsejable, cuando se estudia
por primera vez, simultanear su lectura con la del ejemplo posterior, que aborda
el caso particular en que n = 2.

Sea f € A, (F,TK) una forma n-lineal alternada sobre E. Si (21,...,2,) es un
sistema de F y

ry = (21, axl)(a,) = zla; + -+ zVa,
Tn = (xrlm a$2)(a,) = xrllal + + Lpln ,
entonces (véase el comentario del ejemplo 3.1.10) f(x1,...,2,) es la suma de los
n” =n X --- x n términos posibles de la forma
l‘{ll“? o x‘ZLn f(ajl’aj2a ceey ajn) )
donde j1, ..., jn son elementos de {1,...,n} (iguales o distintos), o sea,
f(x1a~~~a$n): Z x‘ilx‘?"'x{tnf(ajl’ajw'”aajn)'
J1yeendn€{l,..,n}
Como f es alternada, f(aj,,a;,,...,a;,) = 0 siempre que dos de los ji son iguales;
los términos en los que se da esta situacidén valen cero. Los otros términos son
aquellos en los que los nimeros j1, ja, . . ., jn son todos distintos; poniendo en este
caso
p(l) = jlap(Q) = jZa cee ap(n) = ]n ;
resulta que p es una permutacién del conjunto {1,2,...,n}. Eliminando de la

suma los términos que sabemos que son nulos, tenemos

Flen, o an) =3 adWeb® o ab® fay0), apga), o apm) |
peEG,
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donde la suma posee n! sumandos (el nimero de elementos de Gy,). Como f es
también antisimétrica (v. 3.1.21), tenemos que

flaprys apa)s - - - ap(n)) = €(p) flar, as, ... an)

y entonces, apartando el factor comin f(aq,as, ..., ay),
Z1,...,2,) = flag,...,a e(p) e? Ml . gp(n)
f( 1, an) f( 1, ’n)z (p) 1 2 n
PEG,

Vamos a definir ahora una aplicacién

d: E? - K
(1, ., xn) > d(x1, ..., 20)
poniendo
d(zy, ... 2n) = Z e(p) J:Z{(l)xg(z) xfl(")
PEG,

cuando

2y = (2], ¥ ) (ay)

Tn = ($71m axZ)(a,)

d es una forma n-lineal; la demostracién de este hecho es sencilla si se utilizan los
razonzmientos sobre las coordenadas de una suma de vectores y del producto de
un escalar por un vector, que vimos en (1.4.23). También es facil ver que

dlay,...,an) =1.

Demostremos que d es alternada; sea (1, ..., 2,) un sistema de E con dos vectores
iguales, 2; = x;, correspondientes a indices ¢ # j; llamemos 7 a la trasposicién
que intercambia ¢ y j. La aplicacién

PP
p—porT

del conjunto P de las permutaciones de (&, que son pares en el conjunto P’ de las
que son impares es biyectiva. Entonces

d(zy, ... 2n) = Z e(p) xz;(l)xg(Z) .. .xfl(n)

PEG,

= 3 AWt 37 1y ) )
peEP peP!

— Z ljl’(l)xiz’(Z) . x}é(n) + Z(_l) x]{OT(l)ljz)OT(Z) » .foOT(n)
peP peEP

-y (le’ﬂ)xg(?) CgB(m) _ ppor(D)por(2) .xz;lOT(n)) .
peEP
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Consideremos un término

2P Wb gp(n) _ ppom(1) ppom(2) . ppor(n)

de esta suma; si k £ ¢y k # j, entonces

Z207) — 52()

puesto que 7(k) = k; por otra parte, 7(i) = j y 7(j) = ¢, luego

por(i) _ _p(j) _  p(j) por(j) _ , p(i) p(3)
puesto que x; = x;; entonces J:Z{(l)xg(z) - ~xfl(n) y xﬁwT(l)xQOT(z) - ~xfl07(n) son

producto de los mismos escalares, aunque dos de ellos estén en distinto orden,
luego son iguales a causa de la conmutatividad del producto en IK. Cada término
de los que forman la suma es, pues, 0 y resulta que d(z1,...,2,) = 0; esto prueba
que d es alternada. d cumple asi los requisitos del teorema.

Ademas, resulta que, si f € A, (F,TK),

flzy, .. zn) = flag, ..., a,) Z e(p)x’l)(l)~~~x£(")

PEG,
= flay,...,apn)d(zy1, ... 5 20)

para cada sistema (z1,...,2,) de F, luego

f:f(ala"'aan)da

como queriamos demostrar.
Esto nos permite ademds comprobar que d es tnica, pues si d' € A,(E, 1K) y
d'(ai,...,a,) =1, entonces

d=da,...a,)d=1d=4d.

Por fin, el sistema (d) de A,(F,IK), formado por un solo elemento, es libre,
pues, como d(ay,...,a,) = 1, entonces d # 0. Hemos visto antes que (d) genera
An(F,IK), luego es una base de A, (F,TK) y este espacio es de dimensién 1.

3.1.26 Ejemplo. Si F es un e.v. de dimensién 2, (a1,a2) una base de F'y
f € As(F|IK), entonces, para todo sistema (z1,x2) de dos vectores de F, con

coordenadas
12 12
T1 = ($1’x1)(a1,a1) , T2 = (1‘2,1‘2)(@17@1) )

tenemos

fler,25) = fzray + 2iaz, whay + x3as)

zi2y f(ar, ar) + @123 f(ar, az) + wtey flaz, a1) + wies f(az, an)
= zixl flay, as) + 2ixd f(az, ar)

xixd far, ag) — xixd flay,as)

flay, as) (wiz3 —aiws) .
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La aplicacién
d: E? 5 K
(1‘1,1‘2) — d(l‘l,l‘z)

definida por
1,2 2.1
d(z1, w2) = 2125 — 277y

es una forma bilineal alternada sobre F, cample d(a1,a2) = 1 y ademas
Ve, 20 € B)  flz1,22) = flar, az) d(z1, 22),

luego
f=Fflar,as)d.

Obsérvese que
1

1
d(21, z2) = det [ i% 2 ] :

1 T2

Es justamente la forma d lo que por definiciéon denominaremos determinante.

3.1.27 Ejemplo. Para F = IR? y la base canénica (e1,e2) de IR?, la correspon-
diente forma bilineal alternada d viene dada por

d((z,y), (2",y)) = vy’ —yz'.
Toda forma bilineal alternada f sobre IR? es de la forma
f=Ad,

O sea,
f( ($ay)a ($/ay/)) = A$y/ - Ay$/ )

y tenemos que

Fler,ea) = F((1,0),(0,1))=A11—X00=\.

3.1.28 TLaformad € A, (F,TK) que hemos definido en el teorema precedente y

que en cada sistema (21,...,2,) de F con
— (]
1 = (xl’ "$1)(az)
— 1 n
Tn = (xn’ . ’xn)(az)
vale

1 dlzy,...,z,) = € l=p(1)xp(2)...xp(”)
( ) ( 1y ) n) Z (p) 1 2 n
PEGR

depende efectivamente de la base (ay, ..., an) considerada en F, puesto que para
calcular d(z1, ..., z,) empleamos las coordenadas de zy, ..., 2, en dicha base.
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3.1.29 PROPOSICION

Sea F un e.v. de dimensién ny f € A, (F,TK) una forma n-lineal
alternada sobre E tal que f # 0; sea (x1,...,2,) un sistema de F.
Entonces f(x1,...,2,) = 0siysdlosi(z1,...,2,) es ligado (o, lo que
esigual, f(x1,...,2) # 0siy sdlosi (z1,...,2,) es una base de F).

Si (z1,...,2,) es ligado, entonces f(zy,...,2,) = 0, como hemos visto en (3.1.23).
Reciprocamente, si (21, ..., 2,) es libre, entonces es una base de F; representemos
por d € A, (F,TK) la inica forma n-lineal alternada sobre E cuyo valor en la base
(T1,...,2p) €8

d(zy,...,2n) = 1.
El teorema (3.1.25), que garantiza la existencia de d, afirma ademds que
f:f(xla"'axn)d

(nétese que (x1,...,2,) es ahora la base considerada) y, como f # 0, necesaria-

mente f(z1,...,2,) # 0.

3.2 Determinantes.

3.2.1 Los razonamientos de la seccién precedente nos sitian en condiciones
de definir qué se entiende por ‘determinante’. Vamos a dar una triple definicién;
diremos qué es el determinante de una matriz cuadrada (generalizando las nociones
de 3.1.1), qué es el determinante de un sistema de vectores relativo a una base
(generalizando 3.1.2) y qué es el determinante de un endomorfismo. Estudiaremos
también la relacion existente entre estas nociones.

3.2.2 DEFINICION. Sea E une.v. de dimensién n # 0y (ai,...,a,) unabase
de E. Hemos visto en (3.1.25) que existe una unica forma n-lineal alternada, d,
sobre E que verifica d(ay,...,an) = 1. Representamos esta forma por

det(q,,..,a,) © det(a,
y le llamamos determinante relativo a la base (a1, ..., a,). Asi, pues,
det(q;) € An(F,IK).
Como vimos en (3.1.25), 81 f € A, (E,TK), entonces
f=flar,... a,)det(y,) .

Fl escalar
deta, (21, .., 2n),



3.2. Determinantes 109

o sea, el valor que toma det(,,) en un sistema (21,...,2,) de n vectores de F,
se llama determinante de (xq,...,2,) en la base (ai,...,a,). Sabemos que, en
particular,

detiay(ar,...,an)=1.

Si
— 1 n
T = ($1a axl)(a,)
— 1 n
Ty = ($na axn)(a,)a
entonces

(2) det(al)(xl, R l‘n) = Z g(p) xi{(l)xé’(z) .. xﬁ(”) ,

como vimos en (3.1.25).

3.2.3 Ejemplo. Si F esun e.v. de dimensién 2, (a1, as) unabase de F'y x1, 29 €

F, con
— 1 2 _ 1 2
T = ($1’x1)(a1,a2) y L2 = (1‘2,1‘2)(@17@2) )

entonces

1.2 2.1
det(al,@)(l‘l, Ta) = x5 — X5 .

Si F es un e.v. de dimensién 3, (a1, as, az) una base de 'y x1, 22,23 € F, con

— 1 2 3

1 = (l’lal’p%)(al,az,aa)
— 1 2 3

T2 = (xz’xz’xz)(aly(Ianey)
— 1 2 3

T3 = ($3,$3,$3)(a1,a2,a3),

entonces

1.2.3 2 3.1 3.1..2 1,32 2.1.3 3.2 1
det(alya%aa)(xl, T, T3) = T TTy + L0505 + X]TR0E — BITEL; — BT — LT3

3.2.4 DEFINICION. Sea A = [a‘g] € My (n) una matriz cuadrada. Sus n
vectores columna

en = (al a2, ... am)
son vectores de IK". El determinante
det(el,...,en)(cla cey Cn)

del sistema (e1,...,¢,) en la base canénica (e, ..., e,) de TK"™ se llama determi-
nante de la matriz A y se denota por

det A, det : : 0
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Resulta que

(3) det A= 3" e(p)ahMab® . anm)
PEGH

3.2.5 Ejemplo. Para la matriz unidad se tiene
det I, =1,

puesto que los vectores columna de I,, son los de la base candnica de IK".

3.2.6 Ejemplo. Para las matrices 1 x 1 se tiene

det [ a ] =,
para las matrices 2 x 2,
1 1
o]«
1 Qs 12 901,
2 2 197 1035
Qg Qy
y para las matrices 3 x 3,
aj a0
2 2 5| _ 1.2 3 2.3 1 3.1 2 1.3 2 2. 1.3 3 91
aé Oé% Oég = aja5a3 + @i + Qj a0z — Q505 — Q)05 — QY503 .
ay ap 03
3.2.7 Sea E un espacio vectorial de dimensién n # 0, (a1, ..., a,) una base de
Ey (z1,...,2,) un sistema de F con
— 1 n
r1 = ($1’ ’$1)(az)
— 1 n
Tn = ($na axn)(a,)

Basta recordar las férmulas (2) y (3) de (3.2.2) y (3.2.4) para ver que

det(al)(xl, ceoyn) = det (21, .. 2n), (a5)]

S
- e ljz
3.2.8 PROPOSICION
Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (ai,...,a,) una base de F. Sea
(z1,...,2,) un sistema de F, donde cada z; tiene por coordenadas
x; = (xll, .. »l‘?)(a,) .
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Entonces, las propiedades siguientes son equivalentes:

(i) (z1,...,2pn) es una base de F;
(ii) detay(®1,...,20) #0;

db ol
G| : |0

La equivalencia de las dos primeras propiedades es otra forma de enunciar la propo-
sicidn (3.1.29), y la de las dos iltimas es una consecuencia del parrafo precedente.

3.2.9 Si(a1,...,an)y (a},...,a}) son dos bases de un e.v. E, entonces

det(a,y(al, ..., al) = det[(a}), ()],

como se sigue de (3.2.7). Resulta entonces de la proposicién precedente que el
determinante de una matriz de cambio de base es siempre distinto de 0; veremos
que ocurre lo mismo con todas las matrices inversibles.

Por otro lado, det4,) ¥ det(a/l) son dos formas antisimétricas; entonces (v. 3.2.2)

det(a,l) = det(a’l)(ala Cey Cln) det(a,) )

o sea,

det(q) = det [(a;), (a})] det(q,) -

3.2.10 Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (a1,...,a,) una base de F; sea
f € L(F) un endomorfismo de £ y [f, (a;)] la matriz asociada a f. Entonces

det [f, (ai)] = detay(f(ar), ..., fan))

puesto que [f, (a;)] es la matriz cuyas columnas estan formadas por las coordenadas
en la base (ay,...,an) de los vectores f(ai),..., f(an).

3.2.11 PROPOSICION

Sea A = [od] € M(n); se tiene

det A = det A" .

1

Recordemos que, si p € G, y p~ es su inversa,

e(p)=c(p™').
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Ademas, como el producto de IK es conmutativo,

1 n op~t(1 op~t(n n
0/1)( )~~~aﬁ( ) _ O‘i—zi(l)( ),..ai_ii(ng ) — a;_l(l)...a

luego
det A = Z e(p) o/l)(l) el = Z e(p™) ozzl,_l(l) T ()
PEGR PEG,

y, como la aplicacién

es biyectiva, resulta

det A= e(p) oapay0pny s
peEG,

por fin, llamando toz‘g al término general de A?,

det A = Z e(p) ta’{(l) e tafl(”) = det A®.
PEG,

3.2.12 PROPOSICION

SiA= [a‘g] € M(n) es una matriz triangular (v. 2.2.10), entonces
det A=alaZ. ..o,

o sea, su determinante es el producto de sus elementos diagonales.

Supongamos que A es triangular superior (para el caso de triangular inferior se
opera de forma analoga); entonces

i>i = al=0.

Sea p € (G, una permutacién diferente de la identidad; si llamamos ¢ al menor de
los elementos j de {1,...,n} para los que

P #J,
entonces
P =1, .pi—1)=i—1,
pero sin embargo p(i) # ¢y p(i) > 7, o sea, p(i) > i. Resulta asi que af(i) -0
luego que
p) p(2) p(n) —

al az CeQr, =

Entonces
det A = Z e(p) 0/1)(1)0/2)(2) caPn) = o&a% coeal
PEG,

puesto que los otros términos son todos nulos.
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3.2.13 Ejemplo. Para una matriz diagonal

At
A

det . =2 Ap

En particular

det(ALy) = A A A= (A)".

3.2.14 PROPOSICION

113

Sean A € M(r) y D € M(s) dos matrices cuadradas y B € M(s,r);

consideremos la matriz cuadrada M € M (r + s)

[

definida por bloques (v. 2.2.15). (Se suele decir que M es triangular

por bloques.) Se tiene entonces que

det M =det A -det D.

Pongamos M = [mi], A= [a]], B=[8/]y D = [y/]. Por definicién

det M = ZpeGrJrs e(p )mil’ .mg(T)me:l-l-l) N 'm%:;”),
detA:ZTEGr (T)a() ..OZZ(T)’
det D = Y e, elp) it 40
Entonces
det A-detD = (Z e(r) aI(l) a:(?‘)) Z (1) 71( ) 'Ys( )
TEG HEG

TEG,
HEG

Sitel,yp€ Gy, laaplicacién

p: {2, ... r+s} > {1,2,...,

rt s,
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definida por
p(1)=7(),....;p(r) =7(r),plr+ 1) =r+ u(l),...,p(r+5) =r+ pu(s),

es una permutacion de G, 4, ; vamos a representarla por 7+ p. Es facil ver que el
nimero de inversiones es

I(r4p) =1(7) + (1)
v que, por lo tanto,
e(r+p) = e(r)e(n).
Resulta asi que
det A -det D = Z e(r+ 1) m;+u(1) .. ~mZ+“(’")m:1—f(T+1) "'m:j:f(ﬂ”) .

TEG,
HEG

Si representamos por G,
p € Grys que verifican

s el subconjunto de G, 4, formado por las permutaciones

p(1) < vy plr) <7,
entonces la aplicacién
G, x Gy = Gy,
(r,p) = 74 p

es biyectiva. Tenemos asi que

det Adet D = Z e(p) mzl’(l) .. ,mg(r)m%z«frl) - 'mfgrrjs) .

1/
PEG, |,
Volvamos ahora a la expresién de det M; podemos poner

det M = 3 e(p)mbM I mE T )

r r+1 r+s
PEG, L,
p(1) 7y, p(r+1) p(rts)
+ Z 6(])) my mg( )mr+1 My .
peGIr-}—s

Sipg Gy, existeie {1,...,r} tal que
p(i) >,

y esto significa, a causa de la estructura de M, que

luego que el término correspondiente a p es nulo. Entonces

det M = Z e(p) mz;(l) . ~mf(r)mf$1+1) . ~mf$:'s) =det A-det D.
peGIr‘+s
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3.2.15 Para una matriz, definida por bloques, de la forma

A0
v=leto]

donde A y D son matrices cuadradas, también es cierto que

det M =det A -det D

puesto que

Mt_|:At Ct:|

0 | D
y, aplicando (3.2.11) y la proposicién precedente,

det M = det M? = det A* - det D' =det A -det D .

3.2.16 TEOREMA

Si A, B € M(n), se tiene

det(BA)=det B-det A.

Tomemos cualquier espacio vectorial F de dimensidén n (por ejemplo IK™) y una
base (ai,...,a,) cualquiera de E; existen endomorfismos f,g € L(F) tales que

(v. 2.4.9)
A=[f(a)], B=1Ig, (a)].
Aplicando (2.4.23), se tiene
BA=1[gof (a;)]-
Hemos visto en (3.2.10) que

det A =det(yy(f(ar),..., f(an)),

det B = detq,)(g(a1),...,9(an)),
det(B A) = det(q,)(g o flai),...,g0 flan)).
Definimos la aplicacion
h: Er = K
(1, ., mn) = detay(g(®1), ..., 9(®n) ) ;
se comprueba sin dificultad que h es una forma n-lineal alternada sobre . En-

tonces

h=h(ai,... an)det,,
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pero
h(ay, ... ,an) =det,y(g(ar), ..., glan)) =det B
luego
h=det B - det(a,) .
En particular, para el sistema (f(ai),..., f(an)) de E, tenemos

h(f(a1),..., flan)) =det B -detiq,)(f(ar),..., flan)) =det B -det A

y como, por definicién de h,

h(f(ar),..., flan)) =detia,y(go flar),...,g0 flan)) = det(B A),

resulta la igualdad que teniamos que probar.

3.2.17 COROLARIO

Si Ae M(n)y A €K, entonces

det(AA) = (A)" det A .

En efecto,
AA = AT, A) = (M)A

y como vimos en (3.2.13), det(Al,) = (\)".

3.2.18 TEOREMA

Sea A € M (n); entonces son equivalentes

(i) A es inversible;

(i) det A # 0.

Ademés, si A es inversible (o sea, si det A # 0) y A™! es su inversa, se
tiene

det(A_l) = (det A)_1 )

(i)=(ii). Supongamos que A es inversible y representemos por A~! su inversa;
como

AA™Y =1,

resulta que

det A - det(A_l) =detl, =1

y necesariamente det A # 0. Ademads

det(A_l) = (det A)_1 )
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(il)=(i). Supongamos que det A # 0. Llamando f al endomorfismo de TK"
dado por A,

A= [fa (62)]
(donde (e, ...,en) es la base candnica de IK™). Resulta entonces que
det(el)(f(el), ooy flen)) =det[f,(e;)] =det A#0

y, aplicando (3.2.8), (f(e1),..., f(en)) es una base de IK"; esto significa que f es
un automorfismo o, lo que es igual, que rg f = n; por lo tanto, A es inversible

(v. 2.5.31).

3.2.19 La condicién para que una matriz A € M (n) sea inversible (v. 2.4.19),
que exigia la existencia de una matriz cuyo producto ‘a ambos lados’ por A fuese
la matriz unidad, se puede ahora substituir por otra menos exigente. En efecto, si
existe una matriz B € M (n) tal que

BA=1,,

entonces

det B-det A =detl, =1,

luego det A # 0 y A es inversible; ademds, B es la inversa de A puesto que
B=BI,=B(AA Y)Y =(BAA™' =,A7 ' =A"".
Lo mismo podemos decir cuando existe una matriz B € M (n) tal que

AB=1,.

3.2.20 COROLARIO

Si A, A’ € M(n) son dos matrices semejantes (v. 2.5.25), entonces

det A = det A’ .

En efecto, puesto que existe una matriz P € M (n) inversible, tal que
A= PT1AP,
entonces

det A’

det(P~1) - det A - det P
(det P)~! - det A - det P
(det P)™! - det P -det A
= det A.

(Recuérdese que el producto de TK es conmutativo.)
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3.2.21 DEFINICION. Sea E un e.v. de dimensién n #0y f € L(F) un
endomorfismo de E. El corolario precedente garantiza que, cualquiera que sea la
base (ai,...,an) de F, el determinante de la matriz [f, (a;)] es el mismo. Decimos
que este determinante es el determinante del endomorfismo f y lo representamos
por det f. Hemos puesto, pues,

det f = det [fa (ai)] )

cualquiera que sea la base (a1,...,a,) de E. Como vimos en (3.2.10), se tiene
también

det f = det(q,)(f(a1),..., flan)).

3.2.22  Si Fune.v. de dimensién n # 0y f € L(F) un endomorfismo de F, las
siguientes proposiciones son equivalentes

(i) f es un automorfismo;

(i) det f £ 0.
Ademds, si f es un automorfiamoy f~! es el automorfismo inverso, tenemos que

det f~1 = (det f)~'.

3.2.23 Si Funewv. de dimensiSn n #£0y f,g € L(F), entonces

det(go f) =det g -det f.

3.3 Calculo de un determinante. Determinantes
e inversion de matrices.

3.3.1 Sea A = [a!] € My (n) una matriz cuadrada. Es posible calcular det A
utilizando la férmula

det A=Y e(p)ahMab® . anm
PEGH

pero este método es lento para valores grandes de n, por la gran cantidad de
productos que exige realizar. De hecho, no se lo utiliza para n > 4; paran = 1,2
y 3 la férmula precedente se encuentra desarrollada en (3.2.6).

En esta seccién abordamos el estudio de ciertos métodos que facilitan el calculo
de un determinante.

3.3.2  Sillamamos ¢, ¢a, ..., ¢, a los vectores columna de A (vectores de TK"),
tenemos que (v. 3.2.4)

det A = dete,)(c1,¢2,...,¢n),



3.3. Calculo de un determinante 119

donde (e;) representa la base candnica de TK™. Utilizando las propiedades de
la aplicacién det(.,), vamos a enunciar algunos resultados practicos en orden al
calculo de det A.

Como det .,y es una forma n-lineal, se tiene que
detiey(er, .y Aci, .o en) = Adetey (e, o6y yen)
lo que puede expresarse de la manera siguiente:

Regla 1: Si multiplicamos todos los elementos de una columna de A
por un escalar A, el determinante de la matriz que resulta es A -det A .

det(.,) es una forma alternada; aplicando (3.1.23) se obtiene:

Regla 2: Si los vectores columna de A forman un sistema ligado
(de TK™), entonces det A = 0.

En particular esta regla tiene como consecuencias inmediatas las siguientes:

Regla 2a: Si una columna de A es nula, entonces det A = 0.
Regla 2b: Si dos columnas de A son proporcionales, resulta det A = 0.

Consideremos el vector

, .
ci:ci—l—g Mej,

i#i
que es una combinacion lineal de todos los vectores columna de A en la que el
coeficiente de ¢; es 1; substituyendo ¢; por ¢}, tenemos

det(ey(e1, ... ¢hy . ) = det(el)(cl,...,ci—i—Z/\jcj,...,cn)

i#i
= dete,y(c1,. .- ¢y cn) +Z/\j detiey(ci, . ocj,onnycn).
i#i
Para j # 4, el sistema (c1,...,¢5,...,¢p) tiene el vector ¢; en los lugares i y j; su

determinante es, pues, nulo y resulta que
det(ey(cr,. .., ¢h, ..o en) =detey(er, ..o ey en),
o sea,

Regla 3: El valor de det A no varia cuando se substituye una columna
de A por una combinacién lineal de todas las columnas de A en la que
el coeficiente que afecta a la columna que se substituye es 1.

En particular tenemos también

Regla 3a: El valor de det A no varia cuando se suma a una columna
de A otra columna multiplicada por un escalar.
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Recordemos ademas que toda forma alternada es antisimétrica; por esta razén, si
p € G, , entonces

dete,y(cp(1), -+ Cp(n)) = €(p) detiey(cr, .o n),
o sea,

Regla 4: Toda permutacién p de las columnas de A transforma det A

en e(p)det A,
y. en particular, como toda trasposicién es una permutacién impar, resulta

Regla 4a: El intercambio de dos columnas de A entre si transforma

det A en — det A.

3.3.3  Sabemos que det A" = det A (v. 3.2.11) y que los vectores columna de A’
son los vectores fila de A. Enunciando las reglas precedentes para las columnas
de A?, obtenemos las mismas reglas para las filas de A.

3.3.4 La utilizacién repetida de estas reglas permite obtener el determinante
de A mediante el cdlculo del determinante de una matriz triangular (de la misma
dimensién que A). Como vimos en (3.2.12), el determinante de una matriz trian-
gular tiene una expresién sencilla. El ejemplo siguiente aclara el procedimiento
que se puede emplear.

3.3.5 Ejemplo. Consideremos la siguiente matriz 4 x 4 de nimeros reales:

2. 1.5 0 —1.
3. =225 1.5 -1
0 2. 2. 2.
1. -1 —1. 0

A=

Utilizando la regla 1 para la segunda fila,

2. 15 0 —1.
1| —6. —45 3. —2.

detA=g- o o 9 9 |
1. —1. —1. 0

sumando a la segunda fila la primera multiplicada por 3. (regla 3a),

2. 15 0 1.
1o o 3. —5.
detA=co14o o9 9 9
1. —1. —1. 0
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Repitiendo ahora el proceso con la cuarta fila se obtiene

det A

N O DO N

o O O N

0
2.
-3.5

NN WO

NN WO

—1.

—5.
2.
0

—1.
—5.
2.
1.

Se suele decir que se ha utilizado el elemento al = 2. como “pivote’ para introducir

ceros en los lugares de la primera columna situados bajo la diagonal.

De igual manera se procede con las tres tltimas filas para introducir ceros en

la segunda columna (sin modificar los que hemos introducido en la primera). Es

evidente que no se puede utilizar a2 = 0 como ‘pivote’ y resulta necesario hacer el

cambio siguiente (regla 4a)

detA:_—l'
2.

o O O N

1.5

2.

0
-3.5

prosiguiendo ahora como en la primera parte;

—1.
det A

2.-2.-2.

2.-2.-2.

O O O N

O O O N

S O N =

0

2.

3.
—2.

—1.
2.
5. |’
1.

Se repite ahora el procedimiento para la tercera columna;

det A =
2.

finalmente

det A = (=

2. 2.

OO O N

5

O O N =

1)-2.-2.-3.-14.

0
2.
3.
0

~1.
2. |

—5. |’
14.

= -21.
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3.3.6 DEFINICION. Sea A = [a‘g] € M(n) una matriz cuadrada, con n > 2.
Sii,je{l,...,n}, representamos por A‘Z la matriz (n — 1) x (n — 1) que resulta
de suprimir en A la columna ¢ y la fila j (la columna y la fila del elemento a‘Z). El
determinante, det A‘Z , de esta matriz recibe el nombre de menor del elemento oz‘g.
La matriz n x n

[detA‘Z]i,je{L...,n},

cuyo elemento general es det A7 | se suele denominar ‘matriz de los menores’ de A.
El escalar

A = (=1)"* det A!
recibe el nombre de adjunto del elemento oz‘g. A la matriz n x n
[Aflijeqt,n1 s

formada por los adjuntos de los elementos de A, se le suele llamar ‘matriz de los
adjuntos’ de A.

La traspuesta de la matriz de los adjuntos de A se representa por A° y se le
llama matriz complementaria de A. Si A° = [3!], se tiene entonces

Bl = Al = (=1)" det A"

3.3.7 Ejemplo. Para la matriz 3 x 3 de nimeros reales

6. 4. 1
A=12 3 1
2.0 0

los menores de los diferentes elementos son

3. 1. 2. 1. 2. 3.
det Al = =0, detAl= =-2., detAl= =—6.,
00 2.0 2.0
1. .1 6. 4.
det A? = =0, detA}= =—2., detAi= = -8,
00 2.0 2.0
4. 1. .1 .4
det A3 = =1., detA}= =4., det A3 = 6 =10.;
3. 1. 1. 2. 3.
la matriz de los menores es
[0 —2. —6.]
0 —-2. =8 1|
| 1 4. 10. |
la matriz de los adjuntos es
[0 2. —6. ]
0 -2 8 1,
| 1. —4. 10. |
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v la matriz complementaria es

0 0 1.
A¢ = 2. =2. —4.
—6. 8. 10.

3.3.8 TEOREMA (Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea)

Sea A = [a!] € M(n) una matriz cuadrada, con n > 2. Entonces,

cualquiera que sea el indice 1,

(4) det A= alA]

j=1

(desarrollo de det A por los elementos de la columna nimero #) y, cual-
quiera que sea el indice j,

(5) det A= alA]

i=1

(desarrollo de det A por los elementos de la fila nimero j).

Demostraremos en primer lugar la segunda férmula. Representemos por (eq,. . ., €p)
la base canénica de IK" y por (e7,...,8,—7) lade IK" ™! Sizy,..., 2, € K", con
— (]
zy = (2q,...,27)
— 1 n
Ty = (xna ’xn) )

fijemos un indice j y pongamos

n

fley, .o mn) = Z(—l)“’j x‘z detgp) (@, . 2i_q, 2y, ..., 10),

i=1
donde z/,..., 2], son los vectores de IK"™! que resultan de suprimir en cada
x1,...,%y la componente nimero j, o sea,
r 1 j—1 _j41 n
= (2, ... 2 2, p)

Es sencillo demostrar que f es una forma n-lineal sobre TIK" (no obstante, es-
cribir la demostracién resulta tedioso). Veamos que f es alternada, o sea, que
f(z1,...,2,) = 0 si hay dos vectores iguales en el sistema (z1,...,2,). Con el fin
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de simplificar la escritura supondremos que 1 = x5 ; entonces, para ¢ =3,...,n,
los términos de la suma que define f son evidentemente nulos; por otro lado

(—1)1+j x{ det(a)(xlz, Thy 1)+ (—1)2+j x‘% det e (), 2k, ... x))

xn n

.y =)
= (—1)'¥ (x{ detzp) (24, 25, ..., 2,) — x‘% detzp (2, 25, ..., 2, ))

=0

puesto que x| = =z} y z{ = z). Hemos visto, pues, que f es una forma n-

lineal alternada sobre TIK". Ademds, f(e1,...,e,) = 1; en efecto, como e} =0

(recuérdese que, con las notaciones antes explicadas, e"i es el vector de IK" ! que

resulta de suprimir en e; la componente niimero j, que es su tinica componente

no nula), la suma que define f(eq,...,e,) se reduce al término con i = j, y este
término vale 1 puesto que (—1)/*/ = 1, la componente nimero j de e; es 1y
€] =81, o €y =€, €5y = Ef, o, € = Ept
La definicién de det(,y (v. 3.2.2) nos dice entonces que
f= det(el) ,
o sea, que

n

det(el)(xl, cey®p) = Z(—l)“’j x‘z det(a)(xll, Ty x;»_l_l, A
i=1

Escribiendo la igualdad precedente para los vectores columna cq,...,¢, de A, lo
que se obtiene es justamente

n n
det A= (1) aldet Al = alA],
i=1 i=1
que es la igualdad que nos proponiamos demostrar.
La primera férmula resulta de aplicar la segunda a la matriz A?, si se tiene en
cuenta el resultado (3.2.11).

3.3.9 El teorema precedente permite reducir el cdlculo de un determinante ’de
orden n’ (o sea, de una matriz n x n) al cdlculo de n determinantes de orden n— 1.

3.3.10 Ejemplo. Para la matriz

6. 4. 1.
A= 2 3 1
2.0 0

del ejemplo (3.3.7) tenemos, desarrollando su determinante por los elementos de
la primera columna, que

det A=Al +aiA? + AT =6.-042.-0+2.-1.=2.

Ha sido necesario calcular 3 determinantes de orden 2. Parte de este trabajo se
puede ahorrar eligiendo para el desarrollo una linea con muchos elementos nulos.
En el ejemplo que acabamos de ver resulta conveniente calcular det A desarrollan-
dolo por los elementos de la tercera fila.
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3.3.11 Ejemplo. Para la matriz

2. 1.5 0 —1.
3. =225 1.5 —1.
0 2. 2. 2.
1. -1 —1. 0

del ejemplo (3.3.5), es menos costoso modificar primero la matriz para conseguir
una linea con un sélo elemento distinto de 0. Como ya vimos en dicho ejemplo,

2. 15 0 -1
1 o o 3. —5.
detA=g—"1g 9 2 9
0 —-35 -2 1.

y, desarrollando este ultimo determinante por los elementos de la primera columna,
resulta que

1 0 3. —b.
det A = ﬁ2.(—1)1+1 2. 2. 2.
-3.5 -2. 1.
1
= 5 (=21.420.-35. -6,
1
5 (—42.)

con lo que sdlo ha sido necesario realizar el calculo de un determinante de orden 3.

3.3.12 PROPOSICION

Sea A = [a‘g] € M(n) una matriz cuadrada, con n > 2. Si representa-
mos por A¢ la matriz complementaria de A (v. 3.3.6), entonces

A° A = (det A)T,, .

Si ponemos A¢ = [#/] y A°A = [\]], entonces

n n
j_E: J k_}: k Ak
k=1 k=1

Cuando 7 = j, esta expresién es la del desarrollo de det A por los elementos de la
columna nimero 2, luego

(Vi) M=detA.

Cuando 7 # j, la expresién

n
k Ak
E fo Aj
k=1



126 3. Determinantes

es el desarrollo por la columna nimero j del determinante de la matriz

1 1 1 1 1 1
oy o7 S e T SR o,
n n n n n n
of a ooy o) afy, e ap

que se obtiene de A cuando en la columna nimero j se repite la columna niumero ¢;
este determinante es cero, luego

i#j = MN=0,
lo que termina la demostracion.

3.3.13 Se demuestra de la misma manera que

A A° = (det A)T,, .

3.3.14 COROLARIO

Sea A € M(n) una matriz cuadrada inversible, con n > 2. Entonces
A7l = (det A)71 A,

es decir, la inversa de A se obtiene dividiendo la matriz complementaria
de A por el escalar det A.

En efecto, como A es inversible, det A £ 0 y

((det A)"'A%) A = (det A)~"(A°A) = (det A)~"det AT, = I, .

3.3.15 Ejemplo. Para la matriz

6. 4. 1.
A= 2 3. 1
2.0 0

del ejemplo (3.3.7), cuyo determinante es 2. (v. 3.3.10) y cuya matriz complemen-
taria es

0 0 1.
A = 2. —2. —4. |,
—6. & 10.
se tiene
1 0 0 1. 0 0 0.5
A—1:2— 2. —=2. —4. | = 1. —=1. =2



3.4. Determinantes y rango 127

3.4 Determinantes y rango.

3.4.1 DEFINICION. Sea A4 = [a?] € M (n, m) una matriz (no necesariamente
cuadrada); sea » un nimero natural tal que » < n y r < m. Cuando se suprimen
n — r columnas y m — r filas de A, los elementos restantes forman una matriz
cuadrada r x r; decimos que es una ‘matriz r x r extraida de A’. Del determinante
de esta matriz extraida de A decimos que es un menor de orden r de A. De las »
columnas que no hemos suprimido, ¢1,43,...,%,, ¥ que numeramos siempre en
orden creciente
1 <tg <0<ty

decimos que son las columnas que ‘forman parte de la matriz extraida’ y también
que ‘forman parte del menor’. (Esto iltimo es un claro abuso de lenguaje puesto
que el menor no es més que un escalar; sin embargo, esta claro que nos referimos
no al menor en si, sino a la matriz extraida de la que se obtiene el menor.) Lo
mismo decimos de las r filas

J1<Jja < <Jr,
que no hemos suprimido.
3.4.2 Ejemplo. Consideremos la matriz de M (5, 3)
1. 0 0 -—1. 0.5
A= 0 —=1. 2. 0 3.
2. 1. 0 1.2 —-2.

Suprimiendo las columnas 1,4 y 5 y la fila 3, obtenemos la matriz extraida, 2 x 2,

e

y el correspondiente menor de orden 2

forman parte de la matriz y del menor las columnas 2 y 3 y las filas 1 y 2.
Si suprimimos las columnas 1, 3 y 5 y la fila 2, obtenemos la matriz extraida,

2 x 2,
0 -1
1. 1.2

‘0 —1.

v el menor de orden 2

1. 1.2‘:1';

de los que forman parte las columnas 2 y 4 y las filas 1 y 3.
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3.4.3 Ejemplo.Si A = [a‘g] € M(n) es una matriz cuadrada, con n > 2, la
matriz A] (v. 3.3.6) es una matriz (n — 1) x (n — 1) extraida de A, de la que
forman parte las columnas

L...,i—1li+1,...,n

y las filas
1,..,—1j+1,....n.

g

¢, es justamente el menor del

El correspondiente menor de orden n — 1, det A
elemento o .

3.4.4 PROPOSICION

Sea F un e.v. de dimensién n #0 y (ai,...,a,) una base de F.
a) Supondremos que z1,...,2,, con ¥ < n, son vectores de F, con
coordenadas
— (1
1 = (xl’ "$1)(az)
— 1 n
e = (Tp, ) (ay)

y consideremos la matriz r x n,

x% DR x%
[(z1,...,20), (a:)] = . .

Si en esta matriz existe un menor no nulo de orden r, entonces el
sistema (z1,...,2,) es libre.

b) Suponemos ahora que » < n — 1 y que se cumplen las hipdtesis del
apartado anterior; en particular, existe un menor no nulo de orden r
de [(z1,...,2,), (a;)]. Suponemos ademds que

— 1 n
Tr4l = (xr-|-1a ) xr+1)(a,)
es un vector de F tal que, en la matriz

1
xl xT xT-I—l

(21, 2, 2rp), (@)] = ,

n n n

Ty Ty xr+1

todos los menores de orden r + 1 que amplian el menor no nulo son
nulos (nos referimos a los menores que resultan de afiadir al menor no
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nulo de orden r la columna r + 1 y una de las n — r filas posibles).
Entonces 2,41 es combinacién lineal de (21, ..., 2,).

Para simplificar la notacién, supondremos que el menor de orden r en el que
intervienen las r primeras filas de [(z1,...,2,), (a;)] es no nulo, o sea, que

£0.

a) Como vimos en (2.6.21), la aplicacién

I E — K"
(xl,...,x”)(al) — (2. 2t

es lineal; para esta aplicacién

Si utilizamos la proposicién (3.2.8) para el espacio IK", su base candnica y el

sistema (f(z1),..., f(2,)), tenemos que este sistema es una base de IK" ; en par-

ticular, es un sistema libre, y entonces (21, ...,2,) es un sistema libre (v. 2.1.13c).
b) En primer lugar, como (f(21),..., f(x,)) es una base de IK", entonces

fl@ega) = N f(m) + -+ X f(e)

y, ademas, los escalares X!, ..., A" que verifican tal igualdad son 1nicos. Se tiene,

pues, que
Trpr = Nap+-+ Ny

ahy = Mo+ Nl

r

Es suficiente probar ahora que, cualquiera que sea el indice £k = r+1,...,n,
también se tiene
k 1k k
Try1 =A T ++/\Tx7‘

pues, probado esto, se tiene que
T4l = A11‘1 + 4N,

y esto es justamente lo que pretendemos demostrar.
Sea, pues, k € {r+1,...,n}; conviene considerar las dos aplicaciones siguientes:

g: E — K'*!

(xl,...,x”)(al) — (2!, 27 2h)
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T K+ 5 K"
(sl Y = ()
Ambas son lineales (v. 2.6.21) y ademas
f=moyg.

El sistema (f(z1),..., f(z,)) de TK" es libre, es decir, (7o g(x1),...,m0 g(x,))
es libre, luego el sistema (g(x1),...,g(%,)) de IK"™! es libre. Por otro lado, el
sistema (g(21),...,9(%r),g(2ry1)) es ligado, puesto que, por hipdtesis,

1 1 1
Ty 0 Ty Trgg
=0.
r r r
i S S o
Ty 0 T Tryy

Resulta entonces (v. 1.4.11) que
g(xrr) = plg(en) + -+ pg ()
y, como 7 es lineal,
mog(erpr) =p'mog(e) + -+ p'wog(e,),

es decir,
Flarpn) = p flea) + -+ " flar)
La unicidad de las coordenadas de f(x,41) en la base (f(z1),..., f(x,)) hace que

M=pl XN ="
v que, por lo tanto,
g(xrg1) = Ng(e) + -+ XNg(2,);
en particular, esto implica que
wipg = Ay e Nl
que es la igualdad que queriamos probar.
3.4.5 Ejemplo. Los vectores de IR*
21 =(1.,0,-1,2)), 2=(1.,0,1.,2),

forman un sistema libre puesto que, en la matriz

1.

—1.

N = O =
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el menor (del que forman parte las filas 1y 3)

es no nulo.
El vector

r3 = (3.,0,—1.,6.)

es combinacién lineal de (#1,22) puesto que los dos menores de orden 3 de la
matriz

1. 1. 3.
0 0 0
1. 1. —1.
2. 2. 6
que amplian
1.
— 1.
son nulos, es decir, son nulos los menores
1. 1 3 1. 1 3
0 0 y - 1. —1
1. 1. —1. 2 6

3.4.6 PROPOSICION

Sea A € M(n,m), A # 0, una matriz (no necesariamente cuadrada).
El rango de A coincide con el orden maximo de un menor no nulo
extraido de A.

Sea r el orden maximo de un menor no nulo extraido de A; como A # 0, necesa-
riamente r > 1. El nimero natural r verifica que

— existe un menor no nulo de orden r;
— cualquier menor de orden r + 1 es nulo.

Representamos por ¢, . . ., ¢, los vectores columna de A; silas columnas¢;,, ..., ¢,
son las que forman parte del menor no nulo de orden r, entonces (¢, ..., ¢, ) es
un sistema libre (por el primer apartado de la proposicién anterior); ademas, si
¢; es algin vector columna distinto de los anteriores, ¢; es combinacién lineal de

(¢iy, ..., ¢,) (por el segundo apartado de la proposicién anterior). Resulta asi que
(Ciyyoryei )y ={e1,. . en)
y que (¢i,,...,¢.) es una base de {¢q,...,¢,) . Esto demuestra que el rango de A

€es r.
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3.4.7 COROLARIO

Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (ai,...,a,) una base de E. Supo-
nemos que 1, ..., &,, con r < n, son vectores de I, con coordenadas
— 1 n
1 = ($1’ ’$1)(az)
— 1 n
Ty = (xr’ "xT)(az)’

ol ol
[(1‘1, ’xr)’(al)] =
x? P x/’/r‘l

Si todos los menores de orden r de esta matriz son nulos, entonces
el sistema (21,...,2,) es ligado. (Compdrese este enunciado con la
primera parte de 3.4.4.)

El rango de 21, ..., 2, coincide con el de la matriz [(z1,...,2,), (a;)] (v. 2.5.22),
que es menor que r por la proposicién precedente. Luego (21, ..., 2,) es un sistema

ligado (v. 1.5.9).

3.4.8 COROLARIO

a) Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (ai,...,a,) una base de F; sea
(21,...,2p) un sistema de E. Se considera la matriz

A= [(l‘l, .. .,xp), (ai)]

formada por las coordenadas de los vectores del sistema. Sirg A = r #

0y las columnas 2y, . . ., ¢, son las que forman parte de un menor no nulo
de orden r de A, entonces (x;,,...,2;.) es una base de (&1,...,2,).
b) Sean E y E’ dos e.v. de dimensiones n y m; sean (ai,...,a,) y

(b1,...,bm) basesde F'y E';sea f € L(E,E") y
A=1[f, (ai)’(bj)]'

Supongamos que rg A = r # 0. Si las columnas iy,...,4, son las
que forman parte de un menor no nulo de orden r de A, entonces

(f(ai,), ..., f(ai.)) es una base de Tm f.

La demostracién de ambos apartados es justamente el razonamiento que hemos

hecho en (3.4.6).
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3.4.9 La proposicién (3.4.6) proporciona un método para calcular el rango de
una matriz A. En principio el método exige calcular todos los menores de A hasta
encontrar r tal que exista un menor no nulo de orden r y que todos los menores
de orden r + 1 sean nulos.

De hecho, si encontramos un menor no nulo de orden r y son nulos todos los
menores de orden r + 1 que amplian dicho menor, podemos afirmar que el rango
de A es r, como se observa repasando la demostracién de (3.4.6). (Ademds, en
consecuencia, seran nulos todos los menores de orden r + 1, incluidos los que no
amplian el citado menor.)

Este razonamiento permite abreviar considerablemente el trabajo necesario
para calcular el rango.

3.4.10 Ejemplo. La matriz

1. 0 —-1. 2
A=1]1. 0 1. 2.
3. 0 —-1. 6.

de Mg (4,3) tiene rango 2, puesto que

1. —-1.
1t =ase
¥ que
1. 0 -—1. 1. —-1. 2.
1. 0 1. |=0 vy 1. 1. 2. |=0.
3. 0 -—1. 3. —1. 6.

Obsérvese que sélo ha sido necesario calcular dos de los cuatro menores de orden 3.
Compruébese que los dos restantes son también nulos.
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Capitulo 4

Sistemas de ecuaciones lineales.

En este capitulo ponemos especial énfasis en el estudio de la existencia de soluciones de
los sistemas lineales, aunque también proporcionamos métodos para la resolucién de los
mismos. No se hace, sin embargo, un estudio de otros algoritmos usuales en la resolucién
numérica de sistemas lineales y tampoco se abordan métodos iterativos de aproximacion
de las soluciones.

4.1 Estudio general de un sistema.

4.1.1  Consideremos las dos igualdades siguientes

r+22 =10
y+3z = -2,

que constituyen lo que se suele llamar un sistema lineal de dos ecuaciones con tres
incégnitas. Lo que se pretende es encontrar nimeros (reales en este caso) z,y, z,
que cumplan simultdneamente ambas igualdades. Un simple ‘tanteo’ o ensayo nos
permite encontrar nimeros como

r=2., y=1. 'y z=-1.
que cumplen las condiciones requeridas, o también
r=-3., y=—-65 y z=15;

se suele decir que estos dos grupos, cada uno de tres numeros, son dos soluciones
del sistema lineal.

Si pretendemos encontrar todas las soluciones y no sélo algunas, el problema
se vuelve un poco mas dificil. También aumenta la dificultad cuando el numero
de ecuaciones y de incognitas es elevado. Para resolver estas dificultades conviene
tener métodos mas seguros que el simple ensayo de nimeros; son los métodos que
tratamos de explicar en este capitulo.

Volvamos de nuevo al sistema que hemos planteado; decir que tres nimeros z, y
y z forman una solucién del sistema equivale a decir que dichos nimeros verifican

2(1,0) 4 y(0,1) 4 2(2,3) = (0, -2),,

135
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o sea, que tales nimeros son los coeficientes de una combinacién lineal de los
vectores (1,0), (0,1) y (2,3) de IR?, cuya suma es el vector (0,—2). Y aiin otro
punto de vista; si consideramos la aplicacién lineal f: IR® — IR? dada por

flz,y,2) = (x+ 22,y + 32)

las soluciones del sistema son justamente los vectores de IR? cuya imagen por f es
el vector (0, —2) de IR?. Tales formas de enfocar el problema son més convenientes
cuando se pretende un estudio general del mismo, y son los que nos permitiran
llegar a métodos eficaces de resolucion.

4.1.2 Empezaremos por el tratamiento mas abstracto posible. Si A y B son
dos conjuntos, f: A = B una aplicacién y b € B, decimos que la expresién

(ec) f(x)=b

es una ecuacion. De todo elemento a € A tal que
fla)=b

decimos que es una solucién de la ecuacién (ec).

Obsérvese que el simbolo # no tiene ninguna importancia, como no sea la de
senalarnos el lugar en que debemos situar un elemento @ € A para comprobar si
tal elemento es una solucién de la ecuacién. La ecuacion podria escribirse

fO)=21,

pero es cldsico incluir el simbolo @ (u otro similar); este simbolo recibe el nombre
de ‘incégnita’.

El sistema lineal de (4.1.1) es una ecuacién de este tipo, en la que A = IR?,
B=1R?b=(0,-2) y f es la aplicacién

fle,y,2) = (x+ 22,y + 32) ;

la incégnita es el vector (x,y, z).

4.1.3 Supongamos que f es una aplicacién sobre; entonces, sin que importe
cudl es el elemento b € B, sabemos que la ecuacién (ec) admite por lo menos
una solucién. Sin embargo, si f no es sobre, la ecuacién (ec) admite solucién si
b € Im f, pero no tiene ninguna solucién cuando b ¢ Im f.
Si f es inyectiva, sabemos que la ecuacién (ec) admite a lo mds una solucién.
Si f es biyectiva, resulta entonces que la ecuacién (ec) admite una solucién y
ademas una sola.

4.1.4 DEFINICION. Las ecuaciones que constituyen el objeto de este capitulo
son aquellas en las cuales f es una aplicacién lineal

[ K" - IK™

y b= (b',...,b™) es un vector de IK”. De una ecuacién
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(sl) f(z)=b

de este tipo, decimos que es un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas
(con coeficientes en el cuerpo conmutativo IK); la razén de esta terminologia se
pondra enseguida de manifiesto.

Las soluciones del sistema son aquellos vectores

r=(x',... ") € K"
para los que f(z) = b, o sea,
(slt) f(zt,...,2") =b;

cada uno de los n simbolos xlj ..., 2" es una incégnita del sistema.
Representemos por A = [a] la matriz n x m asociada a f en las bases candnicas
de IK™ y IK™. La igualdad (sl) equivale entonces a (v. 2.5.1)
z! b!
(s12) A =

x" bm

Decimos que A es la matriz del sistema (sl).
Obsérvese que la igualdad (sl2) equivale a su vez al siguiente conjunto de
igualdades:

ate! 44 ol 44 alz? = 0!

)

aPfel 4+ 4 aMet 44 ame” = b7

De cada una de las m igualdades precedentes, decimos que es una ecuacion del
sistema. Para todo j = 1,...,m, la ecuacién

et ol 4ol = b

se puede escribir '
fi () =¥,

representando por f; la forma lineal, f; € (IK")*, dada por la fila nimero j de A.
O sea, el sistema (sl) se escribe también
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Decimos que f1,..., f;m son las formas fila del sistema.
Vamos a representar por ¢1,. .., ¢, los vectores columna de la matriz A (vecto-
res de IK™), a los que llamaremos columnas del sistema. Un vector x = (..., ")

de K™ es una solucién del sistema (sl) si y sélo si
(s15) alei+--alci+--+a"c, =b;

se obtiene as{ una nueva forma de representar el sistema (sl).

4.1.5 Para los sistemas

(s) f(z)=1b
que pretendemos estudiar son vélidas las conclusiones de (4.1.3). Ademds, el
hecho de que f sea una aplicacién lineal entre los espacios vectoriales IK" y IK™
nos permite obtener mas informacién ain sobre las soluciones. Veamos un primer
resultado.
Un sistema lineal del tipo
(sh) f(x)=0,
en el que el ‘término independiente’ es el vector 0 de IK™, recibe el nombre de
sistema homogéneo. Decimos también que el sistema (sh) es el ‘sistema homogéneo
asociado al sistema (s1)’.
Las soluciones del sistema homogéneo (sh) son los elementos de Ker f y, en
particular, forman un subespacio de IK". Esto significa ademas que el vector 0

es siempre una solucién del sistema homogéneo; se suele decir que es la solucién
‘trivial’

4.1.6 DEFINICION. Consideremos un sistema lineal de m ecuaciones vy n
incégnitas
(s) f(x) =0,
donde f € LOIK",IK™) y b = (b!,...,0™) € IK™. Sea A = [a‘g] € M(n,m) la
matriz del sistema. Decimos que el nimero
r=rgf=rgA

es el rango del sistema; ya sabemos que r < n y r < m. En lo que sigue supon-
dremos que r # 0.
Vimos en (3.4.6) que existe en A un menor no nulo de orden r; llamemos

i1,...,1, alos indices de las columnas de A que forman parte de dicho menor y
Ji,---,Jr a los indices de las filas que forman parte del menor. Las incdgnitas
2 ... ' son las que denominaremos incégnitas principales del sistema; tam-
bién llamaremos columnas principales a las columnas ¢;,,...,¢;. . Analogamente,

llamaremos ecuaciones principales 'y formas fila principales del sistema a las co-
rrespondientes a los indices ji,..., Jr .

Ademads, vamos a considerar el sistema (de r ecuaciones y n incégnitas) for-
mado por las r ecuaciones principales (completas). Decimos que este sistema es el
subsistema principal. Nétese que el subsistema principal es también de rango 7.
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4.1.7  FEn general existiran varios menores no nulos de orden r de A y, por lo
tanto, varias formas (todas védlidas) de escoger los elementos principales del sistema
y de escoger el subsistema principal.

4.1.8 Ejemplo. Consideremos el sistema lineal, con coeficientes en IR, de 4 ecua-
ciones y 3 incégnitas

y+ z= 0

20+ 2z = 2

—r 4+ y = -1

x + z 2,
cuya matriz

0 1. 1
0 2. 2
A= —1. 1. 0
0 1

es de rango 2. De entre los menores no nulos de orden 2 podemos elegir

1. 0
e

menor formado por las columnas 2 y 3 y las filas 3 y 4. Con esta eleccién conver-
timos y y z en incégnitas principales; el subsistema principal es

-z +y = -1
x +2z= 2.

4.1.9 Vamos a ocuparnos en primer lugar de averiguar cuando un sistema ad-
mite alguna solucién. De un sistema que admite solucién se dice que es compatible
(o posible); en caso contrario se suele decir que es incompatible (o imposible).

4.1.10 PROPOSICION

Todo sistema homogéneo
(sh) f(x)=0

es siempre compatible.

Es justamente lo que hemos visto en (4.1.5).
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4.1.11 PROPOSICION

Todo sistema

(s) flx)=1b

cuyo rango coincida con el nimero de ecuaciones (r = m) es compati-

ble.

Comorg f = r = m = dimIK™ resulta que la aplicacién f es sobre (v. 2.1.23) y
entonces, como hemos dicho en (4.1.3), existe siempre una solucién.

4.1.12 Hemos visto que el sistema (sl) admite una solucién z = (z!,... 2") € K"
si y sdlo si
gler + -+ a4+ 2%, = b,
donde ¢y, ..., ¢, son las columnas del sistema. Asi, pues, el sistema es compatible
si y sdlo si
be{er,...,en);

a su vez, esto equivale a que

rg(er, ... en,b) =r1gler, ... cn).

Es decir, podemos averiguar si el sistema (sl) es compatible calculando los rangos
de dos sistemas de vectores de IK™. Este método se suele enunciar en la forma
matricial que describimos a continuacion.

4.1.13 DEFINICION. Sea
(s) f(z)=1b

un sistema lineal de m ecuaciones y n incégnitas, A la matriz del sistema y
i, ...,cy sus columnas. La matriz A’, de n + 1 columnas y m filas, cuyos vecto-
res columna son ¢q,...,¢, y b, recibe el nombre de matriz ampliada del sistema.
La matriz A’ se forma, pues, anadiendo a A una columna més, formada por las
componentes de b.

4.1.14 TEOREMA

Sea
(sl) flz)=10

un sistema lineal, A la matriz del sistema y A’ la matriz ampliada. El
sistema es compatible si y sélo si

rgA=1g A’ .

Es el resultado que hemos visto en (4.1.12), teniendo en cuenta que el rango de
una matriz es el rango del sistema formado por sus vectores columna.
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4.1.15 Ejemplo. Para el sistema del ejemplo (4.1.8), la matriz ampliada es

0 1. 1. 0
;L 0o 2. 2. 2.
A= -1. 1. 0 -—1.
1. 0 1. 2.
Como
1. 1. 0
1. 0 —=1.|==1.#£0,
0 1. 2.

resulta que rg A’ = 3 y que el sistema es incompatible.
4.1.16 Para los sistemas compatibles, existe una importante relacién entre sus
soluciones y las soluciones del sistema homogéneo asociado; es la relacién que

explicamos en el teorema que sigue.

4.1.17 TEOREMA

Sea
(s) fx)=b

un sistema lineal compatible y
(sh) f(x)=0

el sistema homogéneo asociado. Supongamos que zy es una solucién
de (sl). Entonces las soluciones de (sl) son los vectores del conjunto

xo + Ker f,
o sea, los vectores de la forma
T + z 3

donde z € Ker f.

Con otras palabras, las soluciones de (sl) se obtienen sumando a una
solucién zp de (sl) cada una de las soluciones del sistema homogé-

neo (sh).

Recordemos en primer lugar que las soluciones de (sh) son justamente los vectores
de Ker f (v. 4.1.5).
Si z € Ker f, entonces

flxo+2) = f(zo) + f(2) = f(2o) =1,

luego ¢ + z es una solucién de (sl).
Reciprocamente, si  es una solucién de (sl), entonces

f(x = o) = fw) = f(wo) =b—=b=0,

o sea, el vector z = x — xg pertenece a Ker f y 2 = zp + 2.
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4.1.18 COROLARIO

Sea

(s) flz) =}

un sistema lineal de m ecuaciones y n incdgnitas; supongamos que
el sistema es compatible. Entonces las soluciones de (sl) son las del
subsistema principal.

Llamemos r al rango del sistema y representemos por

(sp) f(z)=1b

el subsistema principal. Recuérdese (v. 4.1.6) que (sp) es un sistema con r ecua-
ciones, n incégnitas y rango r. Para facilitar las notaciones supondremos que el
subsistema principal esta formado por las r primeras ecuaciones.

Si
f@)y=(fi(x),..., frl),. .. fm(x)) vy b=(b',....0",....0™),

donde fi,..., f;m son las formas fila del sistema, entonces

F@)=(A@),.. fo(x) vy b=, b).
En primer lugar, esta claro que
Ker f C Ker f;

como ademas
dimKer f =n —r =dimKer f,

resulta que

Ker f = Ker f .

Hemos supuesto que el sistema es compatible; sea #o una solucién de (sl). El
vector g es también una solucién de (sp). Pero, como hemos visto en el teorema
precedente, las soluciones de (sl) son los vectores del conjunto

xg + Ker f,
y las de (sp) son los vectores del conjunto
o + Ker f

Ambos conjuntos coinciden, lo que termina la demostracion.

4.1.19 En el corolario que acabamos de ver es fundamental suponer que el
sistema es compatible. Cuando el sistema es incompatible, no admite soluciones,
mientras que el subsistema principal admite siempre alguna solucién puesto que
su rango coincide con el nimero de ecuaciones.
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4.1.20 Ejemplo. Elsistema del ejemplo (4.1.8) no posee ninguna solucién, como
vimos en (4.1.15). El subsistema principal,

-z +y = -1
x +z= 2,

si admite soluciones; por ejemplo,

es una solucién del subsistema principal.

4.2 Obtencion de las soluciones de un sistema.

4.2.1 Consideremos un sistema lineal de m ecuaciones y n incégnitas

(sl) f(x) =0,

donde f € LOK", IK™) y b= (b!,...,b™) € IK™. Representemos por A = [a‘g] la
matriz del sistema y por r (# 0) el rango del sistema. En esta seccién expondremos,
de forma practica, la manera de obtener todas las soluciones del sistema, o sea,
todos los vectores x = (z!,... z") tales que f(x) = b.

4.2.2 Caso n = m = r (el nimero de incdgnitas, el mimero de ecuaciones y el
rango coinciden). En este caso la matriz A es cuadrada y det A # 0; de un sistema
de este tipo decimos que es un sistema de Cramer'. La aplicacién f es biyectiva
(v. 2.1.24) y, por lo tanto, el sistema admite una tnica solucién (v. 4.1.3).
Cuando el sistema es ademds homogéneo, la tinica solucién es la trivial (v. 4.1.5),
es decir,
l=2?=...=2"=0.

Hay muchas formas practicas de calcular la solucién de un sistema de Cramer.

Vamos a exponer en primer lugar el llamado método de Cramer, que se basa en

las propiedades de los determinantes, Sea = (x!,...,2") la solucién del sistema;

sabemos que
zlei + - 42", =0,

donde ¢y,...,¢, son las columnas del sistema. Aplicando las reglas 1 y 3 del
cdlculo de determinantes (v. 3.3.2), se tiene para i =1,...,n
zidet A = 2 detie (e, oyciy.ovycn)
= dete,)(c1, .., zlei, ... cn)

= det(ek)(cl,...,x1c1-|-..._|_l=ici_|_..._|_lﬂcn’.”’cn)
= det(e,)(cr,. -y b, en),

lde Gabriel Cramer (1704-1752), matemdtico nacido en Ginebra.
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o sea,

i det Bi
r =
det A’
donde B; representa la matriz que resulta de substituir en A la columna numero
1 por la columna

bl
= . ,
bn
es decir,
1 1 1
o b o,
B; =

n n n
al e b e an

Estas férmulas permiten entonces calcular la solucién.

El método de Cramer es eficaz para pequefios sistemas (para n = 3 o menor),
v a veces también es recomendable cuando el sistema posee coeficientes que son
indeterminados; sim embargo, requiere un nimero muy grande de operaciones
cuando la dimensién del sistema es grande.

4.2.3 Ejemplo. Para el sistema con coeficientes en IR

r+2z2= 0 1.0 2.
y+3z2=-2, A=10 1.3.|,
20+ 2z = 2 2.0 2.

se tiene n = 3, m = 3 y, como det A = —2. # 0, » = 3. Se trata, pues, de un
sistema de Cramer, cuya unica solucién viene dada por

0 0 2
—2. 1. 3.
20 | 4
= det A T
1. 0 2
0 —2. 3.
R
y= det A R
1.0 0
0 1. -2
2.0 2| =2 _ |
‘ det A T

La solucidén es entonces
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4.2.4 Vamos a exponer otro método que requiere menor nimero de operaciones
que el de Cramer cuando la dimensién es grande. Se trata del método de Gauss?
y utiliza las operaciones elementales que vimos en (2.4.31).

Es facil comprobar que si

Ar =19,

con A € M(n,m), es un sistema con matriz ampliada
[Alb]

y transformamos esta matriz ampliada mediante una operaciéon elemental cual-
quiera en otra matriz

(AT

el sistema

Al =1

que resulta posee las mismas soluciones que el primitivo. Se dice que ambos
sistemas son equivalentes.
Si ahora

Az =10

es un sistema de Cramer, es decir, A es n xn y de rango n, la matriz A es inversible
vy se puede transformar en la matriz unidad mediante operaciones elementales
(v. 2.5.32). Luego la matriz ampliada

[Alb]
se puede transformar en una matriz de la forma
[1a ']
que proporciona el sistema equivalente
Iye=1V

cuya solucién es inmediata,
r=0b".

Se obtiene asi la solucién del sistema primitivo.

4.2.5 Ejemplo. Para el sistema de Cramer

x +2z2= 0
y+ 3z = -2
2x + 2z = 2

2Carl Friedrich Gauss (1777-1855), matematico aleman nacido en Brunswich, es para muchos
el matematico mds importante de todos los tiempos.
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del ejemplo (4.2.3), la matriz ampliada es

1. 0 2 0
0 1. 3. -2
2. 0 2 2.

Mediante operaciones elementales se transforma en

1. 0 0 2.
0 1. 0 ,
|0 0 1.]-1. |
luego la solucién es
xr=2., y=1., z=-1.

A veces se sigue el procedimiento sélo hasta el punto de obtener una matriz
triangular. Si en nuestro ejemplo nos hubiésemos detenido en el punto en que se
obtiene

el sistema equivalente que resulta

x +2z= 0
Yy + 32 = =2
— 2z = 2

proporciona la solucién despejando sucesivamente las incégnitas.

4.2.6 Caso m =r < n (el rango coincide con el nimero de ecuaciones, pero no
con el de incégnitas). El sistema es compatible, como vimos en (4.1.11). Puesto
que

dimKer f=n—r#0,

resulta que Ker f # {0} y que por lo tanto Ker f posee mds de un vector (infinitos
vectores si IK es infinito, lo que sucede por ejemplo si IK = TR o IK = €). Se
deduce entonces de (4.1.17) que el sistema admite mds de una solucién.

En este caso hay r = m incdgnitas principales, que supondremos son las

L ..., 2™, por hacer mas sencilla la notacién. Demos valores arbitrarios,

xr

et = \mA e =\

a las n — m incégnitas restantes y consideremos el sistema
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Este sistema es ahora de Cramer, puesto que posee m incégnitas, m ecuaciones y
rango m; admite, pues, una solucién unica

dependiente de los valores dados a las incégnitas no principales. Resulta sencillo

ver que, cuando A1 . A" recorren todos los valores posibles de IK, entonces
1 _ 1 1
x el (Am* AT
_ 1
g™ = gAML AT
xm+1 /\m+1
" = A"

recorren todas las soluciones del sistema (sl). Se suele decir que la solucién general

de (sl) viene dada en funcién de los n — m pardmetros A™+1 ... A",

4.2.7 Ejemplo. Para el sistema con coeficientes en IR

20 + vy 4+ t=2 2.1.0 1.
2 +3t =0, A=100 2.3.|,
r + 3z =1 1.0 3.0
se tiene n = 4, m = 3 y, como
2. 1. 0
0 0 2. |=2#0,
1. 0 3.

entonces r = 3. Con la elecciéon que hemos hecho de un menor no nulo de orden 3,
las incégnitas principales son z,y y z. Haciendo ¢ = X, obtenemos el sistema de
Cramer
20 + y =2-A
2z = —=3X
x + 3z =1 ,

cuya tnica solucién (tUnica para cada valor de A) es
z=1.4+45)\, y=-10A, z=—-1.5\.
La solucién general del sistema es entonces

z=1.4+45\, y=—-10A, z=—15X, t=2X.
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Se obtienen soluciones particulares dando a A valores reales; asi, para A = 2.,
obtenemos la solucién

x=10., y=-20., z=-3., t=2..
y, para A = —1.,

r=-35, y=10., z=15, t=—1.

4.2.8 Ejemplo. El sistema homogéneo asociado al sistema del ejemplo prece-
dente es
20 + y + t=0
224+ 3t =0
xr + 3z =0 .

Se resuelve como el anterior. La solucién general resulta ser
z=45\, y=-10.A, z=—-15Xx t=2A.

Como
x=10., y=-20., z=-3., t=2.

es una solucién particular del sistema completo, el teorema (4.1.17) nos permite
afirmar que

r=10.+ 45\, y=-20.— 10\, z=-3.—15\, t=2.4+2A

es la solucién general del sistema completo. Esta solucién difiere en apariencia de
la que hemos obtenido en el ejemplo precedente; basta, sin embargo, con hacer
A = —2. 4+ u para obtener la solucién en la misma forma que en el ejemplo prece-
dente, con lo que ambas soluciones son de hecho la misma.

4.2.9 Caso r < m (el rango es menor que el nimero de ecuaciones). En primer
lugar, conviene estudiar si el sistema es comptible o no lo es; se aplica para ello el
teorema (4.1.14).

Cuando el sistema es compatible, sus soluciones son las del subsistema principal
(v. 4.1.18). Dado que el subsistema principal posee el mismo rango que el nimero
de ecuaciones, se resuelve como hemos visto en los dos casos precedentes.

4.2.10 Ejemplo. Para el sistema con coeficientes en IR,

x4+ y+ 22=2 1.
x +3z2=4, A= .0 3.1,
—y+ z=2 0 —-1.1

se tiene n = 3 y m = 3. Por otra parte, det A=0y

= —1.#0,
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luego r = 2. Podemos considerar como subsistema principal el formado por las
dos primeras ecuaciones.
La matriz ampliada

1 1. 2.2
A=11 0 3.4
—-1. 1.]2

tiene rango 2 ya que

El sistema es, pues, compatible y sus soluciones son las del subsistema principal

x4+ y+ 22=2
x + 3z =4,

que son, como se ve facilmente,

r=4. -3\, y=A—-2., z=2A\.

4.2.11 Ejemplo. Para el sistema con coeficientes en IR,

x4+ 2y— z=1 1. 2. —1.
20 + 2+ 2=3, A=122 1.1,
x + 22 =1 1.0 2.

se tienen =3y m=3. Comodet A=0y

‘1. 2.‘

9. 2. | =270

resulta que r = 2. Podemos considerar como principal el subsistema formado por
las dos primeras ecuaciones.
La matriz ampliada

1. 2. —-1.|1
A= 2. 1
1. 0 2.1

tiene rango 3 ya que

El sistema es incompatible, es decir, no admite ninguna solucién. El sistema
homogéneo asociado al anterior

r+2y— z=20
20 + 2y + 2
x + 2z =10
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si es compatible, como lo es todo sistema homogéneo (v. 4.1.10); su solucién general
es

r=-=2X, y=15\A, z=2A.



Capitulo 5

Diagonalizaciéon de endomorfismos y
matrices.

5.1 Subespacios invariantes. Vectores y valores
propios.

5.1.1 Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo IK y f : F — FE un endo-

morfismo de . Un subespacio tnvariante para f es un subespacio F' de F tal

que

f(F)yCF,

o sea, tal que
rel = [f(z)eF.

Ejemplos sencillos de tales subespacios son {0}, E, Im f y Ker f, que son invarian-
tes independientemente de la naturaleza del endomorfismo f.
Si F' es un subespacio invariante para f, podemos considerar la aplicacién

F - F

que envia cada vector z de F' a su imagen por f; esta aplicacién es un endomorfismo
de I, el ‘endomorfismo inducido’ por f en F. Es habitual representar también
por f el endomorfismo inducido.

5.1.2 Sea Funev.y fe L(F). Supongamos que
E=Fo& - -3k,

donde Fi,..., F), son subespacios invariantes para f, con dimensiones ny,...,n,
diferentes de 0. Si (ay,...,an,) es una base de Fy, (an,41,...,dn,4n,) Una base
de I, etc., y consideramos la base de I/

(ala~~~,an1,an1+1a~~~,an1+n2a~~~)

151
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formada por la reunién de dichas bases (v. 1.5.7b), entonces la matriz de f en esta
base es de la forma

Ay

As
[f, (ai)] = - :

A

o sea, lo que se suele llamar una matriz diagonal por bloques. La matriz A
es la matriz del endomorfismo inducido por f en F; representado en la base
(a1, ...,an,), la matriz As es la matriz del endomorfismo inducido por f en Fy
representado en la base (tn, 41, .., @ny4ns) , €tc.

5.1.3 Ejemplo. Consideremos el endomorfismo de IR* dado por
f(l‘,y,Z) = (4x+2y+2,—21‘—z,—$—y+z)’

es decir, por la matriz

4. 2. 1
A= —2. 0 -1
—-1. —1. 1

Consideremos los vectores
ap = (1,=-1,0), a2 =(1,0,-1) y as=(-1,1,1).

Es facil comprobar que

Los subespacios
Fi={ai,a2) y Fy={as)

son invariantes; (a1, a2) v (a3) son bases de Fy y Fy y (a1, as,a3) es una base de
R3 (luego R3>=F & F, ). La matriz de f en la base (a1, as, as) es

5.1.4 El objeto de este capitulo es representar endomorfismos mediante matrices
sencillas, entendiendo por tales, matrices con gran numero de ceros. Las matrices
diagonales por bloques son las mas interesantes; lo son ain mas cuando se trata
de matrices pura y simplemente diagonales. Vamos a estudiar el caso en que un
endomorfismo se puede representar por una matriz diagonal, dejando para mas
tarde las matrices diagonales por bloques, que constituyen un caso mas general.
El ejemplo siguiente nos muestra una situacién en la que es posible representar un
endomorfismo mediante una matriz diagonal.
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5.1.5 Ejemplo. Consideremos el endomorfismo de IR?® dado por

fle1) = — e1 — 6bes + 2es
f(@z) = 361 + 862 - 263
f(@g) = 661 + 1662 - 463 y

cuya maftriz en la base candnica es

—1. 3. 6.
A= —6. 8. 16.
2. =2. —4.

Para la base (a1, aq,as) de IR? formada por los vectores
ap =(0,—-2,1), a2=1(3,-2,2) y as=(1,1,0),

la matriz de f es

0 0 O
A=]0 1. 0
0 0 2.
puesto que
flar) =0
flaz) = ay
flas) = 2as

En esta base, f se representa por una matriz diagonal. La matriz A’ pone en
evidencia algunos aspectos de f que no eran faciles de ver con la matriz A. Asi,
ahora es evidente que

rgf=2, Imf={as,as) vy Kerf=/{(a1).

5.1.6 A la vista del ejemplo precedente, el problema se centra en dos aspectos:

— averiguar si existe alguna base en la que el endomorfismo se repre-
sente por una matriz diagonal, y

— encontrar, cuando exista, una de tales bases.
Nétese que los tres vectores de la base del ejemplo precedente verifican que
flai) = Xiaj
para escalares \; que son, en ese caso,
A=0, =1y A3=2.

Es a partir de esta propiedad como trataremos de resolver los dos problemas
planteados.
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5.1.7 DEFINICION. Sea F un e.v. sobre IK y f € L(E); sea x € FE. Decimos
que x es un vector propio de f cuando

(vep) (BAEK) flz)=Azx.

5.1.8 Ejemplo. En el ejemplo (5.1.5), los vectores a1, as y as son vectores pro-
pios de f. Hay una infinidad de vectores propios de f; compruébese, por ejem-
plo, que lo son todos los vectores de la forma p a; cualesquiera que sean pu € IK
yvi=1,2,3.

5.1.9  El vector 0 es siempre un vector propio, puesto que
£0)=0=20

cualquiera que sea A € IK; todos los escalares hacen pues cierta la igualdad de
(vep) para el vector 0.

No ocurre lo mismo para vectores no nulos; si  Z 0y f(z) = Az y f(z) = pz,
entonces Az — px = 0, luego (A — p)a = 0y, como z # 0, resulta que A = y. Para
cada vector propio # no nulo, existe exactamente un escalar A tal que f(z) = Ax.

El método para encontrar los vectores propios de f es el estudio de los escalares
que sirven para realizar las igualdades del tipo f(z) = Ax.

5.1.10 DEFINICION. Sea E un e.v. sobre K y f € L(E); sea A € IK. Deci-
mos que A es un valor propio de f cuando

(vlp) Bz € E, 2#0) f(z)=Az.
La condicién z # 0 que exigimos en (vlp) es importante puesto que, si no, cual-

quier elemento de IK serfa un valor propio.

5.1.11 Ejemplo. En el ¢jemplo (5.1.5) los escalares 0,1 y 2 son valores propios
de f.

5.1.12  Es también iitil otra forma de considerar los valores propios. Si f € L(F)
y A € K, representamos por V(A) el subconjunto de F dado por

VN ={z e E| f(z) = x}.

Ya hemos visto que 0 € V(A). Es sencillo probar que V(A) es un subespacio
vectorial de F'; es justamente el subespacio

Ker(f — Xidg),

niicleo del endomorfismo f — Aidg (v. 1.1.11). Decimos que V(X) es el subespacio
propio de f asociado a A.

Podemos expresar (vlp) es las siguientes formas equivalentes: A es un valor
propio de f siy sdlo si
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(vipl) V()) # {0},
y también s1 y sélo si
(vlp2) el endomorfismo f — Aid no es inyectivo.

Si A # u, entonces
V(M) nV(w) = {0},

como se ve utilizando los argumentos de (5.1.9).

5.1.13 Ejemplo. En el ejemplo (5.1.5) se tiene

V(0) = Ker f = {(ay)
V(1) = Ker(f —id) = (a2)
V(2) = Ker(f — 2id) = (as),
como se comprueba con facilidad. Se puede comprobar también que, si A es distinto

de 0,1y 2, entonces
V(A) = Ker(f — Xid) = {0},

lo que indica que no hay mds valores propios que estos tres.

5.1.14 PROPOSICION

Sea f € L(E) y sean Aq,..., A, valores propios de f, todos distintos
entre si. Sizq € V(A1),...,2p €V(A,), ¥y 21 #0,...,2, # 0, entonces
(z1,...,2p) es un sistema libre.

Lo probaremos por induccién sobre el nimero p. El resultado es evidente cuando
p = 1. Supongamos (hipdtesis de recurrencia) que el resultado es cierto para p—1;
sean entonces xi,...,%, p vectores que cumplen las hipdtesis del enunciado. Si

o121 + axo+ - Fapr, =0,
tenemos, por una parte, que
Jlarzy +aszs + -+ apxp) =0,

o sea,

arf(zr) +asf(za) + -+ apflxp) =0,

luego
OzlAll‘l + OzzAzl‘z + -4+ Oszpl‘p =0.

Por otra parte, A10 = 0, o sea,

Aoy 4+ ases + -+ Oépl‘p) =0,
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luego
/\1a1x1 + /\1a2x2 + -4+ Alapxp =0.
Restando ambas expresiones obtenemos
(Az — /\1)a2x2 + -4 (Ap - Al)apxp =0 y

y como, por la hipétesis de recurrencia, el sistema (zs,...,2,) de p — 1 vectores
es libre, resulta que

(Aa—X)as =+ =(Ap — A1), =0,
luego que
ag=---=ap,=0
yva que todos los A; son distintos. Por fin, resulta que
arxey =0

y que oy = 0. El sistema (21, 22,...,2,) es libre; el resultado es también cierto
para p, y esto concluye la demostracion.

5.1.15 Si F es un e.v. de dimensién ny f € L(F), resulta inmediatamente de
la proposicién anterior que f posee a lo sumo n valores propios.

5.1.16 PROPOSICION

Sea f € L(E) y sean Aq,..., A, valores propios de f, todos distintos
entre si. Entonces

VA 4+ V) =V) & @ VI(A).

Si

O=214+---+2
con 1 € V(\),...,z, € V(A,), entonces 1 = --- = x, = 0, pues, en caso
contrario, llamando z;, ..., x;, a aquellos vectores que no fuesen nulos, resultaria
que

O0=my + -+ 2, ;
esto es imposible, ya que el sistema (2;,,...,2;.) es libre, como consecuencia de
la proposicién anterior.
Sea entonces z un vector de V(A1) + -+ -4+ V(A,) y supongamos que

r=x1+-Fxp ¥y x:x/1—|—~~~—|—x;,,
con zy,x) € V(A1),...,xp, 2, € V(Ap); se tiene
0= (21 —2)) + -+ (xp — 7p)
y, como acabamos de ver, esto significa que

/ /
TL =2,y =X,

El subespacio suma es, pues, suma directa (v. 1.3.22).
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5.1.17 TEOREMA

Sea F un e.v. de dimensién n # 0, (ay,...,a,) una base de F,
feL(E)y A=1[f(a)]. Sea A € IK; las proposiciones siguientes
son equivalentes:

(i) A es un valor propio de f;
(ii) el endomorfismo f — Aid no es inversible;

(iii) det(A — AI,) = 0.

Decir que f — Aid no es inversible equivale a decir que no es inyectivo, puesto
que F es de dimensién finita (v. 2.1.24); se tiene asi la equivalencia de (i) y (ii)
(v. 5.1.12).

La equivalencia de (ii) y (iii) proviene de que A — Al,, es la matriz de f — Aid
en la base (ai,...,an).

5.1.18 DEFINICION. Si A es una matriz cuadrada con elementos en IK, los
escalares A € IK tales que

det(A — AI,) =0

reciben el nombre de wvalores propios de la matriz A.

Lo que demuestra el teorema precedente es que los valores propios de un en-
domorfismo f de un espacio vectorial de dimensién finita son los valores propios
de cualquier matriz asociada a f en una base del espacio.

Dos endomorfismos del e.v. F que se representen (en bases diferentes) por la
misma matriz poseen entonces los mismos valores propios.

Otra consecuencia aun mas importante es que dos matrices semejantes poseen
los mismos valores propios (v. 2.5.29).

5.1.19 Ejemplo. La matriz

—1. 3. 6.
A= —6. 8. 16.
2. =2. —4.

asociada al endomorfismo del ejemplo (5.1.5) posee como valores propios 0,1y 2.
Compruébese que éstos son los tnicos valores A € IR para los que el determinante
de
—1.—-A 3. 6.
A— A5 = —6. 8. —A 16.
2. -2, —4. =X

es nulo.
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5.1.20 Sea A € M (n). Los valores propios de A son los del endomorfismo
f € L(IK™) dado por A (v. 2.5.1), es decir, los escalares A € TK para los que existe
un vector « € IK", x # 0, tal que

Ax=Az.

Se suele hablar de vectores propios de A para referirse a los vectores = € TK”
tales que

Az =)z

para algin A € IK| o sea, a los vectores propios del endomorfismo dado por A.
Si A € IK, el subespacio

V(A ={z € K" | Az = Az}

de IK” se suele denominar subespacio propio de A correspondiente a .

5.2 Polinomio caracteristico.

5.2.1 Sea A € M (n) una matriz cuadrada. Es sencillo averiguar cuando un
elemento A € IK es un valor propio de A; basta comprobar que

det(A—A,) = 0.

Parece, sin embargo, mas dificil encontrar todos los valores propios de A, puesto
que no podemos efectuar dicha comprobacién para todos los elementos de 1K, si
éste posee una cantidad infinita de elementos (lo que es normal). Lo que se hace
entonces es calcular det(4 — Al,) sin precisar el valor de A, y tratar de ver a
continuacién para qué valores de A se anula.

5.2.2 Ejemplo. Para la matriz de elementos reales

tenemos

2.-A 2.
A_M”:[ 1. 1.—/\]

det(A—Al) = (2= A)(1—=X)—2=2% =3,

expresién que se anula para A = 0 y A = 3; los valores propios de A son entonces

0y 3.
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5.2.3 Sea A = [a‘g] € My (n) una matriz cuadrada. Siendo X un simbolo,
consideramos la matriz

1 1 1 1

oy _2X 2a2 ozg) ag

aé o —BX 3a3 ozg

A-X1, = aq g azg— X @n
af af af cap—X

cuyos elementos son polinomios en la indeterminada X con coeficientes en 1K .
Aun cuando los elementos diagonales de A — X I, no pertenecen al cuerpo IK,
calculamos el determinante de esta matriz operando con los polinomios o} — X
como si se tratase de elementos de TK. (Una explicacién mds formalizada sobrepasa
el propésito de este libro.)

det A — X I, es un polinomio en X, con coeficientes en IK, y de grado n.

5.2.4 DEFINICION. Sea A € M (n) una matriz cuadrada. Llamamos poli-
nomio caracteristico de A y representamos por p4(X) al polinomio

pa(X)=det A—X1,.

Si A € IK, tenemos que
pa(A) =det A—A1T,.

5.2.5 Ejemplo. Si

entonces

como vimos en (5.2.2).

Si

—-2. 4. b5

A= -3. 5. b

0 0 1

entonces
-2.-X 4. 5.
pA(X) = —3. h— X 5.
0 0 1.— X

(=2 - X)(5—-X)(1 = X)+12(1 = X)
= —X34+4X? —5X 42,
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5.2.6  Algunas consideraciones sencillas nos van a permitir calcular ciertos tér-
minos de p4(X). Los términos de grado n y n — 1 provienen exclusivamente del
producto de los elementos diagonales de A — X I, , o sea, de

(o] = X)(a5 = X) -+ (o = X).

Esto se debe a que en el resto de los n! productos de la férmula (3) de (3.2.4)

. . . 7 . . . . i 7 .
interviene algin o con ¢ # j, luego no intervienen o} — X y a; — X el resto de

los productos son entonces polinomios de grado menor o igual que n — 2.
Como

(a} = X)(a} — X) (ol — X) =
= (D)X (=) o+ a4k al) X T

resulta que el término de grado n de pa(X) es
(=D"X",
y el de grado n — 1 es
(=D Hai+ai 4 +ap) X"

o bien

(=)~ ter A X"

donde el escalar
trA=a;+ai+---4a,

suma de los elementos diagonales de A, es lo que llamamos traza de la matriz A.
Por otra parte, el término independiente de p4(X) vale

pa(0) =det(A—01,) =det A;
pa(X) es entonces de la forma

pA(X) = ()" X" + (=) Tr AX" " 4 fdet A

5.2.7 PROPOSICION

Si A, A’ € Mk (n) son dos matrices semejantes, entonces
pa(X) =pa(X)

y, en particular,

trA=1trA.

Existe una matriz P, n x n e inversible, tal que

A'=P71AP,
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luego
A—-XI,=P'"AP-XI,=P '"AP-XI,(P™'P)
y, como X [, conmuta con cualquier matriz de M (n) (v. 2.4.28),
A—-XIL,=P'"AP-P'XI,P=P ' (A-X1I,)P.
Entonces

par(X) =det(A — X I,) = det(P™1)pa(X)det P = pa(X).

5.2.8 Sea F un e.v. de dimensién n # 0y f € L(F). Llamamos polinomio
caracteristico de f y traza de f al polinomio caracteristico y la traza de una
matriz cualquiera asociada a f; los representamos por p¢(X) y tr f. La proposicién
precedente nos garantiza que esta definicién no depende de la matriz asociada a f
que se elija.

Recordando la definicién de det f (v. 3.2.21) se tiene que

pr(X) = (=) X" + (=) Ttr f X" 4 det £

5.2.9 TEOREMA

a) Sea A € M(n) y A € IK (IR o €). Entonces A es un valor propio
de A siy sélo si es una raiz de pa(X).

b) Sea F un e.v. de dimensién n # 0 sobre IK (IR o @), f € L(F)

v A € IK. Entonces A es un valor propio de f si y sélo si es una raiz

de pr(X).

a) A es un valor propio de A si y sélo si
pa(A) =det(A—A1,) =0,

o sea, siy s6lo si A es raiz de pa(X).
b) es una consecuencia de a), pues los valores propios de f son los de una
matriz cualquiera asociada a f.

5.2.10  Se deduce del teorema precedente que una matriz n X n posee a lo sumo
n valores propios, y que un endomorfismo de un e.v. de dimensiéon n posee a lo
sumo n valores propios.

5.2.11 Cuando IK = IR, es importante suponer en el teorema precedente que
A € IR. En el caso real pueden existir raices de p(X) que no sean elementos de IR;
dichas raices no serdn, sin embargo, valores propios de f.
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5.2.12 Ejemplo. El endomorfismo f de IR? dado por la matriz
0 -1

=0 ]
tiene como polinomio caracteristico

pr(X)=X"+1,
polinomio cuyas raices son los nimeros complejos +i y —¢, que no son valores
propios de f.

Sin embargo, el endomorfismo g de €* dado por la misma matriz posee +i y —i

como valores propios.
Obsérvese que

3 ][] L] o s

B H DR

luego que (1, —4) y (1,4) son vectores (de ©%) propios de g. Compruébese que no
existe ningiin vector (de TR?) propio de f, excepcién hecha del vector (0, 0).

¥ que

5.2.13 PROPOSICION

Sea F un e.v. sobre IK de dimensién n # 0, f € L(F); sea A € IK un
valor propio de f. Hemos visto que A es raiz de py(X).

Si k es el orden de multiplicidad de A como raiz, entonces

1<dimV()) < k.

Como A es un valor propio de f, entonces V() # {0}, luego dimV(A) > 1.
Representemos por h la dimensién de V(A); vamos a probar que h < k.

Para ello completamos una base (a1,...,ap) de V(A) hasta formar una base
(a1,...,8h, @ht1,...,an) de E. La matriz A = [f, (a;)] es de la forma
h n—nh
A
A/
A= h
A
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luego
A—X
/
A-X1, = A ,
A—X
0 | A// - Xln—h
y entonces (v. 3.2.14)
pr(X) = pa(X)
= det(A - X 1I,)
A—X
= det det(A” — X I,,_p)
A—X
= (A= X)(¥),

donde ¢(X) es un polinomio de grado n — h (el polinomio caracteristico de A’).
Resulta asi que X es raiz de py(X) con multiplicidad > h, o sea, k > h.

5.2.14 Ejemplo. Es posible, sin embargo, que
dimV(A) < k.

Asi, si f es el endomorfismo de IR? dado por la matriz

1 es un valor propio de f y es una raiz de multiplicidad 2 del polinomio
pr(X)=(1-X)*.

Pero

V(1) = {(z,y) € R? |y = 0} = ((1,0)),

luego dimV (1) = 1.

5.3 Diagonalizacion: condiciones.

5.3.1  Estamos ahora en condiciones de responder a las dos cuestiones planteadas
en (5.1.6). Comencemos por proporcionarnos una forma breve de expresar el
problema.
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5.3.2 DEFINICION. Sea F un ev. de dimensién n # 0 sobre K y
f € L(F). Decimos que el endomorfismo f es diagonalizable cuando existe una
base (a1,...,a,) de E tal que la matriz [f, (a;)] que representa a f en dicha base
es una matriz diagonal.

Sea A € M (n) una matriz cuadrada (recordemos que IK = TR o €). Decimos
que A es diagonalizable en IK cuando A es semejante a una matriz diagonal de
Mg (n), esto es, cuando existe P € My (n) inversible y tal que P71A P es una
matriz diagonal con elementos de IK.

5.3.3 Las dos nociones precedentes estdn profundamente relacionadas. Si f
es un endomorfismo diagonalizable, (a1, ...,a,) una base de F'y A = [f, (a;)],
entonces la matriz A es diagonalizable. En efecto, sabemos que existe una base
(b1,...,by) de E tal que la matriz

B =[f, (bi)]

es diagonal; como

B=P AP,

donde P es la matriz de paso de la base (a;) a la base (b;), resulta que A es
diagonalizable.

5.3.4  Reciprocamente, si A € My (n) es una matriz diagonalizable, cualquier
endomorfismo que se represente por A es diagonalizable (en particular lo es el
endomorfismo de TK™ dado por A). En efecto; sea F un e.v. de dimensién n
sobre IK, f € L(E)y (a1,...,a,) una base de F, de tal manera que

[f (ai)] = A

Puesto que A es diagonalizable, existe P € My (n) inversible y tal que P71 A P es
diagonal. Llamemos (b1, ...,b,) a la base de F tal que P = [(b;), (a;)]; entonces

[f. (b:)] = PT'AP,

lo que demuestra que f es diagonalizable.

5.3.5 Un endomorfismo f de F es diagonalizable si y sélo si existe una base
(ai,...,an) de E formada por vectores propios de f.

En efecto; si (a1, ..., a,) es una base de F formada por vectores propios, existen
escalares Ay, ..., A\, tales que

pero entonces
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luego f es diagonalizable.

Reciprocamente, si f es diagonalizable, existe una base (ai,...,a,) de F tal
que
A1
[fa (al)] =
An

y, como esto significa que

flar) = My

f(an) = Ay, ,

resulta que los elementos de la base son vectores propios.

5.3.6 TEOREMA

Sea F un e.v. sobre IK (IR o @), de dimensién n # 0; sea f € L(FE).
El endomorfismo f es diagonalizable si y sélo si se verifican las dos
propiedades siguientes

(d1) ps(X) posee n raices en IK, iguales o distintas (mds
exactamente, posee raices en IK cuyos dérdenes de multiplici-
dad suman n),

propiedad que siempre se verifica cuando IK = €, y
(d2) para cada raiz A € IK de p;(X),
dimV(A) =k,
donde k es el orden de multiplicidad de A.

El mismo resultado es cierto para una matriz A € My (n), substitu-
yendo py(X) por pa(X).

Supongamos en primer lugar que f es diagonalizable; existe entonces una base
(a1, ...,an) de E tal que [f, (a;)] es diagonal, o sea,

At

Resulta asi que
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luego pf(X) posee n raices, A1, Aa,..., Ay, en IK (no necesariamente diferentes),
lo que prueba (d1). Si A es una de estas raices y k su orden de multiplicidad,
entonces

Ay = A, == A, = A

21 2

para k indices 41,...,4x € {1,...,n}. Los correspondientes vectores de la base
verifican, pues,

es decir,

luego

dimV(A) > k.

Como por otra parte dimV(A) < k (v. 5.2.13), tenemos la igualdad
dimV(A) =k,

lo que prueba (d2).

Reciprocamente, supongamos que se verifican (d1) y (d2). Por la primera
sabemos que existen elementos A1, ..., A, que son raices de py (X) y que sus Srdenes
de multiplicidad, &y, ..., k, , suman

ki4 4k, =n.

Los A; son valores propios de f y cada subespacio V(A;) es de dimensién k; , puesto
que se cumple (d2). La suma directa (v. 5.1.16)

V)& ---aV(X)
es un subespacio de dimensién k1 + -+ -+ k, = n (v. 1.5.7), o sea,
ViM)@---aV(h)=E.

Reuniendo bases de V(A1),...,V(}A,), obtenemos entonces una base de E, base
que estard formada por vectores propios. El endomorfismo f es, pues, diagonali-
zable.

El resultado para matrices es evidente, teniendo en cuenta que A es diagona-
lizable si y sélo si lo es el endomorfismo de TK™ dado por A (v. 5.3.3 y 5.3.4).

5.3.7 La demostracién del teorema precedente nos indica ademas un procedi-
miento para obtener una base (a1,...,a,) en la que un endomorfismo diagonali-
zable f tenga asociada una matriz diagonal. Tal base se puede formar reuniendo
bases de los subespacios V(;), para los valores propios A; de f.



5.3. Diagonalizacién: condiciones 167

5.3.8 COROLARIO

Sea F un e.v. sobre IK (IR o @), de dimensién n # 0; sea f € L(FE).

Si ps(X) tiene n raices distintas en IK, entonces f es diagonalizable.

El mismo resultado es cierto para una matriz A € My (n), substitu-
yendo py(X) por pa(X).

Si ps(X) posee n raices distintas, A1,..., A, , en IK, se verifica la propiedad (d1)
del teorema precedente. Ademds cada A; es de multiplicidad 1, luego (v. 5.2.13)

1<dimV(\) <1,

o sea, dimV(A;) = 1; se verifica también (d2).

5.3.9 Ejemplo. Sea f € E(IRS) el endomorfismo dado por la matriz

—2. 4. 5.
A= | =3. 5. b.
0 0 1
Tenemos que
—-2.—- X 4. 5.
pr(X) = —3. 5. — X 5.
0 0 1. - X

= (1-X)(6-X)(-2-X)+12)
= (1-X)(X?-3X+2)

v las raices de este polinomio son
1 con multiplicidad 2 'y 2 con multiplicidad 1 ;

se verifica entonces (d1). Vamos a estudiar los subespacios propios.

V(1) = Ker(f — id), luego (z,y,z) € V(1) cuando

x 0
(-t |y |=]0],
z | 0
o sea,
-3. 4. 5. z ] 0
-3. 4. 5. y | =101];
0 0 O z | 0

la solucién de este sistema es

(2,5, 2) = (4X+ 51,30, 3p)
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y por consiguiente

V(1) ={((4,3,0),(5,0,3)).

V(1) es de dimensién 2. Se cumple también (d2), pues ya sabemos que la dimen-
sién de V(2) no puede ser sino 1. El endomorfismo f es diagonalizable.

Para encontrar una base en la que corresponda a f una matriz diagonal, tene-
mos que calcular también V(2).

V(2) = Ker(f — 2id), luego (z,y,2) € V(2) cuando

x 0
(A— 2[3) Yy = 0 s
z | 0
o sea,
—4. 4. 5. z ] 0
-3. 3. 5. y | =101];
0 0 -—1. z | 0

la solucién de este sistema es
($’ Y, Z) = (/\a A 0) )

luego

V(2) = ((1,1,0)).

En la base de TR?
((4,3,0),(5,0,3),(1,1,0))

f se representa por la matriz diagonal

1.
1.
2.
La matriz A es diagonalizable en IR y
1.
PTlAP = 1. ,
2.
siendo P la matriz -~
4. 5. 1.
P=13 0 1.
0 3.0

Compruébese este hecho, teniendo en cuenta que

3. =3. —5.
0 1.
—-9. 12. 15.

3
Il
|
o
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5.3.10 Ejemplo. Sea f € E(IRS) el endomorfismo dado por la matriz

2. =2. 1.

A= 1. 3. 1.

0 1. 2.

Su polinomio caracteristico vale
2.— X =2 1.
pr(X) = 1. 3.—X 1.

0 1. 2.— X
= 2-X)P2B-X)+1-(2-X)+2(2-X)
= (2-X)’(3-X)+(3-X)
= (3-X)((2-X)"+1)
= (3- X)(X? —4X +5);

las raices son 3, 2414y 2 —4. ps(X) posee Unicamente una raiz en IR, luego (d1)
no se cumple y f no es diagonalizable.

5.3.11 Ejemplo. Sea f € E(IRS) el endomorfismo dado por la matriz

3. 2 4.
A= 0 1. 0
-2. 0 -3
Tenemos que
3.-X 2 4
pr(X) = 0 1. - X 0
-2 0 -3.-X
=(1-X)(B=X)(-3-X)+78)
= (1-X)(X?-1)

con raices
1 con multiplicidad 2 'y —1 con multiplicidad 1;

se verifica entonces (d1).

V(1) = Ker(f — id), luego (z,y,z) € V(1) cuando
2. 2. 4. x 0
0 0 0 y | =101;
-2. 0 -4 z 0

la solucién de este sistema es
(z,y,2) = (=2A,0,A)

y por consiguiente
V(1) =((=2,0,1));

V(1) es de dimensién 1 y no se verifica (d2). f no es diagonalizable.
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5.3.12 Ejemplo. Sea f € L(IR?) el endomorfismo del ejemplo (5.1.5), dado por
la matriz

—1. 3. 6.
A= —6. 8. 16.
2. =2. —4.

Vimos en dicho ejemplo que f es diagonalizable, puesto que encontramos una base
en la que la matriz de f es diagonal.
El polinomio caracteristico de f es

~1.-X 3. 6.
pr(X)=| -6 8&-—X 16
2. —2.  —4.-X

(=1 = X)(8 = X)(—4 — X) + 96 + 72
—12(8 — X) 4+ 18(—4 — X) 4+ 32(—1 — X)

= X% +3X* - 2X

= —X(X?-3X +2)

de raices 0, 1 y 2. Utilizando el corolario (5.3.8) se puede llegar también a la
conclusién de que f es diagonalizable.

5.3.13 Ejemplo. Los endomorfismos f y ¢ del ejemplo (5.2.12) se comportan
de manera diferente a pesar de venir dados por la misma matriz

=10 )

El endomorfismo g € ﬁ(@z) es diagonalizable; en la base ( (1, —14), (1,4)) de ?, la
matriz de g es
1
il

Sin embargo, el endomorfismo f € E(IRZ) no es diagonalizable.
La matriz A es diagonalizable en , puesto que

R E R

(compruébese este hecho). Sin embargo, A no es diagonalizable en TR, puesto que
no existe ninguna matriz P € MR(2) (jcon elementos reales!) inversible y tal que
P~1A P sea diagonal con elementos reales.

5.4 Forma triangular de endomorfismos y ma-
trices.

5.4.1 Cuando no es posible diagonalizar un endomorfismo se recurre a represen-
tarlo por una matriz sencilla de otro tipo. La forma alternativa mas importante
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es la llamada forma candnica o forma de Jordan; las matrices de este tipo son
triangulares y casi-diagonales. Trataremos este tema en la seccién 5.6. En algunas
ocasiones basta con reducir el endomorfismo o la matriz a la forma triangular; esta
serd la posibilidad que estudiaremos ahora.

5.4.2 Sea K un e.v. sobre IK (IR o €) de dimensién n # 0y f € L(F); sea
(ai,...,a,) una base de E y [f,(a;)] = [o]] la matriz de f en dicha base. Si la
matriz es triangular, los elementos diagonales, al,...,a” | son los valores propios
de f. En efecto

ps(X) = (a1 = X)(a3 = X) -+ (o = X),

y basta aplicar (5.2.9).

Sea A € My (n) y supongamos que existe una matriz inversible P € My (n)
tal que la matriz A’ = P~'A P es triangular con elementos en IK. Entonces los
elementos diagonales de A’ son los valores propios de A, como se prueba con un
razonamiento idéntico al anterior.

5.4.3 PROPOSICION

a) Sea I/ un e.v. sobre IK (IR o €) de dimensién n # 0y f € L(F).
Para que exista una base (ai, ..., a,) de F tal que la matriz [f, (a;)] es
triangular superior, es condicién necesaria y suficiente que se verifique

(d1) ps(X) posee n raices en IK, iguales o distintas,

propiedad que siempre se verifica cuando IK = €.

b) Sea A € M (n), IK = IR o €. Para que A sea semejante en K a
una matriz triangular superior, es condicién necesaria y suficiente que
se verifique

(d1) pa(X) posee n raices en IK, iguales o distintas,

propiedad que siempre se verifica cuando IK = €. Toda matriz cua-
drada compleja es semejante a una matriz triangular superior de ni-
meros complejos.

c) Los resultados precedentes son también ciertos cuando substituimos
‘triangular superior’ por ‘triangular inferior’.

Veamos primero el resultado para matrices.
El razonamiento del apartado (5.4.2) prueba que la condicién (d1) es necesaria.
Reciprocamente, supongamos que A verifica (d1). Vamos a probar que enton-
ces A es semejante a una matriz triangular superior. Lo probaremos por induccién
sobre la dimension n de la matriz. Para n = 1 el resultado es evidente, puesto que
toda matriz 1 x 1 es triangular superior. Supongamos cierto el resultado para n
(hipdtesis de recurrencia) y sea A € Mk (n + 1) una matriz tal que p4(X) posee
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n + 1 raices en IK. Llamemos A a una de estas raices; A es un valor propio de A y
del endomorfismo f € L(IK"T!) dado por A, luego existe a; € K"t a; #£ 0, tal
que

f(al) = /\Cll .
Existen vectores as,...,dnt1 € K"t tales que (a1,as,...,any1) es una base
de IK"*!. La matriz A’ = [f, (a;)] es
A=Q7aq.
donde @ = [(a;), (&5)], v es de la forma
Ao al,
) 0
A= : A,
0

con A1 € My (n). Calculando su polinomio caracteristico, que coincide con el de
A, resulta

pa(X) =par(X) = (A= X)det(A; — X Iy) = (A= X)pa, (X).

El polinomio p4,(X) posee entonces n raices en IK. Utilizando la hipdtesis de
recurrencia, existe una matriz inversible @1 € My (n) tal que la matriz

A= Q7 A1 Q4

es triangular superior. Pongamos ahora

-t ]

la matriz P es inversible y su inversa es

-1 1 0 -1
P QII]Q |
Ademas,
P7lAP = %—?_1— Q‘lAQ[—’—é 6(2)1]

1l o 10
= |0 Qfl_A[ |Q1
1] o '[/\ o a;lHuo]
ot |0 A 0] Qi
_[1] o0 '[A B - ﬁn]
T lojert 0 A1 @
[ A B ﬁn]
Tlo] QA
:_/\ B - ﬁn]

L 0 Ay
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y esta matriz es triangular superior, puesto que A} lo es. Esto termina la recu-
rrencia y la demostracién de b).

Utilizando b) y el mismo argumento que en (5.3.4) se prueba sin dificultad el
apartado a).

Finalmente, si [f, (a1, as,...,a,)] es triangular superior (inferior), entonces
[f, (an,...,az2,a1)] es triangular inferior (superior). Se obtiene asi el resultado c)
para endomorfismos. El correspondiente resultado para matrices se sigue de éste
con el mismo argumento que en (5.3.3).

5.4.4 Ejemplo. La matriz

3. 2. 4.
A= 0 1 0
-2. 0 -3

de MR(3) del ejemplo (5.3.11) no es diagonalizable (ni en TR ni en €), pero ve-
rifica (d1); es entonces semejante en IR a una matriz triangular superior. Sus
valores propios son, como vimos, 1 y —1 (el primero con multiplicidad 2); vimos
también que

(=2,0,1) € V(1).
((=2,0,1),(0,1,0),(0,0,1)) es una base de IR?; la matriz

-2..0 0
Q= 0 1. 0
1. 0 1
es inversible, con
1 1 0 0
Q= — —2. 0 ,
I | 0 =2
y se tiene
A'=Q 'AQ =
Ponemos
1. 0
m_[L 4]’
como

pa(X) =pa(X) = (1 - X)pa, (X),

ya sabemos que los valores propios de A; son 1y —1 (ahora ambos con multipli-
cidad 1). El subespacio V(1) de IR?, correspondiente a la matriz A; , es

V(1) =(21).
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((2,1),(0,1)) es una base de IR?; la matriz

2.0
Ql:[l. 1.]

- 1 1. 0
1T _ J—
=g [ -1. 2. ] ’

_ 1. 0
A/1:Q11A1Q1:[0 _1.] :

es inversible, con

y se tiene que

Calculamos entonces

P=0Q
[—2. 0 0 T[1 0 O
= 0 1. 0 0 2
1. 0 1. f]L0 1.1
-2. 0 0 ]
= 0 2. 0
| L. 1. 1. |
La matriz P es inversible y
1. —4. =2
PTlAP=1]0 . 0 |,
0 0 -1

como se comprueba facilmente.

En el tratamiento de este ejemplo hemos seguido paso a paso el desarrollo rea-
lizado en la demostracion de la proposicién anterior. De hecho se puede proceder
de forma mas rapida si en cada paso se reduce lo mas posible el tamano de la
siguiente matriz a triangularizar. Esto es lo que haremos en el ejemplo que sigue.

5.4.5 Ejemplo. Consideremos la matriz

2. 1. 1 2.
2. 1. - 0
A= 1. 0 0 -1
1. -2 0 1

de M (4). Su polinomio caracteristico
pa(X) = (X —2)*(X +2)

posee raices 2 (con multiplicidad 3) y —2.
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Es facil comprobar que dimV(2) = 1 y que A no es diagonalizable (ni en TR ni
en @); sin embargo, A es triangularizable en TR.
Tenemos que

(1,1,1,-1)eV(2) y (1,—-1,—1,—1) e V(-2).

((1,1,1,=1),(1,=1,=1,=1),(0,0,1,0),(0,0,0,1) ) es una base de IR*; la matriz

bl

1 1. 0 0
1. =1. 0 0
@= 1. —=1. 1. 0
-1 —1. 0 1
es inversible, con
1. 0 O
111 - 0 O
-1 ot
@ = 2 0 —-2. 2. 0 ’
2. 0 0 2
y se tiene
[ 2. 0 0 1.
PR 10 -2, 1. 1.
A= A0= 0 0 |1. -—1.
| 0 0 | 1. 3.
Ponemos i
1. —1.
A= |1 3. ] ’
como

pa(X) =par(X) = (2 - X)(=2 - X)pa, (X),

el Unico valor propio de A; es 2, ahora con multiplicidad 2. Para el subespacio
V(2) de IR?, correspondiente a la matriz Aq, se tiene que

(1,=1) e V(2).

((1,=1),(0,1)) es una base de TR?; la matriz

es inversible, con

y se tiene
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Ponemos entonces

P =0Q
1. 1. 0 O 1. 0 0 0
_ 1. =1. 0 0 0 1. 0 0
B 1. —=1. 1. 0 0 0 1. 0
| —1. —=1. 0 1L o o0 -1. 1.
1. 1 0 0
_ 1. —1. 0 0
B 1. —1. 1. 0
| -1 -1 -1 1
La matriz P es inversible y
2 0 -1 1.
_1 0 =2 0 1
PrAP = 0 0 2. —1. |’
0 0 0 2.

como puede comprobarse.

5.5 Polinomios que anulan una matriz.

5.5.1 Vamos a dedicar esta seccién a desarrollar brevemente una idea que ten-
dremos que utilizar en la construccién de las formas candnicas. Conviene que
el lector recuerde lo que significan p(f) y p(A) cuando p es un polinomio, f un
endomorfismo y A una matriz cuadrada (v. 2.4.8 y 2.4.29).

5.5.2 Si Ay A’ son matrices semejantes, o sea, si A’ = P~'AP para una
matriz inversible P,y si p(X) es un polinomio, entonces p(A) y p(A’) son también
matrices semejantes. Mas exactamente, se tiene

p(A) = P™ip(A) P.

La demostracion de este hecho no presenta problemas. Se procede por induccién
para probar que

A" =pTlAn P

para todo n € IN, y luego se extiende el resultado a los polinomios.

5.5.3  Si p(X) es un polinomio y
Ay

B
-
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una matriz cuadrada diagonal por bloques (se entiende que los bloques A; son
cuadrados), entonces

P(Al)

A
p(4) = p(As)

p(Ag)

Esto se puede probar también por induccidén para potencias cualesquiera de A,
pasando luego a polinomios.

5.5.4 Sea A una matriz n x n con elementos en IK (TR o ©). No es evidente
que A sea ‘raiz’ de algun polinomio, esto es, que

p(4) =0

para algiin polinomio p € IK[X] que no sea, claro estd, el polinomio (. Sin embargo
existen infinitos polinomios que anulan A; si p(A) = 0 es claro que tambiés sera
q(A) = 0 para todo polinomio, ¢(X) = »(X) p(X), que sea miiltiplo de p. Basta
pues encontrar un polinomio que anule A para tener una infinidad de ellos.

Veamos una primera forma de probar la existencia de un polinomio que anula A.
Las n® 4+ 1 matrices I, A, A, .. .,A"2, constituyen un sistema ligado de M (n),
puesto que la dimensién de este espacio es n?. En consecuencia, existen escalares
g, oy, Qa, . .., an2, No todos nulos y tales que

ozof+a1A+a2A2+~~~—|—an2A"2 :0’
esto es, el polinomio
p(X) =0+ a1 X +asX” +- ~~—|—ozn2X”2

verifica que p(A) = 0. Nétese que, como los a; no son todos nulos, el polinomio
p(X) no es idénticamente nulo.

Este resultado puede ser un punto de partida, pero en si mismo no es muy
dtil. En primer lugar, p puede ser de grado n? y veremos que se pueden encontrar
polinomios que anulen A y tengan menor grado. Pero, ademas, no sabemos cudl
es el polinomio p, ni ain conociendo la matriz A. Veremos inmediatamente un
resultado que permite rebajar el grado del polinomio que anula A y calcular este
polinomio.

Conviene recordar que, si A y A’ son semejantes, lo son p(A) y p(A’) para
todo polinomio p. En consecuencia, dos matrices semejantes son anuladas por los
mismos polinomios.

Se pueden hacer idénticas consideraciones para un endomorfismo f € L(F) de
un espacio F de dimensién finita. Para ello basta recordar que, si A representa a f
en una base, p(A) representa en la misma base a p(f). Esto significa en particular
que un endomorfismo y la matriz que lo representa son anulados por los mismos
polinomios.
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5.5.5 Ejemplo. Para la matriz

—-2. 4. 5.
A= | =3. 5. 5.
0 0 1

del ejemplo (5.3.9), el lector podrd comprobar que
AP —3A4+21=0,
o sea, p(A) = 0 para
p(X)=X?—3X4+2=(X -1)(X -2).

Para llegar a esta conclusién no es siquiera necesario realizar el calculo de
A? —3A + 2 1. Basta recordar de (5.3.9) que A es semejante a

1.
D= 1. ,
2.

observar que p(D) = (D —1)(D —21) =0, y utilizar el hecho de que p(A) y p(D)
son semejantes.

Nétese que el polinomio p es un divisor del polinomio caracteristico de A ya
que

pa(X) = —(X =1)p(X).

En consecuencia
pa(A) =—(A—-TI)p(4) =0.

Probaremos ahora que esto es lo que ocurre para todas las matrices.

5.5.6 TEOREMA (de Cayley-Hamilton!)

Toda matriz A € My (n) (IK = 1R o €) es raiz de su polinomio carac-
teristico, es decir, pa(A) = 0.

Todo endomorfismo f € L(F), de un espacio finito-dimensional real o
complejo, cumple que p¢(f) = 0, donde p; es el polinomio caracteris-
tico de f.

La demostracién para el caso real es indirecta y se basa en el caso complejo.
Comenzaremos entonces por este 1ltimo, suponiendo que f es un endomorfismo
del espacio complejo £ de dimensién n # 0. La prueba servird al mismo tiempo
para el enunciado con una matriz compleja A, denotando por f en ese caso el
endomorfismo de €" dado por A.

1 Asf llamado en honor del matematico inglés Arthur Cayley (1821-1895) y del astrénomo y
matematico irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865).
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Sea py(X) el polinomio caracteristico de f y A1, Ag,..., Ay sus raices (no ne-
cesariamente distintas). Entonces

pr(X) = (=1)"(X = M) (X = Aa) -+ (X = An).
Por lo tanto (v. 2.4.8),
pr(f)=(=D)"(f —AMidg)o(f —Aeidg)o---o(f — Ay idr),
lo que abreviaremos, poniendo ¢; = f — A; idg , como
pi(f) =(=1)"g1 0920 0gn.

Los endomorfismos ¢g; conmutan entre si, puesto que todos ellos son polinomios
de f. (Ademds, esta conmutatividad se puede comprobar sin dificultad en este
caso concreto.) Denotemos por (a1, s, ..., a,) una base de F en la que la matriz
de f sea triangular superior (v. 5.4.3), o sea,

Az Ozi
[fa (al)] = :
An
Vamos a probar por induccién que, para todo k = 1,2,...,n, el endomorfismo
g10gao0---0gg se anula en los vectores ay,as,...,ar . En primer lugar
gi(a) = (f — M id)(a1) = fla1) — Arar = Aias — Adas =0
Si ahora suponemos que g1ogao---ogy, (con k <n—1) se anulaen ay,as,...,ax,

entonces, parai=1,2,...,k,

91008, 0 gry1(ai) =grp1 0910 -0gr(a;) = gr41(0) =0,

mientras que para a4 , teniendo en cuenta que f(agy1) = ai+1a1+~ . ~—|—a£+1ak—|—
Ak4+1Gk+1 , Se tiene también que

gro---ogrogryi(ars) = gro---ogr((f — Mpgrid)(ars1))
= g10---ogp(flars1) — Ap1ar41)
= 419 ng(aé+1a1 + -+ OZQ_HGR)
= 0.

Esto termina la prueba por induccién.

Para k = n, lo que acabamos de ver significa que gy o g2 0 --- 0 g, se anula en
todos los vectores de la base (a1, as, . .., a,); lo mismo ocurre con el endomorfismo
pr(f) =(=1)"g10g20---0g,, que, por lo tanto, es nulo. O sea, p;(f) = 0.

Si A es una matriz complejan x n y f es el endomorfismo de €" dado por A,
se tiene que pa(f) = ps(f) =0, luego pa(A) = 0.

Ocupémonos ahora del caso real. S1 A es una matriz real n x n, es también una
matriz compleja y, por lo tanto, p4(A) = 0. Finalmente, si f es un endomorfismo
de un espacio real F' 'y A es la matriz de f en una base cualquiera, tenemos que

pr(A) = pa(A) =0, luego ps (f) = 0.
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5.5.7 Obsérvese que, en el caso real, p4 y py son polinomios con coeficientes
reales. Lo que impide hacer en el caso real la misma demostracion directa del caso
complejo es que p4 ¥ py pueden no admitir una descomposicién

pr(X) = (=1)"(X = A)(X = Aa) -+ (X = An)

con numeros A; reales, porque son polinomios que pueden tener raices complejas
no reales.

5.5.8 Al margen de la utilizacién que muy pronto haremos del teorema prece-
dente, existen algunas aplicaciones inmediatas que es interesante citar.
Si A es una matriz n x n, pa(A4) =0, o sea,

(=A™ 4+ (=) A AT 4 (et A) T =0

De la igualdad anterior se puede despejar A", con lo que se obtiene A" como
un polinomio de A de grado igual o menor a n — 1. Lo mismo se puede hacer a
continuacién con las potencias A?T, AP+2 .

Resulta asi que cualquier potencia de A y, més generalmente, cualquier poli-
nomio de A coincide con un polinomio de A de grado igual o menor que n — 1.

5.5.9 Ejemplo. La matriz
5. 4.
=]
tiene por polinomio caracteristico
pa(X)=X?—4X +3
luego

A? —4A+31=0

A*=4A-31.
En consecuencia, cualquier potencia de A es de la forma
A" = an A+ 5n 1.
Por ejemplo,
AP = AA = (4A -3 A =4A? ~3A=4(4A-31) - 3A=13A—121.

Es facil obtener una relaciéon de recurrencia entre los coeficientes o, y 5, y los
nt1 Y Bnt1. Como
AT = A"A = (ap A+ By DA = a, A2 4+ B, A
an(4A =31+ B A = (dan + Bn)A — 3o, T,
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resulta que

Op41 = 4an + ﬁn y 6n+1 = _3an .
Sabemos ademas que ag = 0, Gy = 1, a3 = 1y #1 = 0. Se puede probar facilmente
por induccién que, para todo n,

-1 —3"+3
an = —5 y Bn= —y
Por lo tanto, para todo n € IN,
-1 —3"+3
A" = A I
2 + 2 ’

o sea,
o[ 231 2302
341 -3 42

5.5.10 Supongamos ahora que A es una matriz n X n inversible; denotemos por
pa(X) = an X" + a1 X"t + - 4+ a1 X + ag el polinomio caracteristico de A.
Sabemos que

an A" + a1 AV At ag I =0.

Multiplicando por A~! obtenemos
A"V a1 AP 4 o T+ agAT =0

y, como ag = det A # 0, podemos despejar A~}
1
A7 = ——(oznA”_1 Fa, A"+t I.
Qg

Resulta asi la inversa de A como un polinomio de A de grado n — 1.

5.5.11 Ejemplo. Para la matriz

2. 2. 1
A= 4. 4. 1.
1. 0 0

(es la misma que en el ejemplo 2.4.36) el polinomio caracteristico vale
pa(X)=—-X34+6X"+X -2,
luego
A3 4 6AT+A-21=0,
A2+ 6A4+T—-24"1=0,
y, por tanto,

1
A7t = 5(—A2 +6A+1).

Se puede comprobar que, efectivamente, se obtiene asi la inversa que ya fue calcu-

lada en (2.4.36).
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5.5.12  Sea A una matriz n x n. El polinomio caracteristico p4(X) anula A,
pero puede no ser el polinomio de menor grado que lo hace.

Por ejemplo, si A es diagonalizable y tiene valores propios repetidos se produce
esta situacién. Es lo que ocurre con la matriz de los ejemplos (5.3.9) y (5.5.5). Su
polinomio caracteristico es

pa(X) = =X 44X? - 5X +2=(1 - X)?(2 - X)
v p4 anula A, pero también anula A el polinomio
p(X)=X? -3X +2=(1-X)(2-X),

como ya vimos.
La descripcion de los polinomios que anulan una matriz cuadrada A se puede
resumir en los dos puntos siguientes:

— Existe un 1nico polinomio (salvo multiplicacién por constantes) de
entre los que anulan A que posee grado minimo. Se denomina polinomio
minimal de A.

— Los polinomios que anulan A son exactamente los multiplos del
polinomio minimal.

A pesar de que no es particularmente dificil, no nos detendremos en justificar estas
afirmaciones, ya que no vamos a utilizarlas en el posterior desarrollo del tema.

Naturalmente, si p(X) es un polinomio minimal de A, también lo es o p(X)
para cualquier o # 0. A veces se acuerda tomar como polinomio minimal el que
tiene coeficiente 1 en el término de mayor grado, pero, generalmente, la expresiéon
‘polinomio minimal’ sirve para designar a cualquiera de ellos.

Dos matrices semejantes poseen el mismo polinomio minimal, puesto que son
anuladas por los mismos polinomios (v. 5.5.2).

Como el polinomio caracteristico anula la matriz, resulta que es un miltiplo
del polinomio minimal (coincidente a veces con él).

El principal inconveniente del polinomio minimal es la inexistencia de un mé-
todo sencillo y general para el cdlculo de este polinomio, al contrario de lo que
ocurre con el polinomio caracteristico.

En los casos sencillos se puede encontrar por tanteo, sabiendo que divide al
polinomio caracteristico y que posee sus mismas raices. Es decir, si el polinomio
caracteristico de A es

pa(X) = (A = X)*1 (Ao = X)F2 - (A = X)Pr
con A1, Aa, ..., A, distintos, entonces el polinomio minimal de A es de la forma
p(X) = (A= X)" (Ao = X)"= - (A = X)'r

con 1 <1[; <k
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5.5.13 Ejemplo. La matriz de los ejemplos (5.3.9) y (5.5.5) tiene por polinomio
caracteristico

pa(X) ==X 4+4X? - 5X +2=(1-X)?(2 - X),
luego el polinomio minimal es o bien p4(X) o bien p(X) = (1 — X)(2 - X). Como
ya hemos comprobado, este dltimo anula A, luego es el polinomio minimal de A.
5.6 Forma candnica de endomorfismos y matrices.

5.6.1 Lo que pretendemos en esta seccién es conseguir representar los endomor-
fismos mediante matrices diagonales por bloques

Ay

en las que cada bloque diagonal tenga la forma

Al
A

Una matriz diagonal por bloques con bloques de este tipo se llama matriz de
Jordan?. Las matrices de la forma

Al
A

se denominan cajas elementales de Jordan.

Asi pues, lo que llamaremos matriz de Jordan es una matriz diagonal por
bloques cuyos bloques diagonales sean cajas elementales.

En (5.1.3) vimos un ejemplo de matriz de Jordan con dos cajas elementales en
la diagonal.

Noétese que una matriz de Jordan es triangular superior. Ademas los Unicos
elementos que pueden no ser nulos son los diagonales y los de la superdiagonal
(los a? con i = j+ 1); estos tiltimos serdn 1 o 0 segiin correspondan al interior de

2del ingeniero francés Camille Jordan (1838-1921).
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una caja elemental o a la separacién entre dos de estas cajas. Como las matrices
de Jordan son triangulares, sus elementos diagonales seran los valores propios de
la matriz.

Ya vimos en (5.1.2) la idea esencial para conseguir matrices diagonales por
bloques; estudiaremos ahora la forma de conseguir que los bloques diagonales sean
cajas elementales de Jordan.

5.6.2  Concentremos nuestra atencién en una caja elemental con diagonal nula,
es decir en una matriz n X n de la forma

0 1
0

0 1
0

Si f es un endomorfismo que se representa por esta matriz, entonces f* = 0, o sea

A™ = 0. En efecto, si [f, (a;)] = A,
flar) =0, flaz)=ai,..., f(an) =an_1,

luego
fla) =0, f*(a)=0,..., " (ay,) =0,
y, en consecuencia,
fMa)y=0, i=1,2,...,n.

Por lo tanto f™* = 0.
Nétese que la base (a1,...,a,) en la que [f, (a;)] = A es una base formada por
las imagenes sucesivas

fn_l(an) y - "7f2(an)af(an)aana

del vector a,,.

5.6.3 DEFINICION. Sea F un e.v. sobre IK y f € L(E); decimos que f es
un endomorfismo nilpotente cuando fP = 0 para algin p € IN. Obviamente, si
fP =0, entonces fPt! = fP+2 = ... = 0. Si f es nilpotente, existe un tinico p € IN
tal que
IR0y =0,

se dice entonces que f es nilpotente de orden p. Si f* =0, el orden de f es igual
o menor que k.

Si A es una matriz cuadrada y AP = 0 para algin p € IN| se dice que A es una
matriz nilpotente. Si p es tal que

APV L0y AP =0,

se dice que A es nilpotente de orden p.
Cuando A representa a f en alguna base, A® representa en la misma base a f*,
luego f es nilpotente si y sélo si lo es A, y, en ese caso, lo son del mismo orden.
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5.6.4 Hemos visto en (5.6.2) que toda caja elemental n x n de diagonal nula (y
todo endomorfismo representado por una matriz de ese tipo) es nilpotente; y no
es dificil ver que lo es de orden n (v. 5.6.24).

La afirmacién mas o menos reciproca de ésta sera el primer resultado impor-
tante de esta seccién (v. 5.6.8). Vamos a anteponer algunos resultados sencillos
que tendremos que utilizar.

5.6.5 PROPOSICION

SifeL(E),zeE, f*"Y(x)#0y ff(z) =0, el sistema

(#, f(x),.... f* ()

es libre.
En efecto, los vectores z, f(z), ..., ff~!(z) son no nulos y si
aor + oy f(z) + -+ ak_lfk_l(x) =0,
aplicando sucesivamente f¥=1 f¥=2 . f a ambos miembros de la igualdad, se

obtiene que ap = 0, a; = 0, etc.

5.6.6 PROPOSICION

Si f € L(F), entonces

{0} =Ker f° CKer f C Ker fC ---

E:ImeDImeImf23~~

La demostracién es un ejercicio sencillo. Para Ker O ¢ Im f°, recuérdese que

fo =idg.

5.6.7 Si f es nilpotente de orden p se tiene ademds

Kerfp_1 gKerfp =F = Kerfp"'1 = Kerfp+2 - ...

Im P~ 2Im ff = {0} =Tm fP* = Im fP+2 = ...
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5.6.8 Obtencién de la matriz de Jordan de un endomorfismo nilpotente.
Sea F un espacio de dimensién n # 0y f € £(F) un endomorfismo nilpotente
de orden p.
Pongamos K; = Ker f*, i =0,1,...,p; sabemos que

{0}:[(0C[(lC[(2C~~~C[(p_1C[(p:E.
Los numeros n; =dim K; , ¢ = 0,1, ..., p verifican que
0=no<ni <nya <+ <mpy <y, =1

sus diferencias d; = n; —nj_1, 1 = 1,...,p, cumplen dy + do + ---+d, = n.
Nétese que di = ny . Por otra parte, como fP~! £ 0, K,_1 # E'y n,_1 < n, luego
dy > 1.

Consideremos un suplementario, G, , de K,_1 en K, = F, o sea,

E=K, =G, ® Kp_1;
Gy sera de dimensién d, . Tomemos una base (ay,...,aq,) de G, . Los vectores

flay), ..., f(aq,)

pertenecen a K,_;, forman un sistema libre y

(flar), ..., flaa,)) N Kp—o = {0}.

La primera afirmacién se comprueba sin dificultad. Para la segunda, supongamos
que

aif(ar) +- -+ aq, flaq,) = 0;
entonces
ff N a4 -+ agyaq,) = [P (o f(ar) + 4 g, flag,) ) = fP720) =0,

luego ayay + -+ + ag,aq, € Kp_1 y entonces aya; + - + ag,aq, = 0, lo que
significa que oy = --- = a4, = 0. Para probar la tercera de las afirmaciones,
supongamos que

arflar) + -+ aq, flag,) =2 € Kp_a;
se obtiene como en el caso anterior que
PN ara + -+ ag,aq,) =0

y que a; = ---=ag, =0, lo que significa que z = 0.

Consideremos ahora el subespacio (f(ai),..., f(aa,)) ® Kp_2 de K,_; ; nétese
que forzosamente d, + np_s < n,_1, o sea, d, < d,_1. Denotemos por Gp_1 un
suplementario en K,_; de dicho subespacio, es decir

[(p—l - Gp—l @ <f(a1)a et f(adp)> & I(p_z :
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Ahora es posible que Gp_1 = {0}, si es que d, = dp_1. Tomemos una base
(Cld,,+1, R Cld,,_l) de Gp_1, que estard formada por d,_; — d, vectores. Los vec-
tores

fz(al)a .. 'afz(adp)af(adp-l—l)a .. 'af(adp_l)

pertenecen a K,_», forman un sistema libre y

(Far), ..., flaq,_,)) N Kp_s = {0}.

La comprobacion de estos hechos es muy parecida a la que hemos detallado mas
arriba.

El proceso continia de la misma manera hasta que se obtiene el ultimo suple-
mentario G ,

Ki=G1 o <fp—1(a1)’ ceey f(ad2)>

(recuérdese que Ky = {0}), suplementario que tendrd dimensién d; — da . Se elige
finalmente una base (4,41, ..., aq4,) de G .

Consideremos ahora los dp + d,—1 + - - + d2 + d; = n vectores que hemos ido
obteniendo

aq adp
f(al) f(adp) ag,+1 ag,_,
fp—2(a1) fp—z(adp) fp_S(adp+1) fp_?’(ad,,_l) S ag,

fp_l(al) fp—l(adp) fp—z(adp_l_l) fp—2(adp_1) f(ad2) Adyt1 * Gy

organizados en p filas y en d; = n; columnas. En cada columna figura un vector
y sus imagenes sucesivas; nétese que, en cada caso, la imagen del vector por la
siguiente potencia de f ya es nula. El niimero de columnas de las diferentes alturas
esd,,d,_1—d,,..., di—ds;sabemos que d, > 1, pero las otras cantidades pueden
ser nulas todas ellas.

En este conjunto de n vectores, la ultima fila constituye una base de K ; al
reunirla con la pentiltima se obtiene una base de K5, y asi sucesivamente. La
reunién de todas ellas forma una base de K, = F.

Los vectores a;, f(a;), f*(a;), ..., f*(a;), de una misma columna, forman una
base de un subespacio que es invariante para f. Si se considera la restriccién de f
a este subespacio, y la base formada por los vectores de la columna en el orden

(f* (@), o i), ), ai),
la matriz en esta base es una caja elemental de la forma
0 1
0
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En consecuencia, si se toma la base de I que hemos obtenido, en el orden

(fp_l(al)’""f(a1)7a1""’f(ad2)7ad27ad2+17""adl)’

la matriz del endomorfismo nilpotente f resulta ser

Ay |

Aq

1

diagonal por bloques, con bloques diagonales de tamano decreciente que son cajas
elementales con ceros en la diagonal.

Nétese que la base puede ser costosa de obtener, pero el nimero de las cajas
y los tamanos de las cajas resultan de un simple estudio de los rangos de las
potencias de f, que proporcionan las dimensiones n; y las diferencias d;.

5.6.9 Ejemplo. El endomorfismo f de IR* dado por la matriz

—-1. 1. 0 0
—-1. 0 1. 0
A= —-1. 0 1. 0
—-1. 0 1. 0

es nilpotente de orden 3, ya que se tiene que

0 —-1. 1. 0
s 0 =1 1.0
=10 -1 1o
0 —-1. 1. 0

y que A> = 0. Comorg A =2y rg A2 = 1, tenemos (utilizando las notaciones del
apartado precedente) que

77,0:0 77,1:2 77,2:3 77,3:4

di=2 dy=1 ds=1.
La base de IR* que buscamos tendrs la estructura

ay
f(al)
f2(6l1) az,
y al ordenarla como
(fz(al),f(al),al,az)

la matriz de f es esta base sera
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Busquemos ahora los vectores a1 y as apropiados. Ko = Ker f? es el subespacio
de dimensién 3
[(2 = {(x,y,z,t) E]:R4| —y+z :0}

Basta tomar como a; cualquier vector no nulo que no pertenezca a Ko, ya que
entonces

]];{4 = <Cll> ) [\72 .

Tomaremos, por ejemplo,

a; = (0, 1,0,0) .
Este vector tiene por imagen
flar) = (1,0,0,0).
K1 = Ker f es el subespacio de dimensién 2 con ecuaciéon

—r +y =0
—r + z =

En este nivel no hay que escoger ningin vector ya que
[(2 = <f(a1)> @ [\71 s

como sabemos por el estudio de las dimensiones, aunque el lector puede comprobar
directamente este hecho. La columna se completa con el vector

Fa) = f(flar)) = (-1,-1,-1,-1).

El vector as es cualquier vector que forme con f?(a1) una base de K; . Tomaremos,
por ejemplo,

as = (0,0,0,1).

En la base
((=1,-1,-1,-1),(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1))

el endomorfismo f tendrd la matriz que hemos descrito antes. El lector podra
comprobar que, para

-1 1. 0 0
-1 0 1. 0
P=1"10 0 0o |"
-1 0 0 1.
se tiene que
01
piap=| O
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5.6.10 Obtencién de la matriz de Jordan de un endomorfismo con un sélo
valor propio de multiplicidad igual a la dimensién del espacio.

Sea F un espacio sobre IK (TR o €) de dimensiénn # 0y f € L(F) un endomor-
fismo. Supondremos que f posee un solo valor propio A € IK de multiplicidad n.
El polinomio caracteristico de f es entonces

pr(X) = (=1)"(X =A)".
De acuerdo con el teorema de Cayley-Hamilton se tiene que ps(f) = 0, o sea,
(f—=Xidg)" =0.

El endomorfismo ¢ = f — A idg es nilpotente de orden igual o menor que n.
El método que hemos explicado en (5.6.8) permite entonces obtener una base
(a1, ...,an) en la que la matriz de g es diagonal por bloques

N
lg, (ai)] = :

con bloques diagonales A; de la forma

0 1
0

0 1
0

Como f = g+ Aidg , es inmediato comprobar que la matriz de f en la misma base
es diagonal por bloques,

B
[f, (ai)] = " :

con bloques diagonales B; de la forma

Al
A

La matriz [f, (a;)] es pues una matriz de Jordan.
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5.6.11 Ejemplo. El endomorfismo f de IR* dado por la matriz

0 1. 0 0

—-1. 1. 1. 0

A= -1. 0 2. 0
-1. 0 1. 1

tiene como polinomio caracteristico
4
pr(X) = (X -1)7,

luego un solo valor propio, 1, de multiplicidad 4.
El endomorfismo ¢ = f — id viene dado por la matriz

—1.
—1.
—1.
—1.

B =

O OO =
—_ == O
o O OO

o sea, es el mismo endomorfismo nilpotente que fue estudiado en el ejemplo (5.6.9).
Para la base

((=1,-1,-1,-1),(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,0,1))

de IR*, la matriz de g es

0

luego la matriz de f = ¢ + ¢d en esa misma base es

5.6.12 Nos queda por ver lo que ocurre en el caso general. Para ello necesitamos
un resultado esencial, que es el que presentamos en (5.6.14).

Sea F un espacio sobre IK de dimensién n # 0y f € L(F) un endomorfismo.
Supongamos que py(X) posee n raices en IK, iguales o distintas. Denotemos por

Aty ..., Ap € IK las raices de py y por k1, ..., k, sus multiplicidades, que sumaran
ki4+-+ky=n.
St V(A1),...,V(Ap) son los correspondientes subespacios propios, la suma di-

recta (v. 5.1.16)
VM)@---a V()



192 5. Diagonalizacién de endomorfismos y matrices

puede ser todo E cuando f es diagonalizable (v. 5.3.6) pero, cuando f no es
diagonalizable, es un subespacio diferente de E.

Lo que se puede hacer es substituir cada subespacio propio V(X;), que es
Ker(f — Aiidg), por alguno de los nicleos Ker(f — A;idg)", que son mayores
(v. 5.6.6); se suele dar el nombre de subespacios propios generalizados a estos
nicleos. Veremos que los que sirven son justamente los

F; = Ker(f -\ ZdE)k’ ,

donde el exponente k; es la multiplicidad de A; como raiz.

Comenzaremos por algun resultado sencillo, para terminar probando la propo-
sicién (5.6.14), que es el resultado de demostracién més dificil de entre los que se
proponen en esta seccidn.

Los subespacios generalizados, Ker(f — A; idg)”, son invariantes para f. En
efecto, si @ € Ker(f — A;id)", entonces, teniendo en cuenta que fy f — A id
conmutan, resulta para f(z) que

(f = M id)" (F(2)) = (F = Mid)" o f(z) = o (f = Mid) () = £(0) =0,
por lo que f(z) € Ker(f — A; id)".

El resultado que anunciamos ahora es una generalizacién de (5.2.13).

5.6.13 PROPOSICION

Sea F un e.v. sobre IK de dimensién n # 0, f € L(F); sea A € K
un valor propio de f. Denotemos por k el orden de multiplicidad de A
como raiz de pg(X). Sir € IN, entonces el subespacio Ker(f — Aidg)”
verifica que

1 <dimKer(f —Xidg)" <k.

Pongamos F' = Ker(f — Aid)". Como
V(A) =Ker(f — Aid) C Ker(f = Aid)" = F

y A es un valor propio, F # {0} y dim F' > 1.

Denotemos por h la dimensién de F'; vamos a probar que h < k. El endo-
morfismo inducido por f en F verifica que (f — Aid)” = 0, a causa de la propia
definicién de F'. Si g es el endomorfismo de F' dado por ¢ = f—Aid, g es nilpotente

y existe una base (ay,...,ap) de F tal que
0 q
0

[ga(ala' aah)]: 3
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donde los «; valen 0 o 1. Para esta misma base,

A q
A
[fa (ala"'aah)] =
A ap
A
Completemos (ay,...,ap) hasta formar una base (a1,...,ap,...,a,) de E.
matriz de f en esta base de F es de la forma
A q 1
A
A/
A ap
A
0 A//

por lo que, siguiendo el mismo razonamiento que en (5.2.13),
pr(X) = (A = X)"q(X),

lo que demuestra que k& (multiplicidad de la raiz A) es igual o mayor que A.

5.6.14 PROPOSICION

193

La

Sea F un ev. sobre IK (IR o ©) de dimensién n # 0y f € L(F).
Supongamos que el polinomio caracteristico ps(X) posee n raices en
IK, iguales o distintas. Denotemos por Ay, ..., A, las raices diferentes
de p¢(X) y por ki, ..., k, sus multiplicidades. Pongamos

Fy = Ker(f — Njidp)*, i=1,....p.
Entonces se tiene que
dmF;, =k;, i=1,...,p
y que los subespacios Fi, ..., F, son invariantes y verifican

E=F& --&F,.

El polinomio caracteristico de f sera

pr(X) = (1) (X = M) (X =)0
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y el teorema de Cayley-Hamilton nos garantiza que ps(f) = 0.

Recordemos la conmutatividad entre dos polinomios cualesquiera del endomor-
fismo f (v. 2.4.8); tendremos que utilizarla varias veces a lo largo de la demostra-
cién.

Denotemos por p; (X) los polinomios

CUe(X)

(X—Al)kl bl bl ’p’

pi(X) =

resultantes de suprimir el factor (X —);)*i en el polinomio caracteristico. Se tiene
para todo ¢ = 1,...,p que

(X = )" pi(X) = (=1)"ps (X)),
luego
(1) (F=Nid)* opi(f)=0.
Observemos también que, si z € F; = Ker(f — \; id)*i | entonces

(2) p;(f)(x) =0, paraj#i,

ya que p;(f) = q(f) o (f — \i id)*¢, donde ¢ es un polinomio.
Como A1, ..., A, son diferentes, los polinomios p1(X),...,p,(X) son primos
entre si; en consecuencia, existen polinomios ¢1(X), ..., ¢p(X) tales que

(X (X) + -+ (X)pp (X) = 1.

Resulta asi que
3)  alop(f)+-+a(f)opp(f) =idp.
Comencemos por probar que
E=F+-+F.
Sea # € E. Por la igualdad (3)
z=q(f)op(N)@) + -+ a(f)opp(N)(2) =21+ -+ 2,

donde hemos puesto

vi =qi(f)opi(f)(x), i=1,...p.
La imagen de x; por (f — \; id)*i vale

(f = Niid)* (z;) = (f = N id)* o q;(f) o pi(f)(x)
= qi(f) o (f = N id)* o pi(f)(x)
=0,
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como consecuencia de (1). Asi pues
z; € Ker(f — N id)* = F;.

Esto demuestra que la suma de los subespacios F; es I.
Para probar que la suma es directa bastara con que mostremos que si

O=214+---+2

con z1 € Fy,...,x, € Fp, necesariamente x; = --- = x, = 0. Veamos que eso es
lo que ocurre efectivamente. Tomemos uno cualquiera de los z; y apliquemos el
endomorfismo p; (f) a la igualdad 0 = 21 + - - - 4 2, ; el resultado es

0=pi(M)(z1)+ - +pi(N)(@i) + -+ pi(F)2p)

y, utilizando (2) y la igualdad precedente, se obtiene que

0=pi(f)(z).

Utilizando ahora (3),

zi = q(f)om(H(@:) + -+ a(f) opi()(@i) +- -+ ap(f) o pp(F)(2i) =0,

puesto que todos los términos son 0 a consecuencia de (2) y de la igualdad que
acabamos de obtener. Por lo tanto, la suma es directa.

Ya hemos visto en (5.6.12) que los subespacios F; son invariantes.

Las dimensiones de los F; verifican

dimFy 4+ ---+dimF, =n;

ademas dim F; < k; para todo ¢, y, por hipdtesis, k1+- - -+k, = n. En consecuencia
debe ser

para todo 1.

5.6.15 El que la dimensién de Ker(f — );id)*i coincida con el orden k; de
multiplicidad de A; significa que F; es el mayor de todos los subespacios propios
generalizados Ker(f — A; ¢d)". Por lo tanto no se puede aumentar el subespacio
aumentando la potencia r por encima de la multiplicidad de A;.

Por otra parte, es posible que F; se obtenga como Ker(f — A; id)” para r < k; ;
de hecho es algo que sucede con frecuencia.

5.6.16 Obtencién de la matriz de Jordande un endomorfismo (caso
general).

Sea F un espacio sobre IK (IR o €) de dimensién n # 0y f € L(F) un
endomorfismo. Supongamos que el polinomio caracteristico py(X) posee n raices
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en IK, iguales o distintas. Denotemos por Ay, ..., A, las raices diferentes de p(X)
y por ki, ..., k, sus multiplicidades. Hemos visto que los subespacios

Fy = Ker(f — Njidp)*, i=1,....p,

son invariantes, de dimensién k; , y F=Fi @ --- @ Fp .
Eligiendo una base de F que sea reunion de bases de los subespacios Fj; , obte-
nemos para f una matriz diagonal por bloques,

A

donde cada bloque A; es la matriz del endomorfismo que f induce en F;.

Ahora bien, en cada subespacio F; podemos emplear el procedimiento de (5.6.8)
para el endomorfismo g = f — \;id, que es nilpotente ya que ¢*i = 0 sobre Fj.
Obtendremos asi una base de F; en la que la matriz de g serd una matriz de Jordan
con 0 en la diagonal, mientras que la matriz de f serd igual pero con el valor A;
en la diagonal.

Si son éstas las bases que se rednen, cada uno de los bloques A; es una matriz
de Jordan con el valor A; en todos los lugares de la diagonal,

A=

Por lo tanto, la matriz A serd una matriz de Jordan con los valores Ay,..., A, en
la diagonal.
Hemos obtenido asi el resultado que enunciamos seguidamente:

5.6.17 TEOREMA

a) Sea F un espacio sobre IK (IR o €) de dimensiénn #0y f € L(FE).

Para que exista una base (a1, ...,a,) de F en la que la matriz [f, (a;)]
sea una matriz de Jordan es condicién necesaria y suficiente que se
verifique

(d1) ps(X) posee n raices en IK, iguales o distintas,

propiedad que siempre se verifica cuando IK = €.
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b) Sea A € Mk(n) (IK = TR o €). Para que A sea semejante a una
matriz de Jordan es condicidén necesaria y suficiente que se verifique

(d1) pa(X) posee n raices en IK, iguales o distintas,

propiedad que siempre se verifica cuando IK = €. Toda matriz cua-
drada compleja es semejante a una matriz de Jordan.

a) Ya hemos visto que la condicién es suficiente, a la vez que explicibamos un
método para buscar la base y la matriz de Jordan.

La condicién es también necesaria, puesto que las matrices de Jordan son
matrices triangulares.

b) El resultado para una matriz se obtiene considerando el endomorfismo de K"
dado por la matriz.

5.6.18 DEFINICION. Si J es una matriz de Jordan que representa al endo-
morfismo f en una base, se dice que J es la forma candnica de Jordan de f.

Si J es una matriz de Jordan semejante a la matriz A, se dice que J es la forma
canénica de Jordan de A.

Todas las matrices complejas (y, por lo tanto, todas las matrices reales) admiten
una forma candnica. Ahora bien, para una matriz real es posible que su forma
candnica no sea real, cuando las raices de su polinomio caracteristico no son todas
reales; es ese caso, la matriz de paso tampoco serd real.

Si un endomorfismo, o una matriz, es diagonalizable, entonces la correspon-
diente matriz diagonal es su forma candnica. El proceso de construccién que
hemos visto conduce en ese caso a la matriz diagonal.

5.6.19 Ejemplo. El endomorfismo f de IR* dado por la matriz

0 —4 0 -1
0 2. 0 0
A= 0 0 0 0
4. 8. —12. 4.

tiene como polinomio caracteristico
pr(X) = X(X - 2)%,

con rafces 0 (de multiplicidad 1) y 2 (de multiplicidad 3). El rango de A—21T es 2,
luego dimV (2) = 2 y el endomorfismo no es diagonalizable. Pondremos

Fy =Ker(f —2id)> vy Fy=TKerf.
El endomorfismo ¢ = f — 2id viena dado por la matriz B = A — 21,
—2. —4. 0 -1
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Tenemos que

0 0 12. 0 0 0 —=24. 0
2 | 0 0 0 0 5 |0 0 0 0
B = 0 0 4. 0 B = 0 0 -8 0 '
0 0 0 0 0 0 0 0
por lo tanto, F; = Kerg® = Kerg? es el subespacio de dimensién 3 formado

por los (z,y,z2,t) € IR* tales que z = 0. El endomorfismo g es nilpotente de
orden 2 sobre Fy. Utilizando las notaciones de (5.6.8), el niicleo Ky = Ker g tiene
dimensién 2 y ecuacién

20 +4y +t=0

En consecuencia,
ng = 0 n|y = 2 ng = 3

di=2 dy=1

v la base de Fy que buscamos tendrd la estructura

a1

g(al) [£3:]

vy habra que ordenarla como
(g(al)a ay, Clz) .

Como a; se puede tomar cualquier vector de Fy que no esté en K ; pondremos
ap = (0,0,0, 1) .

Entonces

glar) = (—1,0,0,2).

Ahora basta elegir as de manera que complete con g(a;) una base de K ; toma-
remos, por ejemplo,

as = (2,-1,0,0).

Esto termina el trabajo con Fj; la matriz del endomorfismo inducido por
g =Ff—2id en Fy, parala base (g(a1), a1, as), es

0 1
0

0

luego la matriz del endomorfismo indicido por f en Fj, para esta misma base, es

2 1
2
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El subespacio Fy = Ker f tiene dimensién 1 y ecuacién

t=0
Yy =0
x — 3z =0.

En este caso bastara tomar un vector cualquiera, no nulo, de . Por ejemplo, el
vector (3,0,1,0).
En la base de IR*

((-1,0,0,2),(0,0,0,1),(2,—1,0,0),(3,0,1,0) ),
reunion de las bases que hemos elegido en Fy y en Fy, la matriz de f es

2 1
2

como puede comprobar el lector.

5.6.20 Vamos a dar una alternativa al procedimiento que hemos desarrollado
en el ejemplo precedente. No presenta ninguna diferencia de fondo con lo que
va hemos hecho; simplemente evita tener que trabajar constantemente con las
ecuaciones de los subespacios F; = Ker(f — A; id)k’, lo que en ocasiones puede
resultar molesto.

La variante consiste en reducir, en un primer paso, la matriz de f a la forma
diagonal por bloques (con bloques cualesquiera). Para ello basta tomar una base
del espacio que sea reunién de bases (cualesquiera) de los subespacios F; . Se puede
asi obtener una matriz @@ que transforma la matriz A de f en

A

A
oag=| Y . ,

A

sin que las matrices A; sean de ninguna forma especifica.

En una segunda fase, lo que se hace es reducir cada A; a la forma cand-
nica, buscando una matriz @Q;, inversible y del mismo tamano que A;, tal que
Al = Q;lAi @; sea una matriz de Jordan. Para ello basta seguir las indicaciones
de (5.6.10), puesto que la matriz A; posee un solo valor propio.

Poniendo entonces
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se tiene que

A1

Al
P7lAP = . ,

!
Ay
como es facil comprobar. La matriz obtenida ahora es la forma canénica de f y

de A, y la matriz P proporciona la base de F en la que f se representa por dicha
forma canédnica.

5.6.21 Ejemplo. Veamos cémo se utilizan las recomendaciones del apartado
precedente para el endomorfismo del ejemplo (5.6.19), que venia dado por la matriz

0 —4 0 -1
0 2. 0 0
A= 0 0 0 0
4 8. —12. 4.

El subespacio correspondiente al valor propio 2, F; = Ker(f — 2id)3, tiene por
ecuacién z = (0. El sistema

((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,0, 1))

es una base de F.
El subespacio correspondiente al valor propio 0, F» = Ker f, tiene por ecuacién

t=20
y =0
x -3z =0,

y el vector (3,0,1,0) forma una base de Fs.
Tomando entonces

.. 0 0 3
0 1. 0 0
@= 0 0 0 1
0 0 1.0
se obtiene la matriz diagonal por bloques
[0 —4. -1
0 2 0

QUAQ=|, § 4

Nos ocuparemos ahora de la matriz

o

A= 0 2.
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que tiene el 1nico valor propio 2 con multiplicidad 3. Consideremos el endomor-
fismo nilpotente ¢ de IR? dado por la matriz

2. —4. —1.
B =A-21= 0 0 0
4. 8. 2.
Como (B1)? = 0, g es nilpotente de orden 2. Con las notaciones habituales,

tenemos que K; = Ker g es el subespacio de IR? de dimensién 2 y ecuacién
20 +4y+2=0.
Las dimensiones que interesan y sus diferencias son

77,0:0 77,1:2 77,2:3

di=2 dy=1,
y la base de R? que buscamos tendra la estructura

a1
glar) as
vy habra que ordenarla como
(g(al)a ay, Clz) .

Como a;p se puede tomar cualquier vector de TIR® que no esté en K7 ; pondremos
a; = (1, 0, 0) .

Entonces

glar) = (—=2,0,4).

Ahora, elegimos as de manera que complete con g(ay) una base de K ; por
ejemplo,

as = (2,-1,0).
Poniendo
-2. 1. 2. ]
Q= 0 0 -1
4. 0 0

se obtiene que

Q
=1
o
N
=
Q
=
I
o
ol =
oo o
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Pongamos finalmente

ol o]

1.0 0 3. 2. 1. 2
o 1.0 0 0 0 -1
0 0 0 1 4. 0 0

L0 0 1.0 | 1.

[ —2. 1. 2. 3.

_ 0 0 —-1. 0
o 0 O 0 1
| 4 0 0 O
Con esta matriz se obtiene que
2 1
1 . 2
P AP = 5 ,
0

es decir, se obtiene la forma canénica de f, como en el ejemplo (5.6.19). Nétese
que existen diferentes bases de TR? en las que f tiene su forma canénica. Por
ejemplo, ahora hemos obtenido la base

((~2,0,0,4),(1,0,0,0), (2,—1,0,0),(3,0,1,0) ),

diferente de la que obtuvimos en (5.6.19). Esto no depende del método empleado,
sino de la eleccién que se haga en cada caso de los vectores arbitrarios.

5.6.22 Ejemplo. La matriz compleja

tiene como polinomio caracteristico
pa(X) = =(X = )(X —i)?,

con rafces 1 (simple) e i (doble). Denotaremos por f el endomorfismo de €©* dado

por A y pondremos
Fy =Ker(f —id) y Fy=TKer(f—i-id)*.

El vector (0,1,0) forma una base de Fj.
F5 es el subespacio

FQZ{(l‘,y,Z)EGBH/:O},
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mientras que Ky = Ker(f—i-id) tiene dimensién 1 (por eso A no es diagonalizable)
y ecuacién
tx +2z2=0
Ji =0.
Denotemos por ¢ el endomorfismo ¢ = f — i - id. La base de F5 que interesa sera

de la forma (g(a), a), donde a debe ser un vector de Fy que no pertenezca a K.
Tomaremos el vector (1,0,0), cuya imagen por g es el vector (¢,0,1). En la base

((0,1,0),(4,0,1),(1,0,0))
de @, f tendrd la forma canénica; o sea, para
0 ¢ 1
P=]1 00
0 1 0

la forma candnica de A se obtendra como P~'A P. El lector comprobard que,
efectivamente,

5.6.23 Vamos a terminar esta seccién estudiando la manera en que la forma
candnica de Jordan sirve para el cdlculo de polinomios de matrices (y, consecuen-
temente, de endomorfismos).

Sea A una matriz compleja n X n, de la que denotaremos por J su forma de
Jordan; sea p(X) un polinomio con coeficientes complejos. Como J = P~tA P
para una matriz inversible P, entonces

P(A)=Pp(J) P!

(v. 5.5.2). Esto permite calcular p(A) a través de p(J).

La ventaja estriba en que, como J tiene una estructura sencilla, sus potencias
son mas faciles de calcular, y lo mismo ocurre con los polinomios. Pero la sencillez
de J no proviene sélo de que posee bastantes ceros, sino del tipo y disposicién
de sus elementos no nulos; esto permite realizar el cdlculo de p(.J) aplicando una
férmula sencilla que vamos a obtener.

Si J es una matriz diagonal

At
A

entonces

P(/\1)
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como es facil comprobar. (Para todas las comprobaciones de este tipo conviene
empezar con potencias y pasar luego al caso de polinomios cualesquiera.)
Cuando J no es diagonal, la cosa es algo menos sencilla. Hay que tener en

cuenta que
J1

7]
-

donde los bloques J; son cajas elementales de Jordan. Por lo tanto (v. 5.5.3)

P(Jl)
Ja
o)) = p(J2) |
p(Jx)

y ladificultad queda reducida a saber calcular p(.J) cuando J es una caja elemental.

5.6.24 Si

0 1
0

es una caja elemental n x n con la particularidad de tener ceros en la diagonal, es
facil ver que sus potencias vienen dadas por

0 --- 1

ok =

1

es decir, que su término general a‘g es 1 cuando ¢ = j+k y 0 en los restantes casos.
La idea para probar esto se puede ver en (5.6.2). En particular,

0 -+ -0 1

Hn—l —

y H' = H*tl = ... =0,
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5.6.25  Sea ahora

A1
A

una caja elemental cualquiera, de tamafonxn, y sea p(X) = ap+ay1 X+ +a, X"
un polinomio. La férmula de Taylor® significa para este polinomio que

/(O 75\ " ()
p(X):p(/\)‘Fpi')(X—/\)—l-pQ(')(X—/\)2-|-..._|_p r(' )(X—/\)T,
donde p/, p”,...,p") representan las derivadas sucesivas de p. Entonces
/(O 75\ " ()
P(J):P(/\)I—I-pi')(J—/\I)—I-pQ(')(J—/\I)2—|-~~~+p r(, Jg—aryr.

Basta ahora tener en cuenta cémo son las potencias de H = J — A I, que han sido
descritas en (5.6.24), para obtener la férmula

i 1 n—1) _
PN PN p;f) p(nf)g')
SRR e
p(J) = .
P'(A)
- p(A)

5.6.26 Ejemplo. Calculemos I + A — A® para la matriz

0 1. 0 0

—-1. 1. 1. 0

A= -1. 0 2. 0
-1. 0 1. 1

del ejemplo (5.6.11). Vimos en aquel ejemplo que para

[ —1. 1. 0 0
1.0 1.0
P=12190 0 o
| -1..0 0 1.

8del matemético inglés Brook Taylor (1685-1731); la férmula serd sin duda conocida del lector
en su versién con resto, pero le hacemos notar que, en el caso de un polinomio, se trata de una
férmula exacta siempre que se llegue en el desarrollo por lo menos hasta el grado del polinomio.
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se tenia que

J=P AP =

Pongamos p(X) = 14+ X — X8,

Los cédlculos que hay que realizar son

p(1) (1) p"(1)/2
pUﬁZ[ (1)

1. —=7. —98.
p(J1) ] Lo
J — =
p(J) [ p(J2) ! |
e
y, finalmente,
8. 21. —28. 0
. ~ | 70290 =350 0
I+ A=A =pA)=Pp()PT =1 . o0 _a4
7. 28. =35. 1.

5.6.27 TLa férmula de (5.6.25) que proporciona p(.J) cuando p es un polinomio
y J una caja elemental n x n, tiene una consecuencia inmediata: si J es

entonces p(J) = q(J).
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Este resultado se puede extender a una matriz cualquiera. Sea A una matriz
complejan x n, A1, ..., Ap los valores propios distintos de A,

Pa(X) = (1) (X = A)ft e (X =)0

su polinomio caracteristico y p(X) y ¢(X) dos polinomios. Si coinciden los si-
guientes valores de los polinomios y sus derivadas

entonces p(A) = q(A).

Para probar este hecho se puede razonar sobre la forma candnica de A con
ayuda del resultado para las cajas elementales.

Hay, sin embargo, una demostracién directa muy breve, que es la que vamos a
exponer. Denotemos por r7(X) = p(X) — ¢(X) el polinomio diferencia de ambos.
Como para todoi=1,...,p

resulta de la férmula de Taylor (v. 5.6.25) en potencias de X — A; que
r(X) = (X = X)"si(X),

donde s;(X) es un polinomio; esto, para todo i = 1,...,p. En consecuencia, 7(X)
es divisible por (X — A1)*1) por (X — A3)*2, etc.; por lo tanto

r(X) = (X = M)F (X = Q)™ (X = X)) 75 (X))

donde s(X) es un polinomio. Como, por el teorema de Cayley-Hamilton,
pa(A) =0, resulta que

Asi pues
p(A) —q(A) =r(4) =0

y se obtiene la igualdad.
Nétese que si A es una matriz n x n con valores propios A1, ..., A, todos simples,
la condicién suficiente para la igualdad de p(A) y ¢(A) se reduce a que

p(A) =q(M), .. p(An) = (M) .

En el fondo, las ideas expuestas en este apartado son otra versién (mds cémoda
en su forma actual) de lo que ya vimos en (5.5.8).
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5.6.28 Ejemplo. Para calcular cualquier potencia de la matriz

5. 4.
a=l )
cuyos valores propios son 3 y 1, podemos buscar para la potencia A™ un polinomio
de la forma o, A + G, I que coincida con A". Es suficiente para ello que los

polinomios
p(X)=X" y ¢(X)=ap,X + 5,

tomen los mismos valores en 3 y en 1. Resulta sencillo ver que esto equivale a que

3" =1 —3"+3
an = —5 y Bn= —y
Por lo tanto,
-1 —3"+3
A" = A I
2 + 2

2.3"—-1 2.3"-2
=341 =342

Compdrese este procedimiento con el que desarrollamos en el ejemplo (5.5.9).

5.6.29  Sdlo un breve comentario final sobre la definicién y el calculo de funciones
h(A) de una matriz n x n, A, cuando h es una funcién diferente de un polinomio.
El ejemplo mas importante entre las funciones de una matriz es e? (que es h(A)
para la funcién exponencial h(z) = e*), a causa de su utilidad en la resolucién de
sistemas diferenciales lineales.

La generalizacién mas obvia de los polinomios son las series de potencias. FEl
lector sabe que una serie de potencias

(o)
E op 2"
n=0

no converge generalmente para cualquier valor de z € . Los mismos problemas
surgen cuando se pretende definir la matriz suma de la serie

[ee]
E o, A"
n=0

como limite de los polinomios

pr(A) = Z a, A”
n=0

cuando r tiende a infinito.
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El lector podra ver en cursos posteriores que, en el caso de la exponencial, no
existe problema alguno para definir

como no lo hay tampoco para la convergencia de la serie

%S
=2
n=0

para todo z € @©. La funcién e4, definida como acabamos de decir, verifica buena
parte de las propiedades de la exponencial de nimeros complejos. Por ejemplo, si
AB = BA, se tiene que

n

| 18]

!

3

también

A

asimismo, e es inversible y

(eA)_1 —e 4,

Una de las maneras de calcular la exponencial de una matriz (y también otras
funciones) es utilizar la forma candnica de la matriz y las férmulas de (5.6.23)
y (5.6.25), que son también vélidas cuando p es, en lugar de un polinomio, la
funcién p(z) = e*.

También es vélido para la exponencial de una matriz (y para otras funciones) el
comentario del apartado (5.6.27). Es decir, e4 = ¢(A) para todo polinomio ¢ cuyo
valor, y el de las correspondientes derivadas, coincida con los de la funcién e?, y
sus derivadas (recuérdese que la exponencial es su propia derivada), en los valores
propios de A.

El objetivo de estas consideracioneses tinicamente introducir al lector en el
‘ambiente’ de ciertas ideas que tendra que estudiar en cursos posteriores. Natu-
ralmente, no hemos justificado las distintas afirmaciones, ya que ello nos llevaria a
introducir y estudiar la convergencia de matrices, tema que cae fuera del propédsito
de este libro.
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Capitulo 6

Formas bilineales y formas
sesquilineales.

Nota. Recordemos que, en este capitulo, IK representa siempre IR o €. Se evitan asi
ciertas anomalias que se presentan cuando el cuerpo es de caracteristica 2 y se aprovechan
algunas propiedades especificas de los nimeros reales y complejos. El lector advertird sin
duda que casi todos los resultados de este capitulo son validos cuando IK es un cuerpo
que no tiene caracteristica 2, aunque no sea ninguno de los dos citados; excepciones a
esta regla general son los resultados que se enuncian especificamente para IR o para €.

6.1 Formas bilineales sobre un espacio vectorial.

6.1.1 Sea F une.v. sobre IK (IR o ©). Ya conocemos la nocién de forma bilineal
sobre F| introducida en el capitulo 3 en un contexto més general, el de las formas
n-lineales. Recordemos que una aplicacién

fiExE =K
(x,y) = f(z,y),

que envia cada par ordenado (z,y) de vectores de F a un escalar f(z,y), es una
forma bilineal sobre F cuando verifica las cuatro propiedades siguientes (v. 3.1.6):

(blnl) (Va2 ,y € E) f(z+2',y) = f(z,y) + f(',y),
(bIn2)  (Yo,y,y/ € E) flx,y+y) = flx,y) + flz,¥),
(bln3) (VA eIK)(Ve,y e E) [f(hx,y) = Af(z,y),
(blnd) (VA€ K)(Vr,y € E) f(z,\y) = Af(z,y).

Vimos también que en el conjunto de las formas bilineales sobre F se introducen
dos operaciones (v. 3.1.13) que le dan estructura de espacio vectorial sobre TK; este
espacio vectorial se representa por L2(F,IK). Recordemos que dichas operaciones
vienen dadas por

(f+9)(x,y) = flr,y) +9(z,y),
(AN (z,y) = Af(z,y).

211
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El cero de este espacio vectorial es la aplicacién
0: Fx F—=1IK

que envia todo par (z,y) € F x F al 0 de K.

6.1.2 Ejemplo. Para el e.v. IK?, la aplicacién f : IK? x IK? — IK dada por
Fl(eh2?), (v 7)) = 2y + 2y
es una forma bilineal. Para el e.v. IK?, la aplicacién f : TK? x IK? — IK dada por
Fl(e' 2% 2%, (', %, 47)) = 2'y' + 2297 + 2%y°

es también una forma bilineal. Mas generalmente, para el e.v. IK", la aplicacién
/K" x IK" = IK dada por

f(($1a"'a$n)a(y1a"'ayn)):Z$iyi:x1y1+x2y2+"'+xnyn
i=1

es una forma bilineal.

Es clasico, y nosotros lo hemos hecho varias veces en este libro, representar un
vector genérico de TK? por v = (z,y) o un vector genérico de IK? por v = (z,y,2);
con estas notaciones, las dos primeras férmulas se convierten en

f((zy), (2" y)) =z2" +yy,

fl(ay,2), (@0, 7)) = e’ + gy + 22"

Utilizaremos indistintamente las dos notaciones, puesto que ambas son frecuentes
en los diferentes textos.

Estas formas bilineales poseen una importancia distinta segin que IK sea IR
o sea €. Si IK = IR, poseen gran interés, como veremos en el capitulo siguiente;
en particular, en el caso de IR?, el lector reconocerd la férmula correspondiente al
producto escalar ordinario de la fisica.

6.1.3 Ejemplo. Este ejemplo y el siguiente se sitiian en espacios que no son de
dimensién finita y utilizan nociones de calculo diferencial e integral que no han sido
introducidas en este libro, pero que el lector conocerd sin duda, dado su caracter
elemental. Bien es cierto que estos ejemplos no son imprescindibles para seguir el
hilo tedrico de la exposicion; pero no es menos cierto que constituyen, junto con
el (6.1.2), los ejemplos mas interesantes de la teoria que vamos a explicar, lo que
justifica su introduccién.

Consideremos el espacio ¢gg formado por las sucesiones finitas de nimeros reales
(v.1.2.7). Siz = (2p)peN € ¥ = (Yn)new son dos sucesiones finitas de niimeros
reales, ponemos

f(x,y) = anyn ;
n=1
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debe tenerse en cuenta que la aparente serie (suma de infinitos términos) no posee
mas que una cantidad finita de términos no nulos, y es entonces la suma de un
nimero finito de términos. Es facil ver que f es una forma bilineal sobre ¢qq .

Planteado en e¢qp, este ejemplo no es muy interesante. Es mas importante
cuando se extiende a un espacio de sucesiones mas grande. El ejemplo no se puede
extender a todas las sucesiones de nimeros reales. Vamos a generalizarlo para el
mayor espacio de sucesiones al que se puede extender la férmula que proporciona
I

Representemos por [? el subconjunto de SR formado por las sucesiones
2 = (£n)peN de niimeros reales tales que

[ee]

D (wn)* < o0,

n=1

es decir, las sucesiones para las que la serie de términos positivos cuyo término
general es (z,)? sea convergente (sucesiones ‘cuadrado-sumables’). Todas las su-
cesiones finitas verifican esta propiedad, luego cog C [?; pero existen también
sucesiones no finitas que la cumplen.

Vamos a comenzar por demostrar que [? es un subespacio vectorial de SR.
Sean * = (Zn)nelN € ¥ = (Yn)neN dos sucesiones de [? y pongamos

o= (e)" ¥y B= ()

Si Ay g son dos niimeros reales, es facil comprobar que
A+ )+ (A= 1) = 2(0) +2(n)?,

luego
A+ ) <200 +2(n)*
Si n € IN| se tiene entonces que

n

Z(l‘k + k) < QZ(M)Z + QZ(yk)z

k=1
<2 (@) 2 ()’
k=1 k=1
= 2(a + ﬁ) .
Como todas sus sumas parciales estdn acotadas por 2(a + 8), resulta que la serie
Z(l‘k + yk)?
k=1

es convergente, luego  + y = (zn + Yn)new € (2. Por otra parte, es sencillo ver
que, si = (zn)peN €12 y A € IR, entonces la sucesién Az = (Az,, ), N pertenece
a [2. Asi pues, [? es un subespacio de SR y, por tanto, un espacio vectorial.
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Vamos a ver a continuacién que, si = (Zn),eclN € ¥ = (Yn)neN SOL sucesiones
de 12, entonces la serie
[ee]
§ LTnlYn
n=1

bl
es absolutamente convergente y, por tanto, convergente. Pongamos

a=> (wn)” ¥y B= ().
n=1 n=1
Si Ay u son dos niimeros reales, entonces (A — p)? > 0, luego
Y 2
A <5 AT+ p7).

Para todo k € IN, la desigualdad precedente para A = |zg| y p = |yx| nos asegura
que

1
oyl = il lyel < 5 (lzel” + uel”) = 5 ()" + (1))

N[ —

Si n € IN| se tiene entonces que

n

S lrenel < 5 ) g 3 ()’

k=1 k=1 k=1

IA
N | —
hgE
g
+l\3
N | —
[M]e
s

Esto prueba que la serie es absolutamente convergente.
Para todo z,y € [%, podemos poner entonces

f(x,y) = anyna
n=1

donde la serie es absolutamente convergente. Es facil ver que f es una forma
bilineal sobre 2.

Un razonamiento sencillo prueba que la férmula precedente no se puede exten-
der a ningiin subespacio F de SR mas grande que [2. Si F es un subespacio de
SR para el que la férmula que proporciona f tiene sentido y # = (2n),eN € F,

entonces la serie
(o)

fle,e) = (#n)*

n=1

debe ser convergente, lnego x € {?; o sea, F C I2.
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6.1.4 Ejemplo. Ya vimos en (1.1.3) que el conjunto de las aplicaciones de un
conjunto X en IR posee, con las operaciones alli definidas, una estructura de
espacio vectorial sobre TR. Vamos a considerar ahora un intervalo [a, b] de TR, con
a < b, como conjunto X y el correspondiente espacio vectorial F([a,b],IR). Los
elementos de F([a, b], TR) son, pues, las funciones

fi]a,b] = R
t— f(t),

v las operaciones que se consideran estan dadas por

(f+9)@) = flt)y+9(t),
(AN = Af(t).

El subconjunto de F([a, b],IR) formado por las funciones que son continuas en
[a,b] es un subespacio vectorial; representamos este subespacio por C([a,b], IR).
Se trata de un espacio que no es de dimensién finita; de hecho contiene como
subespacio al conjunto IR[X] de las funciones polinémicas que no es de dimensién
finita.

Si f,g € C([a,b],TR), entonces su producto

(fa)(t) = f(t)g(t)

es también una funcién continua, luego existe la integral de Riemann!

b
| .
Consideremos la aplicacién

P: C([a,b],IR) x C([a,b],IR) = IR
(f,9) = P(f,9)

dada por \
P(fa) = [ sate)drs

esta aplicacién es una forma bilineal sobre C([a,b],TR), como se demuestra uti-
lizando las propiedades elementales de la integral de Riemann. Volveremos con
frecuencia sobre este ejemplo.

La forma bilineal P(f, g) = f; F(®)g(t) dt se puede extender a espacios mas
amplios que C([a, b], IR), auunque no al espacio F([a, b],IR) de todas las funciones,
como es practicamente evidente. Por ejemplo, se puede extender al subespacio de
F([a,b],TR) formado por las funciones que son integrables en [a,b] en el sentido
de Riemann. Sin embargo no es posible a este nivel describir el mayor subespacio
de F([a,b],TR) al que se puede extender la forma bilineal que hemos visto en este
ejemplo.

ldel matematico alemén Bernhard Riemann (1826-1866).



216 6. Formas bilineales y formas sesquilineales

6.1.5 Si f es una forma bilineal sobre el e.v. E, entonces

(Vye E) f(0,y) = f(y,0)=0,

como se prueba sin dificultad.

6.1.6 Sea f una forma bilineal sobre el e.v. E. Recordemos que f es simétrica

cuando (v. 3.1.17)
(sim) (Vz,y€ E) f(y.z)=fl,y),

v que f es antisimétrica cuando

(ant) (Vz,y € E) f(y,z)=—f(z,y).

Como K (que es TR o €) no es de caracteristica 2, son vélidos los dos apartados
de (3.1.21) y resulta que una forma bilineal f es antisimétrica si y sélo si es
alternada, es decir, si verifica

(alt) (VeeE) f(z,z)=0.

Aunque la demostracién de este hecho la hicimos en (3.1.21) para el caso mads
general de las formas n-lineales, vamos a repetirla en este caso, para el que resulta
mas sencilla.

Supongamos que f es alternada; si z,y € E, resulta entonces que

0=flz+y,x+y) = flr,z)+ flz,y) + fly,2) + fy,y) = f(z,9) + fly, =),
luego
fly,x) = =f(z,y)

v f es antisimétrica.
Reciprocamente, supongamos que f es antisimétrica, y sea ¢ € E; entonces

fle,w) = =f(z,2)

luego

2f(x,2) = flz,2) + f(z,2) =0

flz,2) =0,

lo que demuestra que f es alternada.

6.1.7 Ejemplo. Ya vimos en (3.1.18), (3.1.19) y (3.1.20) ejemplos de formas
simétricas y antisimétricas, y de formas que no eran ni simétricas ni antisimétricas.
Las formas de los ejemplos (6.1.2), (6.1.3) y (6.1.4) son simétricas.

6.1.8  Lossubconjuntos S2(F,IK) y Ax(F,IK) de Lo(F, IK), constituidos respec-
tivamente por las formas simétricas y por las formas antisimétricas o alternadas,
son subespacios vectoriales de L2(F, K).
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6.1.9  Sea f una forma bilineal sobre el e.v. E. Si F' es un subespacio vectorial
de I/, podemos considerar la restriccion

g: FxF—=IK

de f a F x I, es decir, la aplicacién dada por

g(l‘,y) = f(x,y)

para z,y € F. La aplicacién g es una forma bilineal sobre F. Ademas, s1 f es
simétrica, g es también simétrica, y si f es antisimétrica, ¢ lo es también.

6.1.10  Como ocurria con las aplicaciones lineales (v. 2.5.5), una forma bilineal
sobre un e.v. de dimension finita se puede describir por una matriz.

Sea F un e.v. de dimensién n # 0y (a1,...,an) una base de F; sea f una
forma bilineal sobre E. Si & e y son vectores de E, con coordenadas

x:(xl,...,xn)(al) e y:(y a~~~ayn)(a,)a

entonces

f($ay) = f(xlal + "'+xnanay1a1 + +ynan) = Z $iyjf(aiaaj)a

i,j=1

donde recurrimos al simbolo $ ", cuyo significado explicamos en (1.1.7), como forma
breve de escribir la suma de los n? términos que resultan. Observamos entonces
que f queda completamente determinada por los valores que toma en los pares
(a;,a;) de vectores de la base.

Esto nos lleva a una proposicién completamente andloga a (2.1.6).

6.1.11 PROPOSICION

Sea F un e.v. de dimensién n # 0 sobre IK y (ay,...,a,) una base
de E. Parai,j € {1,...,n}, consideramos escalares o € IK. Existe
una unica forma bilineal f € L2(F,K) que verifica

(Vi,§)  flai,a;) = o .

Dicha forma toma en el par (z,y) de vectores de F de coordenadas

el valor

flz,y) = Z ol ziy

i,j=1
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En efecto; si definimos f por
fla,y) =Y olaly,
i,j=1
se prueba sin dificultad que f es una forma bilineal sobre F y que
(Vl’j) f(ai’ aj) = sz

(considérense las coordenadas de a; y a; en la base (a1,...,a,)); o sea, f verifica
las condiciones requeridas. Si g € Lo(F,IK) las verifica también, entonces, para
r,y €k,

g(ey) = wlyigla,a) = 3 alyial = f(e,y),
=1 i,j=1

luego g = f, vy esto demuestra la unicidad.

6.1.12 DEFINICION. Sea E une.v. de dimensién n # O0sobre IKy (a1, ...,a,)
una base de F; sea f una forma bilineal sobre F. Llamamos matriz asociada a la
forma f en la base (ay,...,a,) ala matriz

[o]] € M(n),

cuyo elemento general es

Representamos esta matriz por

[f, (ai)].

Obsérvese que, aunque empleamos el mismo simbolo en (2.2.17) que aqui, su
significado es diferente segiin que f sea un endomorfismo de E o una forma bilineal
sobre FE.

6.1.13 Ejemplo. Para las formas bilineales sobre IK? y IK? del ejemplo (6.1.2)
y las bases canénicas de IK? y IK?® se tiene

Uenen = [ o 1 ] =1

1

0
[f,(e1,e2,e3)]=| 0 1
0 0
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6.1.14 Ejemplo. Para la forma f sobre IK® dada por
f( (l‘l,l‘z,l‘?)), (yl’yZ’yS)) — Ql‘lyl 4 l‘Syl 4 2x2y3 4 x?’y?’

y la base canénica (e, es, e3), se puede comprobar que

fler,en1) =2 flea,e1) =0  fles,er) =1
fler,e2) =0 flea,ea) =0  fles,ez) =0
fler,es) =0 flea,es) =2  fles,e3) =1
Por lo tanto
2. 0 1.
[f’ (61a62a63)] - 0 0 0
0 2.1
6.1.15 PROPOSICION
Sea F un e.v. de dimensién n # 0 sobre IK y (a1,...,a,) una base

de I. La aplicacién

,Cz(E,IK) — M]K(n)
f =1/ (a)]

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

La proposicién (6.1.11) garantiza justamente que esta aplicacién es biyectiva. La
linealidad de la aplicacidon es, por otra parte, muy facil de probar.

6.1.16  Resulta entonces que, si F es de dimensién n # 0, entonces La2(F,K) es
de dimensién n?, como My (n) (v. 2.3.5).

6.1.17 Expresiéon matricial de una forma bilineal. Sea F un e.v. de di-
mensién n # 0 sobre K, (a1,...,a,) una base de E, f € Ly(F,TK) una forma
bilineal sobre 'y

A=lof] =[f (a:)].
Hemos visto que
n
flay) =Y olay
i,j=1
para los vectores x e y de coordenadas

x:(xl,...,xn)(al) e y:(y a~~~ayn)(a,)'
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Resulta asi que

S

fey =1y -~ v ]| : : .

aff a

33
5]

puesto que el segundo miembro es la matriz 1 x 1 cuyo tnico elemento es
n
J i,
E ajx'y .
i,j=1

Tenemos, pues, que

(1) Fleyy) = Ty, ()] 1 (ai)] [, (ai)] -

Ademas, la matriz [f, (a;)] es la tinica que hace cierta la férmula precedente;
5 B = 8] € Mic(n) y si

(Vz,y € E) flr,y) = [y, ()] Ble, ()],

entonces

—e.

0]B| 1 | «—i=p

79

luego B = [f, (a:)].

Cuando F = K" y la base fijada es la base candnica de IK", resulta que

(2) flz,y) =y Az,

con la identificacién habitual entre vectores de TIK™ y matrices columna (v. 2.2.13).
La forma bilineal de IK"™ que se representa en la base candnica por una matriz A
(y que, por lo tanto, viene dada por la férmula (2)), recibe corrientemente el
nombre de ‘forma bilineal dada por A’.

6.1.18 Ejemplo. Para laformasobre IK? de (6.1.2), la expresién (2) se reduce a
1

flay) =ye=[y ¢ ][xz ] :

xr

y lo mismo en el caso de IK? o de TK".



6.1. Formas bilineales sobre un espacio vectorial 221

6.1.19 Ejemplo. Para la forma f de (6.1.14), tenemos

2.0 1. z!
fley) =o' [f (e enen)]e=[y' »* ]| 0 0 0 x
0 2. 1 z3

Compruébese, realizando el producto de matrices, que se obtiene exactamente la
expresién que define f.

6.1.20 Cambio de base. Sea F une.v. de dimensién n # 0sobre IK, (a1, ..., an)
y (a),...,a,) dos bases de F'y f € Lo(F,TK) una forma bilineal sobre F. Ponga-
mos

A=[f(a)] v A" =[f(a})].
Siz,y € F, tenemos
Fe,y) = [y, (@] A' [z, (a})]
y también

fz,y) = [y, (a)]" Alz, (a))].

Transformemos esta tltima igualdad, teniendo en cuenta que (v. 2.5.14)

[#, (ai)] = Pz, ()] v [y, (a)]= Py, (a)],

donde P = [(a}), (a;)] es la matriz de paso de (a1, ...,an) a (af, ..., al); se obtiene

Fe,y) = (Ply, (a))* AP L2, ()] = [y, (a})] P* AP [e, (a))].

El razonamiento de (6.1.17) acerca de la unicidad de la matriz permite entonces
concluir que

(3) A'=PIAP.

Obsérvese las semejanzas y diferencias de esta férmula con la de (2.5.17).

Como P y P! son inversibles, resulta que dos matrices A y A’ que representan
a una forma bilineal (en bases diferentes) son equivalentes (v. 2.5.18) y, por lo
tanto, poseen el mismo rango (v. 2.5.24). Sin embargo, A y A’ no son en general
semejantes (v. 2.5.25), puesto que P! no coincide generalmente con la inversa
de P.

De dos matrices A, A’ € M (n) tales que

/
A =pPtAP
para alguna matriz inversible P, se dice que son congruentes. Un razonamiento

como el de (2.5.24) nos permite asegurar que dos matrices son congruentes si y
sélo si representan (en bases distintas) una misma forma bilineal.



222 6. Formas bilineales y formas sesquilineales

6.1.21 Sea F un e.v. de dimensién n # 0 sobre K, (a1, ..., a,) una base de
y [ € L2(E,TK). Sea '
A =lof] = [f (a)].

Si la forma f es simétrica, entonces
o = Jlaj.a) = Jlai,a7) = o

luego la matriz A es simétrica. Reciprocamente, si A es simétrica, teniendo en
cuenta que toda matriz 1 x 1 coincide con su traspuesta, obtenemos que

Fleyy) = [z ()] Aly, (@i)] = ([2, ()] Aly, (ar)])f
= [y, (@)l A" [, ()] = [y, ()] Alz, (ar)] = f(z,y),

luego f es simétrica. Es decir, f es simétrica si y sdlo si [f, (a;)] es simétrica.
Lo mismo ocurre con las formas antisimétricas. Si f es antisimétrica, entonces

(Vi, j) oz; = —a‘j,
o sea,
Al = —A.

Las matrices que verifican esta propiedad se llaman antisimétricas. Resulta, como
en el caso precedente, que f es antisimétrica si y sélo si [f, (a;)] es antisimétrica.

6.2 Ncleo y rango de una forma bilineal.

6.2.1 En esta seccién y en las que siguen vamos a considerar al mismo tiempo
aplicaciones lineales y formas bilineales. Con objeto de facilitar la lectura de las
distintas férmulas y expresiones, procuraremos representar por f, g, h, etc. las
formas bilineales, y por u, v, w, etc. las aplicaciones lineales.

6.2.2  El hecho de que (en el caso de dimensién finita) una forma bilineal f
se represente por una matriz, hace pensar en asociar a f una aplicacién lineal
dada por la misma matriz. Como veremos a continuacion, esto se puede hacer de
manera independiente de la dimensién y de las bases.
Sea f € Lo F,TK),
fExE—=1IK

(l‘,y) - f(l‘,y),

una forma bilineal. Si fijamos un vector € E, obtenemos una aplicacion,

FEF = K
y — flx,y),

que, gracias a las propiedades (bln2) y (bln4), es una aplicacién lineal, o sea, un
elemento del dual E*; se trata del procedimiento que ya mencionamosen (3.1.11).
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Vamos a denotar este elemento de E* por us(z); diremos que ug(xz) se obtiene
fijando en f la variable de la izquierda. Con la notacién del corchete de dualidad
(v. 2.6.6), se tiene que

(4) (Ve,y € E) (y,us(x)) = f(z,9).

Consideremos ahora la aplicacién

up: B — B
z — ug(x)

que lleva cada vector « € E al elemento uy(z) € E* asi obtenido. Resulta, gracias
ahora a las propiedades (blnl) y (bIln3), que u; es una aplicacién lineal, o sea,
que uy € L(E, E*).

El mismo proceso se puede seguir fijando en f la variable de la derecha.
Si z € E, representamos por vy (z) el elemento de E* dado por

(5) (Ve,y € E) (y,vp(x)) = fly, @)

y consideramos también la aplicacién lineal

vpr B — B
z — vp(x).
Cuando f es simétrica, entonces f(y,z) = f(x,y), luego uy = vy, como se

deduce de la simple observacién de las férmulas (4) y (5).

6.2.3 Ejemplo. Para la forma f sobre IK? de (6.1.2) y el vector z = (2,1),
tenemos

(W' o) up(e)) =2y +4°

(W' %) vp () = 29"+
(nétese que f es simétrica), es decir, us(z) y

vy (z) son el elemento de (IK?)* que
representamos por (2, 1)*, con notacién de (2.6.1

.19).
6.2.4 Ejemplo. Para la forma f sobre IK® del ejemplo (6.1.14), dada por
F(at 2?2, (' 2 07)) = 26ty + 2%yt + 20 + 2Py
y para el vector # = (1,1,1), tenemos
(W' v 9%), up () = 3y + 307,
(W97 0, v () = 20" + 207 + 207 .

Con notacién de (2.6.19), resulta asi que

uf($) = (3’0’3)* y Uy ($) = (2’2’2)*a
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6.2.5 Ejemplo. Para la forma bilineal P sobre C([a,b],TR) de (6.1.4), tenemos
que, sl fag S C([Cl, b]a ]:R)a
ga UP / f

(g,vp(f / f(t)

Asi, si f representa la funcién constante 1, las correspondientes formas lineales
up(f) y vp(f) envian cada funcién g a f g(t)dt.

6.2.6 Vamos a definir lo que llamaremos ‘nicleo’ de una forma bilineal. Re-
cordando la definicién de micleo de una aplicacién lineal, que dimos en (2.1.10),
resulta tentadora la idea de considerar el conjunto

{lr e F| f(z,z) =0}

como nicleo de la forma bilineal f € Lo(F,TK). El principal obstaculo para
aceptar esta definiciéon es que dicho conjunto no es, en general, un subespacio
vectorial de FE; asi ocurre, en efecto, en el ejemplo que sigue. Sin embargo, este
conjunto desempena un papel importante en el estudio de la forma bilineal f, y
coincide en ciertos casos (v. 6.5.9) con el micleo de f.

6.2.7 Ejemplo. Para la forma bilineal sobre TR® dada por
) P p
f( ($1a $2a $3)a (yla yza yS)) = $1y1 - $2y2
se tlene
{(lJ’ 2 3) € R? | f( (xl’x2’$3)’ ($1’$2’$3)) = 0}
= {(=',2*,2%) | (z")? = (+*)* = 0}
() |2 = ) U {(ah ) | = i),

conjunto que es reunién de dos subespacios, pero que no es un subespacio.

6.2.8 Lo que haremos entonces es considerar como niicleo de f el de u; o el
de v¢ , que son, ambos, subespacios de . Estos niicleos son

Kerup = {z € Elug(z) =0} = {z € E[(Vy) (y,us(z)) =0}
= {ze B|(Vy) f[flz,y) =0}

y, andlogamente,

Kervy = {z € E|(Vy) [(y.2) =0},

Tenemos asi dos nicleos para f, en general diferentes. Ker u; se suele denominar
‘nicleo a la izquierda de f’ y Ker vy, ‘niicleo a la derecha de f’. La ambiguedad
desaparece si f es simétrica, ya que entonces uy = vy ; en ese caso obtenemos una
definicién tnica para el nicleo.
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6.2.9 DEFINICION. Sea f € 8> (F,IK) una forma bilineal y simétrica so-
bre E. El subespacio Ker uy = Ker vy de E recibe el nombre de niicleo de la forma
simétrica f y se representa por Ker f. Entonces

Kerf={r e F[(Vy) f(z,y)=0}={ze E|(Vy) [f(y,=)=0}.

Decimos que la forma simétrica f es degenerada si Ker f # {0}, y decimos que
f es no degenerada si Ker f = {0}.

6.2.10 PROPOSICION

Sea f € S3(F,IK) una forma bilineal y simétrica sobre F; las siguientes
propiedades son equivalentes

(i) f es no degenerada;

(ii) para todo x € F, x # 0, existe y € F tal que f(z,y) # 0;
(iii) para todo @ € F, # # 0, existe y € F tal que f(y,z) # 0;
(

iv) la aplicacién lineal uy = vy de E en E* es inyectiva.

La equivalencia se deduce sin dificultad de las definiciones precedentes.
6.2.11 En el caso en que I sea de dimensién finita, podemos definir también
el ‘rango’ de una forma bilineal. Vamos a ver en primer lugar que la matriz de f

coincide con la de uy y es la traspuesta de la matriz de v;.

6.2.12 PROPOSICION

Sea F un e.v. de dimensién n # 0 sobre IK, (ai,...,a,) una base
de E y (a*,...,a*") la base de E* dual de la anterior (v. 2.6.13).
Si f € Lo(E,IK) es una forma bilineal y us, vy € L(E, E*) son las
aplicaciones lineales asociadas, se tiene

[uf’ (ai)’ (a*l)] = [fa (al)] )
[, (ai), (a*)] = [f, (@)]" .

Pongamos, por ejemplo,

[ug, (i), (@] =[6]] v [f(ai)] = [o]];

entonces ' '

af = flai,a;) = (aj,ug(ai)) = B,
puesto que el escalar que figura en el corchete es la coordenada nimero j de
ug(a;) en la base (a*!,...,a*") (v. 2.6.16); esto prueba la primera igualdad. La

demostracién para la segunda es analoga.
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6.2.13 DEFINICION. Sea E un e.v. de dimensién n # 0 sobre IK y
f € L5(F,K) una forma bilineal sobre E. TLlamamos rango de f a cualquiera
de los numeros siguientes:

— el rango de uy ,
— el rango de vy,
— el rango de [f, (a;)], cualquiera que sea la base (a1,...,a,) de F;

noétese que estos niimeros son todos iguales, como consecuencia de la proposicién
precedente. Representamos el rango de f por rg f.

6.2.14 PROPOSICION

Sea F un e.v. de dimensién n # 0 sobre IK y f € S»(F,K) una forma
bilineal y simétrica sobre E. Se tiene que

n=rg f+dimKer f.
Ademi3s, las siguientes propiedades son equivalentes

(i) f es no degenerada;
(i) rg f =n;
(iii) la aplicacién uy = vy es un isomorfismo entre los espacios

vectoriales F/' y F*.

La primera parte resulta de que
n=rgu; + dimKeru; .

En cuanto a la segunda, las tres propiedades equivalen a que Ker f = {0} (obsér-
vese que dim ' = dim E*).

6.2.15 En las condiciones de la proposicién anterior, si fijamos una base
(a1, ...,an) de E y consideramos la matriz A = [f, (a;)], basta calcular det A
para saber si f es degenerada o no lo es; f es no degenerada cuando det A # 0.
El det A recibe el nombre de discriminante de f. Resulta que f posee distin-
tos discriminantes puesto que, si (af,...,al) es otra base de F'y A" = [f, (a})],
entonces

A =PtAP,
donde P es la matriz de paso; como

det A’ = det A (det P)?
en general det A" # det A. Ahora bien, como det P # 0, resulta que det A # 0

si y sélo si det A’ # 0. Para comprobar que f es no degenerada, sirve entonces
cualquier discriminante de f.
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6.2.16 Ejemplo. Las formas simétricas sobre IK?, TK® y TK" de (6.1.2) poseen
rangos 2, 3 y n, iguales a la dimensiéon del espacio sobre el que estan definidas. Se
trata, pues, de formas no degeneradas.

6.2.17 Ejemplo. La forma bilineal y simétrica sobre {? o sobre cgg
[ee]
flz,y) = anyn )
n=1

definida en el ejemplo (6.1.3), es no degenerada. En efecto, si @ € I? (0 coo) ¥y
z # 0, la sucesién z tendra algin término no nulo, z; # 0; entonces, para la
sucesion ¥y = (Yn)nelN cON

=1 e y, =0 si n#k
se tiene que

F@y) = wntn =25 £ 0;

n=1

luego = ¢ Ker f. Esto prueba que Ker f = {0}.

6.2.18 Ejemplo. La forma simétrica sobre C([a, b],TR) del ejemplo (6.1.4) es
también no degenerada. Probaremos este hecho en (6.5.13) de una menera muy
sencilla.

6.2.19 Ejemplo. La forma bilineal sobre IR?
f( ($1a $2a $3)a (yla yza yS) ) = $1y1 - $2y2
se representa en la base candnica por la matriz

1
A= -1

y es por lo tanto simétrica. Su rango es
rgf=rgA=2,
luego es degenerada. Utilizando (6.2.12), resulta facil calcular su nicleo:

Ker f = Keruy

= {(xl,xz,x3)|A 2 | =0}

1‘3

= {(z', 2% %) 2! = 2> =0} .

Compdrese este nicleo con el conjunto que obtuvimos en (6.2.7).
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6.3 Formas cuadraticas.

6.3.1 DEFINICION. Sea f € 8> (F,TK) una forma bilineal simétrica sobre el
espacio vectorial F. La aplicacién

g: F = 1IK
z — q(x)

que envia cada vector x € I/ al escalar

(](l‘) = f(l‘,l‘),

recibe el nombre de forma cuadrdtica asociada a f. Es posible considerar la misma
definicién para formas bilineales que no sean simétricas; nosotros no lo haremos
yva que esto nos crearia dificultades suplementarias sin proporcionarnos ningin
beneficio adicional (véanse, sin embargo, los ejercicios de esta seccidn).

A pesar de que ¢ es una aplicacién de F en IK,| ¢ no es generalmente una forma
lineal sobre E. Se comprueba sin dificultad que ¢ verifica

gl +y) =q(z) +q(y) + 2f(z,y)

g(Az) = Nq(x)

(compadrense estas propiedades con las (In1) y (In2) de 1.1.10). M4és exactamente,
si ¢ es lineal, entonces

(Va,y)  flz,y) =0,

o sea, f = 0y en consecuencia ¢ = 0; este es el tinico caso en el que ¢ es lineal.

6.3.2 Ejemplo. Las formas simétricas de (6.1.2) poseen como forma cuadritica
asociada

3
")
6.3.3 Ejemplo. La forma simétrica sobre IR?

Fl(, 22,2, (v 2, o)) = 2yt — 2%y’

posee como forma cuadratica asociada

q(l‘l,l‘z,l‘?)) — (xl)Z _ (xZ)Z )

6.3.4 Ejemplo. Para la forma simétrica sobre {? o sobre cqg del ejemplo (6.1.3),
la correspondiente forma cuadratica toma en cada sucesion x el valor

[ee]

o(2) = 3 ()

n=1
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6.3.5 Ejemplo. La forma simétrica sobre C([a, )], IR) del ejemplo (6.1.4) posee
como forma cuadratica asociada

wﬁzfﬂww.

6.3.6 Sea f € S3(F,IK) y ¢ la forma cuadritica asociada. Como

q(z +y) = q(z) +q(y) + 2f(2,y),

resulta que

©) | fr) = Slale+ 1)~ al0) —aw)).

También se puede comprobar que

| few) = Jae+n) - qale )

Las expresiones (6) y (7), que permiten reconstruir la forma simétrica f a partir
de su forma cuadratica asociada ¢ reciben el nombre de férmulas de polarizacion.
Noétese que, gracias a estas férmulas, podemos garantizar que cada forma cua-
drética proviene de una unica forma bilineal simétrica (lo de ‘simétrica’ es aqui
esencial para la unicidad), que suele llamarse ‘forma polar’ de q.

En particular, resulta que ¢ = 0 si y sélo si f = 0.

6.3.7 Si f € 8(F,IK) es una forma bilineal simétrica y ¢ la forma cuadritica
asociada, se suele llamar ‘nicleo de ¢’, y denotar por Ker ¢, al nicleo de f; se dice
que ¢ es no degenerada si f es no degenerada.

Si E es de dimensién finita, del rango de f se dice que es el ‘rango de ¢, y se
lo denota por rgq. Si ademds (ai,...,a,) es una base de F, representamos por
[q, (a;)] la matriz [f, (a;)], y decimos que es la ‘matriz de ¢’ en la base (ay, ..., ap).
Nétese que, como f es simétrica, la matriz [q, (a;)] de la forma cuadrética ¢ es
siempre simétrica. Su elemento general o viene dado por

; 1 1
oy = flai, aj) = Zalai + aj) = 79(ai = aj),
como se deduce de la férmula de polarizacién (7).

6.3.8 Sea F un e.v. de dimensién n # 0 sobre IK y (a1, ..., a,) una base de E;
sea f € So(F,TK) una forma bilineal simétrica sobre F y ¢ la forma cuadritica
asociada. La férmula (1) de (6.1.17) nos dice que

Fx,y) = [y, ()] [, ()] [z, (a)];



230 6. Formas bilineales y formas sesquilineales

por lo tanto

(8) ¢(2) = [z, ()] [g, (@)] [z, (a:)],

o sea, si [¢, (a;)] = [a?], entonces ¢ tomaen x = (z',.. S 2")(q,) el valor
a% e a/}l xl n
gy =L am ]| : | = edatad
a ool " i,j=1

Conviene agrupar los términos de esta suma en la forma

n

q(z) = Zaﬁ(xi)z + Z (a‘g + oz;)xixj,

i=1 1<i<j<n

o mejor ain, puesto que la matriz [¢, (a;)] es simétrica,

n

9)  |al@) =) al@)’+ > 2afalal.

i=1 1<i<j<n

Si A € M (n) es una matriz simétrica, la forma bilineal sobre IK" dada por A
(v. 6.1.17)
flr,y) =y Az,

es simétrica; la correspondiente forma cuadrdtica

(10) qlr)=x' Ax

es, en el lenguaje habitual, la ‘forma cuadratica dada por A’.

6.3.9 Ejemplo. La forma cuadratica sobre IK” dada por la matriz unidad I,, es

es decir, la que obtuvimos en (6.3.2).

6.3.10 Ejemplo. La forma cuadrética sobre IR?
gz 2%, 2% = (1) — (2*)°
de (6.3.3) es la forma cuadrética dada por la matriz

1.
—1.
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6.3.11 Comparando las expresiones de estas formas cuadraticas con la fér-
mula (9), vemos que son nulos todos los términos de la segunda suma que aparece
en (9). Uno de nuestros objetivos es justamente hacer esto cierto para toda forma
cuadrdtica sobre un espacio de dimensién finita; este objetivo es alcanzable siem-
pre, como veremos en la seccién siguiente, cuando se utiliza una base adecuada del
espacio. Intentaremos también que los coeficientes de los términos de la primera
suma de (9) sean 1, pero esto no serd posible en todos los casos.

6.3.12 Uno de los problemas que se presentan es el saber qué aplicaciones
g: F—-1IK

son formas cuadraticas. En (6.3.1) hemos visto que las formas lineales no lo son,
excepcién hecha de la forma 0. la férmula (9) nos proporciona la solucién de este
problema cuando el espacio es de dimensién finita.

Si F es de dimensién finita y (a1, ..., a,) una base de , toda forma cuadratica
¢ posee una expresiéon de la forma

i) = A Y datad
i=1

1<i<j<n
ara x = (z!,..., 2" . De una expresién de este tipo se suele decir que es un
) ) (as)
‘polinomio homogéneo de segundo grado’ en las indeterminadas z', ..., 2"
Reciprocamente, si para x = (z!,..., ") (a;) PONEMOS

g(z) =B+ > platad,
i=1

1<i<j<n

entonces la funcién ¢ : £ — IK definida de esta manera es una forma cuadrética
sobre FE: la forma cuadratica que procede de la forma bilineal simétrica

fle,y) =) aja'y,
i,j=1

donde los coeficientes a‘g (que son los elementos de [f, (a;)] = [q,(ai)]) vienen
dados por

al=p (i=1,...n),al =p8l/2 (i<j),al=p/2 (i>]).

En efecto; no reviste ninguna dificultad comprobar que f es una forma bilineal;
ademas, es simétrica, puesto que la matriz [a]] es simétrica; finalmente, se com-
prueba sin problemas que f(xz,z) = q(z).

6.3.13 Ejemplo. La aplicacién ¢ : IR* — IR dada por

g(z, 2%, %) = (&) + 2'2? + 2'e® — 2223
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es una forma cuadrética, asociada a la forma bilineal simétrica f sobre IR* dada
por

f( (l,l’ xza xS)a (yl’ yz’ yS) ) =
=zlyt + 0527 + 05221 + 0521 y® + 0523y — 22y — 23y .
Obsérvese que en la pr&ictica se hace lo siguiente: los términos en (z%)? se trans-
forman en términos en z'y’ con el mismo coeficiente, y los términos en z'27 se
desdoblan en dos términos, uno en z'y’ y otro en J:]y , cada uno de ellos con la

mitad del coeficiente.
La matriz de f y de ¢ en la base canénica de IR? es la matriz simétrica

1. 0.5 0.5

[f,(e)]=1[g,(e)]=] 05 0 -1
05 —1. 0

6.4 Bases ortogonales.

6.4.1 DEFINICION. Sea F un espacio vectorial de dimensién n # 0 sobre IK,
f € 82(F,IK) una forma bilineal simétrica sobre F y ¢ la forma cuadritica aso-
ciada. Decimos que una base (ay,...,an) de E es ortogonal para f (y para q)
cuando

(org) i#j = flai,a;)=0.
Esta propiedad equivale claramente a la siguiente
(orgl) [f,(a;)] es una matriz diagonal.

Si la base (a1,...,a,) es ortogonal para f, entonces para x = (z!,..., ") (a;)

ey=(y,..., Y")(a,) se tiene
Fz,y) = [y, ()] [, ()] [z, Zall‘lyl,
puesto que [f, (a;)] es diagonal; los a! son los elementos diagonales de [f, (a;)]. Se
tiene también .
= Yl
i=1

Reciprocamente, si f posee dicha forma (o ¢ posee dicha forma), entonces [f, (a;)]
es diagonal y la base (a1,...,a,) es ortogonal. Es decir, la base (a1,...,a,) es
ortogonal si y sélo si

(org2) f(z,y) Zoﬂxlyl para r= (xl,...,x”)(al)ey:(yl,...,y”)(al),

y también s1 y sélo si
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n

(org3) q(z) = Zaﬁ(ri)z para x = (z!,..., ") (ay) -
i=1

La bases ortogonales son, pues, las que resuelven el problema que apuntdbamos

en (6.3.11).

6.4.2 Ejemplo. La base candnica es una base ortogonal para las formas cua-
dréticas de los ejemplos (6.3.2) y (6.3.3).

6.4.3 Ejemplo. Para la forma cuadritica sobre IR?
g(zl 22, 2%) = (212 + ole? + 2'a® — 20223

del ejemplo (6.3.13), la base candnica no es ortogonal, ya que [g, (¢;)] no es diago-
nal. Sin embargo, la base (a1, as, ag) formada por

a; = (1,0,0), a2=(-1,2,0) y asz=(-2,-5,1)

es una base ortogonal para ¢, como se puede comprobar.

6.4.4 TEOREMA

Sea F un e.v. de dimensién n # 0 sobre IK y f € S»(F,K) una forma
bilineal simétrica sobre F. Existe una base de E que es ortogonal

para f.

Utilizaremos el principio de induccién sobre la dimensién n de E. Sin = 1,
cualquier base de F es ortogonal (la matriz de f es 1 x 1, luego es diagonal).

Supondremos (hipdtesis de recurrencia) que el resultado es cierto cuando el
espacio es de dimensién n — 1; veamos que entonces el resultado es cierto para
un espacio E de dimensién n. Si f = 0, cualquier base de F verifica (org) y es
ortogonal. Si f # 0, entonces la forma cuadratica asociada ¢ verifica también que
q # 0 (v. 6.3.6); existe, pues, un vector a; € F tal que

f](al) = f(al,al) # 0,

lo que significa en particular que a3 # 0. Consideremos entonces el subconjunto
de F
F={exeF|f(x,a1) =0};

resulta sencillo probar que F' es un subespacio vectorial de E. Veamos que
FE = <Cll> P F.
Siz € (a1) N F, entonces & = Aa; y ademds

A(ar,ar) = f(Aay,a1) = f(2z,a1) =0;
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como f(ay,a1) # 0, resulta que A = 0 y que £ = Aa; = 0; esto prueba que
(a1) N F = {0}. Sea x € F; pongamos

o da) o S

1= 27—~ a1 2=T = a1
f(al,al) f(al,al)

es exidente que 21 € {a1) y facilmente se prueba que 29 € F; ademds, = 21+ 2.
Esto significa que F = {(a1) + F' y que F = (a1) ® F. Resulta entonces que
dim F' = n — 1. La restriccién de f

g: FxF—=IK

a Fx F (v.6.1.9) es una forma bilineal y simétrica sobre F'. Gracias a la hipStesis
de recurrencia, existe una base (as,...,a,) de F' que es ortogonal para g. Con-
sideremos finalmente el sistema (ay, as,...,a,); es una base de F y es ortogonal
para f (razdnese por qué lo es), lo que finaliza la demostracién.

6.4.5 Si A e Mg(n) (IK=1R o €) es una matriz simétrica y consideramos
la forma bilineal sobre IK"™ dada por A (que es una forma simétrica), el teorema
precedente y la férmula (3) de (6.1.20) relativa al cambio de base nos permiten
afirmar que existe una matriz P € My (n) inversible y tal que P*A P es diagonal.
Es la llamada ‘diagonalizacién por congruencia’, que nada tiene que ver en prin-
cipio con la ‘diagonalizacién por semejanza’ que estudiamos en el capitulo 5 (para
las definiciones de congruencia y de semejanza, consiltense los apartados 6.1.20
y 2.5.25).

Es cierto que, si A € MR(n) es una matriz simétrica real, entonces A es
diagonalizable por semejanza. Existen, no obstante, matrices simétricas complejas,
A € Mg(n), que no son diagonalizables; por ejemplo, se puede comprobar que la
matriz

no es diagonalizable.

6.4.6 Ejemplo (método de Gauss para el cilculo de una base ortogonal).
Aunque la justificacién tedrica del método que vamos e exponer no resulta
conceptualmente dificil, es extremadamente compleja desde el punto de vista de
las notaciones. Parece aconsejable, e este nivel, tratar de ver mediante un ejemplo
como se puede utilizar.
Supongamos que se desea calcular una base ortogonal para la forma cuadratica
sobre el espacio IR* dada por

glat, 2?2 2?) = 2(2") 24 2(2?) 2+ 2(x ) +4ate? —dxt et — 2072 — a2t —4xP2?
La matriz de ¢ en la base caninica de IR? es

2. 2. 0 -2

2. 2. —1. —=2.
A=lg (erenese =1 o | 4

—-2. =2. -2 2.
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Como lo que buscamos es una base (a1, as,as,a4), ortogonal para ¢, debemos
conseguir que en dicha base ¢ posea la forma

/1 12 3 14 IESWERY 120 122 13, 13\2 14 14N 2
g2 ar +2""as + 2"ag + 2" aq) = o'1(2"7) + '5(2"7)  + a'5(2"7) 4+ o4 (2)7
L 42 43 4 . N .,
con oy, a’5, 0’y ', € IR. Vamos a reducir entonces la primitiva expresién de ¢ a
una forma como ésta.
Nos ocupamos en primer lugar de conseguir un término ‘cuadrado’ que agrupe

a todos aquellos en los que interviene ! :

q(xl, z? 23, x4) =2( (ar:l)2 + 21‘1(1‘2 — x4) )+ t(xz, z3, x4) ,

donde t(z? 23 z*) es una expresién en la que no interviene z', y de la que nos
ocuparemos mas adelante. Ahora llevamos los términos que hemos seleccionado a
la forma (2! + (2% — 2%))?; el proceso es el siguiente:

et a? 2 ety = 2((2h)? 4 20t (2% — 2t 4 (27 — 2M)?) = 2(2? — M) + (2?23, 2?)
= 2(a! 4+ 2% —2h)? = 2(2? — 22 + 1(2?, 27, )
= 20t + 2t —2h? = 22 — 2?4 2(2?) + 2(2*)? — 2272 — 4?2t — 42P2?
= 2(x! 4+ 2 — 2h)? — 22%2% — 422

Repetimos ahora el proceso de formacién de un ‘cuadrado’ con los términos
restantes; si entre estos términos apareciese (22)?, (23)? o (2*)?, estarfamos en un
caso similar al precedente; no es asi y el método debe ser diferente. Seleccionamos
un término de la forma 2’27, por ejemplo —2x%23, y procedemos al agrupamiento
de todos los términos en los que intervienen z? y 23:

gzt 2 2% 2?) = 22! + 2% — 2h)? — 22%2% — 42%2?
= 2(x! + 2% —2h? — 2(x%2® 4+ 27(0) + 2*(22%) ) + t(2?)

1

donde #(z?) es una expresién en la que no intervienen z', 2? y x3, y que en este

caso es cero. Llevamos los términos seleccionados a la forma (2?2 4 22%) (23 4 0), o
sea (r? 4 2z%)2:

glat 2 2% 2?) = 2(x' 4+ 2% — M) — 2(2? + 22%)2B.
Utilizando la identidad
1 1
ab = Z(a +b)? — Z(a —b)?
obtenemos
gzt 2?2 o) = 202t + 2% — 2?2 — 0.5(2? + 23 + 22%)? + 0.5(x? — 2% 4+ 22H)?.

Esto finaliza la primera parte del método; diremos para entendernos que hemos
puesto ¢ en la forma de una suma de cuadrados.
Nuestro objetivo aparece ahora mucho mas nitido. Si conseguimos que las

1,2 43 % .
coordenadas de un vector en la base (ay, as, as, aq4), 2", 2'", 2’7 y 2'", se relacionen
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2

con las coordenadas 2!, 22, 3 y 2* del mismo vector en la base canénica por las

igualdades
2= ol 22 -zt
2 = 2+ 24+ 2t
2 = 2 — 24+ 2t
2= Mt 4+ dox? 4 Agad + Mt ,

con Aq, As, Az, Az € IR cualesquiera, habremos logrado que la expresién de ¢ en la
base (a1, as,as, as) sea

q(x’lal + x’zaz + x/3a3 + x'4a4) = Q(xll)z — 0.5(1"2)2 + 0.5(1‘/3)2 ,

y que dicha base sea ortogonal. Llamando P a la matriz de paso de (e, e, €3, €4)
a (a1, az,as,as), tenemos que

X xl
22 . x?
x/3 =P 133 )
2t o

luego est4 claro que P~! debe ser

1. 1. 0 -1
0 1 . )
-1 _ .
P= 0o 1. —=1. 2.1
AAr Az A

los ); son arbitrarios, pero deben ser elegidos de tal manera que P! sea inversible.
Se logra este objetivo haciendo Ay = Ay = A3 =0y A4 = 1, ya que entonces

1. 1. 0 -1

-1 _ | 0 1. 1. 2.

P = 0 1. -1 2.

0 0 1.

y det P~1 = —2. La matriz de paso es en este caso
1. =05 =05 3.
0 0.5 0.5 —2.
— —1\=1 _
P=(pP7)" = 0 0.5 —-05 0 '

0 0 0 1.

y la base (a1, as, as, as) estd formada por los vectores

(1., 0, 0,0
(—-05, 0.5, 05,0
as = ( =05, 0.5, —0.5,0
( 3.,-2., 0 ,1.

—~— — e
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Esta base es ortogonal para ¢. Se puede comprobar que

2.
—0.5

[q’(alaGZaGSaaél)]:PtAP: 0.5

v que, por lo tanto,
q(x’lal + x’zaz + x/3a3 + x'4a4) = 2.(x’1)2 — 0.5(1"2)2 + 0.5(1‘/3)2 ,

como habiamos previsto.

Advertencia: Retrocedamos al instante en que, puesta ¢ en la forma
glat, 2 2% 2 = 2(x' 4+ 2% — 2 — 0.5(2? + 2® + 222 + 0.5(2? — 2% 4+ 22%)%.
estamos obligados a completar la matriz

1. 1 0 -1
0 1 1. 2.
0 1. -1 2.
A1 A2 Az Mg

con nimeros \; que hagan dicha matriz inversible. En nuestro caso ha sido posible
hacerlo, pero nada parece garantizar esta posibilidad.
Para el ejemplo

r(et, 2? 2% 2?) = 2(2)? + (B — (2" + 42'2? + 2272
— (l‘l —|—l‘2)2 4 (l‘l —|—l‘2)2 _ (1,2 _ l‘4)2,

la matriz

1. 1. 0 0
1. 1. 0 0
0 1. 0 -1
A A Az M

no se puede prolongar hasta una matriz inversible.
Para el ejemplo

S(l‘l,l‘z,l‘?),lA) — (xl)Z 4 (l‘S)Z 4 (l‘4)2 _ Ql‘ll‘S 4 4l‘2l‘4
— (xl—x3)2+(x2+x4)2—(xz—x4)2+(x4)2,
la matriz
1. 0 -—1. 0
0 1. 0 1.
0 1. 0o -1 1’
0 O 0 1.

que resulta directamente, no es inversible y no sirve para continuar el proceso.

La justificacién tedrica del método de Gauss garantiza que esto no puede su-
ceder a condicién de respetar las siguientes reglas en la descomposiciéon en suma
de cuadrados
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— siempre que exista un término en (')?, se debe agrupar este término
y ‘todos’ aquellos en los que intervenga z*;

— s86lo en el caso en que no quede ningin término en (z')?, se debe

proceder al agrupamiento a partir de un z’z7; en este caso, se deben

agrupar con z'zJ ‘todos’ los términos en los que intervengan z* y 7.

De acuerdo con estas reglas, las formas cuadréticas r y s de los ejemplos pre-
cedentes quedan reducidas a

T(l‘l,l‘z,l‘?),lA) — 2(1,1 4 x2)2 _ (1,2 _ l‘4)2 ’
S(l‘l,l‘z,l‘?),lA) — (l‘l _ l‘3)2 4 (2x2 4 l‘4)2 _ 4(l‘2)2 ’

que son descomposiciones que permiten proseguir el proceso en la forma indicada.

6.4.7 Ejemplo (método de las operaciones elementales para la diagona-
lizacién por congruencia).

Junto al método de Gauss, que acabamos de ver, hay otro procedimiento, mas
sencillo en ciertos casos, que aprovecha la estructura simétrica de la matriz de las
formas bilineales simétricas. El método hace uso de las operaciones elementales,
presentadas en (2.4.31), y que en su momento empleamos para invertir matrices
(v. 2.4.35) o calcular determinantes (v. 3.3.5). Conservamos la notacién empleada
en (2.4.31).

Sea f una operacién elemental de fila (v. 2.4.31), o sea, una de las ff‘, fiko f;:k
Denotemos por F' = f(I) la correspondiente matriz elemental. Representemos
por ¢ la misma operacion elemental, pero sobre las columnas de la matriz, y
pongamos C' = ¢(I). Cuando A es una matriz n X n arbitraria, sabemos (v. 2.4.33)
que f(A) = F A. Pues bien, resulta también que

(VA€ M(n)) c(A)=AC

(ahora la multiplicacién debe ser ala derecha; es la forma de afectar a las columnas
de A). Pero, ademas, resulta que C' = F'y F = C* ya que ¢(I) y f(I) son
transpuestas una de la otra, como se comprueba con facilidad.

Supongamos ahora que realizamos sobre A una operacién elemental de fila y,
sobre la matriz resultante, la misma operacién elemental de columna. Si F'y C' son
las correspondientes matrices elementales, habremos transformado A en la matriz
FAF!"=C"AC, que es congruente con A.

Pues bien, el método de las operaciones elementales para la diagonalizacién
por congruencia consiste en transformar una matriz simétrica A en una matriz
diagonal D mediante pares de operaciones elementales fi, ¢1 ..., fp, ¢, 0 sea,

eo(fy o (cr(fi(A) ..)=D.

Describiremos esto mediante las correspondientes matrices elementales. Poniendo
F; = fi(I) vy C; = ¢;(I), lo que tenemos es

F,...FiACy...C,=D,
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o sea,

(Ci...C) ACy ...C,=D.

De esa manera habremos transformado A en la matriz D, diagonal y congruente
con A. La matriz inversible P que hace que P*AP = D es

P=Ci...Co=(F, ... Fy)".

Noétese que

P:Cl...Cp:Cp(...Cl(I)...),

o sea, que se obtiene P realizando sobre la matriz unidad las operaciones elemen-
tales de columna (sélo las de columna) que hemos llevado a cabo en A. Alterna-
tivamente, como

Pt:Fp PR =f0000 /A ),
obtenemos la traspuesta de P realizando sobre la matriz unidad las operaciones
elementales de fila (sélo las de fila) que hemos llevado a cabo en A.

En la practica, se actiia sobre A y sobre I simultaneamente; en el lugar de A se
obtiene la matriz diagonal congruente con A; en el lugar de I se obtiene la matriz
de paso (realizando tinicamente las transformaciones de columna) o la traspuesta
de la matriz de paso (realizando tinicamente las transformaciones de fila).

A estas alturas, el lector tendrd una cierta experiencia en ‘triangularizar’ ma-
trices mediante operaciones elementales de fila. Por lo tanto no detallaremos de
nuevo el proceso, ya que la técnica bédsica es aqui la misma, pues sélo hay que preo-
cuparse de introducir ceros bajo la diagonal; las operaciones gemelas de columna
se encargan (gracias a la simetria de A) de introducir ceros sobre ella.

De forma previa al ejemplo concreto, algunas consideraciones sobre la posibili-
dad de llevar a cabo el procedimiento, siempre en el supuesto de que A es simétrica.
Explicaremos codmo reducir el problema a un orden inferior; la repeticién del pro-
ceso permite llegar al final en un nimero finito de pasos. Se trata de emplear el
elemento al de A como pivote para introducir ceros en los restantes lugares de la
primera columna (y al mismo tiempo en los de la primera fila). Si aj # 0, esto
se hace como ya vimos en (2.4.36): se suma a la segunda fila la primera multipli-
cada por —a?/al, y otro tanto se hace con las correspondientes columnas; asi se
introducen ceros en los lugares a? y o . Luego se procede igual para substituir a?
y al, y asi sucesivamente. De esta manera A queda reemplazada por una matriz

ol | 0 - 0
0

. Al !

0

con A; también simétrica y de un orden inferior. El mismo proceso se repite

con A; (obsérvese que el nuevo proceso no altera los elementos de la matriz que
quedan fuera de A;) y asi sucesivamente.

Cuando a} = 0, el proceso no se puede hacer directamente y hay que substituir

este elemento por otro. Supondremos que entre los a?,... o} hay alguno dife-
rente de 0, pues en caso contrario ya podriamos pasar al orden inmediato inferior
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directamente. Hay dos posibilidades de reemplazamiento de o} . Si alguno de los
elementos diagonales aZ,...,a” es no nulo, se substituye ai por dicho elemento
mediante un cambio de filas y el correspondiente de columnas. Si a2, ..., a? fuesen
nulos, se considera el elemento o] que sea distinto de 0 y se suma a la primera
fila la fila ndmero j (junto con la correspondiente operacién sobre las columnas).
Esto permite reemplazar o por o + a} =2al #0.

Pasemos ahora a ejemplos concretos, y nada mejor que comenzar con el mismo
ejemplo que hemos resuelto con el método de Gauss en (6.4.6). Supongamos de
nuevo que se desea calcular una base ortogonal para la forma cuadratica sobre el
espacio IR* dada por

glet, 2?2 2?) = 2(2") 24 2(2?) 2+ 2(xh)  +4ate? —dxt et — 2072 — a2t — 4272t

Ya dijimos que la matriz de ¢ en la base canénica de IR* era

2. 2. 0 -2.

2. 2. —1. —2.

A=1q, (61,62,63,64)] = 0 —1. 0 =2.
-2. =2. =2 2.

Por el momento, serd esta matriz A con la que trabajemos, al mismo tiempo que
lo haremos con la matriz unidad I, . La letra ‘f” representara operaciones de fila,
que realizaremos simultaneamente con ambas matrices. La letra ‘c’ representara
operaciones de columna, que sélo haremos a la primera de nuestras matrices.
Recordemos que, a medida que A se va transformando en una matriz diagonal, I4
se transforma en la traspuesta P! de la matriz de paso.

2. 2. 0 -2 .0 0 0
2. 2. —1. —2. 0 1. 0 0
0 —1. 0 =2 0 0 1. 0
2. -2 -2, 2. | L0 0 0 1.
T2, 2. 0 =2, 1.0 0 0 ]
L 0 0 —1. 0 0 1. 0 0
con fo 0 —1. 0 -2 0 0 1. 0
2. -2 -2, 2. | L0 0 0 1.
2. 0 0 —2. 1. —-1. 0 0 ]
L 0 0 —1. 0 0 1.0 0
con Gz 0 —1. 0 -2 0 0 1.0
2. 0 -2 2. | 0 0 0 1. ]
2. 0 0 =27 1. —1. 0 0 ]
con 1 0 0 —1. 0 0 1.0 0
4,1 0 —1. 0 =2 0 0 1.0
0 0 -2 0 | 0 0 0 1.
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2 0 0 0 1. —1. 0 1.
1 0 0o —-1. 0 0 1. 0 0
con a1 0 —1. 0 -2 0 0 1. 0
0 0 —-2. 0 0 0 0 1.
Nétese que ahora se anula el ‘pivote’ a2 natural; y que, ademds, a3 = af = 0.
Consideramos el elemento no nulo a3 = a2 = —1 y procedemos a sumar a la
segunda fila la tercera y a la segunda columna la tercera:
(2. 0 0 0 (1. —1. 0 1.7
- 0o —-1. —-1. -2 0 1. 0 0
con J2,3 0 —1. 0 -2 0 0 1.0
| 0 0 -2. 0 | | 0 0 0 1. |
(2. 0 0 0 (1. —1. 0 1.7
1 0 -2. —1. -2 0 1. 0 0
con .3 0 —1. 0 -2 0 1. 1.0
| 0 —2. —=2. 0 | | 0 0 0 1. |
(2. 0 0 0 (1. —1. 0 1.7
—0s5 0 -2. —-1. =2. 0 1. 0 0
con fs.» 0 0 05 —L 0 1. 1.0
| 0 —2. -2 0 | | 0 0 0 1. |
2. 0 0 0 ] 1. 1. 05 1. ]
—05 0 —-2. 0 —2. 0 1. =05 0
on €32 0 0 05 —L 0 1. 050
| 0 —2. -1 0 | | 0 0 0 1. |
(2. 0 0 0 [ 1. —1. 05 1.7
con frl 0 -2. 0 —2. 0 1. =05 0
4,2 0 0 0.5 —1. 0 1. 0.5 0
| 0 0 -1 2. | | 0 0 0 1. |
(2. 0 0 0 [ 1. —1. 05 2.
con =L 0 -2. 0 0 0 1. =0.5 1
4,2 0 0 0.5 —1. 0 1. 0.5 -1
| 0 0 -1 2. | | 0 0 0 1. |
2.0 0 0 ] 1. 1. 05 2]
2 0 —-2. 0 0 0 1. =05 -1
on Jas 0 0 05 —1. 0 1. 05 —1
0 0 0 0 | | 0 0 0 1. |
2 0 0 0 ] 1. —1 05 3.
con ¢ 0 —-2. 0 0 0 1. =05 =2
4,3 0 0 05 0 0 1 0.5 0
0 0 0 0 | | 0 0 0 1. ]
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Para que P sea una de las matrices que hace que P*A P sea diagonal, podemos
tomar

1. -1 0.5 3.
0 1. =05 2.
P= 0 1. 05 0
0 0 0 1.

De proceder realizando con A los cambios de fila (inicamente esos), hubiésemos
obtenido

1. 0 0 0
« | —L 1. 1. 0
P= 0.5 =05 05 0
3. =2. 0 1. |
En cualquier caso, de esta manera
2. T
—2.
t _
P'AP = 0.5
0 =

El trabajo con la matriz A de ¢ esta concluido.

Falta interpretar el resultado en relacién con la forma cuadrética ¢. La nueva
base en la que la matriz de ¢ es diagonal, o sea, la base ortogonal que obtenemos,
viene dada por las columnas de P. Es decir, es la base (e1, ¢a, ¢3, c4) formada por
los vectores

e1 = (1.,0,0,0), cs = (=1.,1.,1.,0), 3 = (0.5,—0.5,0.5,0), cq = (3.,—2.,0,1.);

en esta base la matriz de ¢ es

—2.
[q,(Cl,Cz,Cg,C4)] - 05

0

Hay que notar que el resultado no coincide con el obtenido en (6.4.6). De hecho
hubiera podido ser mas dispar. Esto no quiere decir mas que la base ortogonal no
es tnica y que métodos diferentes pueden llevar 1égicamente a resultados distintos
(aunque ambos sean correctos).

6.4.8 Si f es una forma bilineal simétrica sobre un e.v. F de dimensién finita,
el teorema (6.4.4) nos garantiza la existencia de una base ortogonal para f, o sea,
una base (ai,...,a,) tal que [f,(a;)] es una matriz diagonal. Vamos a ver que
es posible hacer ciertas precisiones sobre los elementos diagonales de [f, (a;)]; el
resultado es diferente segiin que IK = IR o que IK = € y, por lo tanto, trataremos
los dos casos de forma separada.
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6.4.9 COROLARIO

Sea F un e.v. sobre TR de dimensién n # 0, f € S2(F,IK) una
forma bilineal simétrica sobre F y ¢ la forma cuadratica asociada. Sea
(ai,...,an) una base ortogonal para f; la matriz [f, (a;)] es entonces
diagonal. Si representamos por s el nimero de elementos diagonales
de [f, (a;)] que son mayores que cero (> 0) y por ¢ el nimero de los
que son menores que cero (< 0), entonces

s+t=rgf.

Ademas, si (af,...,a,) es también una base ortogonal para fy s y ¢
representan el nimero de elementos mayores que cero y menores que
cero en la diagonal de [f, (a})], tenemos que

s=s y t=t.

(Este resultado es conocido con el nombre de ley de inercia de
Sylvester 2.)

La primera parte es sencilla; ndtese que [f, (a;)] es una matriz diagonal y que
posee exactamente s + ¢ elementos diagonales no nulos, luego

s+t=rg[f (a:)] =rgf.

Pasemos a la segunda parte; pongamos

[f; (ai)] = y [f(a5)] =

n
ap a

Con el objeto de hacer las notaciones mas sencillas supondremos que los s ele-

mentos &} que son mayores que cero son los s primeros (respectivamente, los s

(3 .
elementos o’; que son mayores que cero son los s primeros), y que los ¢ ele-
mentos a! que son menores que cero son los ¢ siguientes (respectivamente, los ¢/
elementos a’; que son menores que cero son los ' siguientes). En otras palabras,
supondremos que

1 1/
atb>0,...,a5>0 'y >0,...,a% >0
s+1 s+t 15" 1 st

ary <050 <0 oy <0, a0 <0
sHt+1 _ _ _ ps T o omn
i = =a, =0 ooy == a, =0.

Recuérdese que '
(Vi) aj = flai,ai) vy o= f(a},aj)

2 James Joseph Sylvester, matematico nacido en Londres (1814-1897).
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y que
i#j = fla;,a)=0 'y f(a;»,a})zo.

Consideramos los subespacios de F

F={(ay,...,a5) vy G ={aypy, ..., pp,...,0a5);

es claro que dim F' = s y dim Y = n — s’. Vamos a probar que
FnG' ={0}.
Sea r € FNG'. Por una parte,

e=Na+ -+ Nay

luego
q(x) = flz,x)
= f(/\lal + 4+ Aag, /\1&1 —|—~~~—|—/\sa5)
= (Al)zf(alaal) +- 4+ (/\s)zf(amas)
= (\)er 4+ () ag
Por otra,

IS s'Ht' 1 n_ !
e O Agrqprpr Tt A,
luego, con un razonamiento analogo,

q(x) = (/isIH)zo/z/E + 4 (usl"'tl"'l)zo/z,ii,ﬁ ot (1)

La primera igualdad implica que ¢(x) > 0, y la segunda que ¢(z) < 0, luego
g(x) =0y
(A)?aq 44 (A1) a] = 0;
como al > 0,...,a% > 0, resulta que
M=...=X =0

y que & = 0. Tenemos asi que

F+G'=Fead

dmF ¢ G =dimF +dimG' =s+n —5';
como F & G’ es una subespacio de F, obtenemos
s+n—s<n,

de donde resulta que
s<s'.
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El mismo razonamiento con los subespacios

G={asq1, Astt,- - an) y F' ={ay,... d,)

nos lleva a que
/
s <s

y por lo tanto a la igualdad s = s’.
Como, por otra parte,

s+t=rgf=5+1,

se tiene también que t =1’ y esto termina la demostracién.

6.4.10 DEFINICION. Sea F un espacio vectorial sobre IR de dimensién n #0,
f € 82(F,IK) una forma bilineal simétrica sobre F y ¢ la forma cuadritica aso-
ciada. El par

(5,1)

formado por el nimero s de elementos mayores que cero (> 0) y el nimero ¢ de
elementos menores que cero (< 0) en la diagonal de la matriz diagonal [f, (a;)],
donde (ay,...,a,) es una base ortogonal para f, recibe el nombre de signatura
de f (o de q).

Si la signatura de f es (s,t), entonces
rgf=s+1.

6.4.11 Sea A € MR(n) una matriz real y simétrica. Sabemos que existe una
matriz inversible P € Mp(n) tal que P'A P es diagonal (v. 6.4.5). Ademiés,
para todas las matrices diagonales de la forma P*A P (o sea, congruentes con A),
los nimeros s y ¢ de términos diagonales mayores que cero (> 0) y menores que
cero (< 0) son los mismos. Del par (s,¢) decimos entonces que es la signatura

de A.

Si la signatura de A es (s,1), entonces
rgA=s+1t.

Nétese que si f es una forma bilineal simétrica sobre un e.v. real F, (a1, ..., ap)
una base de F'y A = [f, (a;)], entonces la signatura de A es la signatura de f.

6.4.12 Ejemplo. Para la forma cuadritica ¢ del ejemplo (6.4.6), para su forma
polar f y para la matriz

2. 0 -2

9.
9. 2. —1. —2.

Aslnll=1 o 1 ¢ _o |-

9.

—-2. —2. 2.
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la signatura es (2,1) y el rango es 3. Estos hechos son inmediatos a la vista de la
matriz

2.
—0.5
0.5 '
0

[, (a:)] =P AP =

pero no resultan nada evidentes cuando se dispone tnicamente de la expresiéon
de ¢ en una base que no es ortogonal (por ejemplo, en la base candnica).

6.4.13 Ejemplo. La signatura de las formas cuadraticas del ejemplo (6.3.2) es
(2,0), (3,0) y (n,0) respectivamente.

6.4.14 Ejemplo. Laforma cuadratica del ejemplo (6.3.10) posee signatura (1, 1).

6.4.15 Sea E un e.v. sobre IR, de dimensién n # 0, f € S2(E,IK) una forma
bilineal simétrica sobre E y ¢ la forma cuadratica asociada. Representemos por
(s,t) la signatura de f y por r (= s+ t) su rango. Para una base ortogonal
(b1,...,by), convenientemente ordenada, la matriz diagonal

B
[f, (bi)] =

verifica que
Bl >0,...,8 >0
Birl <0,..., B <0
Bliti=...=81=0.

Definimos entonces una nueva base (ay,...,a,) de E poniendo

bz/\/ﬁf i:l,...,s,
a; =% bi/\/—p 1=s4+1,...,s+1,
b; t=s+t+1,...,n.

Las raices cuadradas que figuran en estas expresiones existen (como nimeros rea-
les), puesto que 3! > 0 para los primeros indices y —8} > 0 para los segundos. Se

comprobard sin dificultad que (ai, ..., a,) es también ortogonal para f. Ademas,
sii=1,...,s,
i i 1 Lo
flaiyai) = f(bi /) B; , bi/\/ ;) = yf(bz’,bz’) =gli=l

sii=s+1,...,s+1,

Flai,ai) = Fif =B bify/—B1) = —= f(bi,bi) =

= . 622::_1;

il
=
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ysie=s+t+1,...,n,
Flag,a;) = f(bi, b)) =B =0.

Entonces la matriz de f en la base (aq,...,a,) posee la forma siguiente

1 -
S veces
1
-1
[f’ (ai)]: .t veces )
-1
0
n — r veces
L 0
v la expresiéon de ¢ en dicha base es
q(a:lal N xnan) — (xl)Z 4t (l,s)Z _ (l‘s+1)2 L (l‘s+t)2.

En el caso real, ésta es la mejor respuesta que podemos dar a los planteamientos
que hicimos en (6.3.11).

6.4.16 Ejemplo. Consideremos de nuevo la situacién de los ejemplos (6.4.6)
y (6.4.12). Para la base (b1, ba, bs, b4), formada por los vectores

by = a1 = ( 1., 0, 0,0)
by = az = ( — 0.5, 05,0 )
bs = a :(—05 05—05,0)
by =ays=( 3.,-2., 0 ,1.),
la matriz de ¢ es
2.
—0.5
[Qa(bi)] 0.5

Ponemos entonces
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b3 111 1 1 1
€3 = :\/ib :\/§<__a_a_a0) = <__a_a_a0) )
° T V05 ? 22’2 5 2’ V3

Cq = b4 = (3a_2a0a1)a

La base (c1, ¢2, ¢3,c4) es ortogonal y

6.4.17 Los resultados son diferentes en el caso complejo; esto es debido a que
todo niimero complejo posee (dos) raices cuadradas, mientras que sélo los nimeros
reales positivos poseen raices cuadradas reales.

Sea F un e.v. sobre €, de dimensién n # 0, f € S3(F,IK) una forma bilineal
simétrica sobre F y ¢ la forma cuadratica asociada. Representemos por r el rango
de f. El teorema (6.4.4) nos garantiza la existencia de bases ortogonales para f;
en dichas bases la matriz de f es diagonal, y el nimero de elementos diagonales no
nulos es necesariamente r. Para una base ortogonal, (b1, ..., b,), convenientemente
ordenada, la matriz diagonal

B
[f, (b:)] =
B

verifica que

BL£0,... B #0

r+1 _ — —
B =...=8y=0.
Definimos entonces una nueva base (ay,...,a,) de E, poniendo
= Z’/\/ﬁ; i:l,...,?“,
T .
b; i=r+1,...,n,

donde /3! representa cualquiera de las dos raices cuadradas del niimero complejo
B # 0. Se comprueba como en (6.4.15) que

flaj,ai))=1 st i=1,...,r,
y flai,a)=0 si i=r+1,....0n.

La base (ai,...,a,) es ortogonal para f; la matriz de f en esta base es de la
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forma

r veces

1

0

n — r veces

v la expresiéon de ¢ en dicha base es

g(atar -t atan) = (@) 4 (@)

6.5 Formas bilineales positivas y producto esca-
lar (real).

6.5.1 Uno de los objetivos que se persiguen con el estudio de las formas bili-
neales simétricas es el de dar una nocién de ‘longitud’ de un vector (la magnitud
equivamente al médulo o valor absoluto de un nimero que, naturalmente, debe
ser un niimero positivo). Si (2!, 2%) es un vector de IR?, se suele entender por
longitud de dicho vector el numero real positivo

($1)2 + (l;Z)Z ,

es decir,
g(xt, %),
donde ¢ representa la forma cuadrética del ejemplo (6.3.2); obsérvese que

g(z',2?)

— (xl)Z 4 (xZ)Z
es siempre un numero real igual o mayor que cero, lo que resulta necesario para
hablar de su raiz positiva.

Si ¢ es una forma cuadratica sobre un e.v. 'y @ € E, se puede generalizar
esta idea considerando y/q(z) como la longitud del vector z. Para ello es necesario
que ¢(z) sea un nimero real positivo para todos los vectores z de FE.

Conviene, pues, estudiar las formas bilineales simétricas f € Sa(F,IK) tales
que

(Ve e B) [f(z,z)=q(x) 2 0.

Para IK = IR existen numerosas formas simétricas que verifican esta propiedad,
como veremos mas adelante. Para IK = @, la situacién es muy diferente. Supon-
gamos que F es un e.v. sobre €y f € Sa(F, ) una forma bilineal y simétrica
sobre F tal que

(Ve e B)  [f(z,z) =q(x) > 0;
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entonces, para todo » € I,
—q(z) = —f(z,x) =" f(z,2) = fliz,iz) = q(iz) > 0,

luego
(Vo € E) q(x) <0,

y resulta que

(Ve € E) g(xr)=0,

osea, f = ¢=0. En el caso complejo, sélo la forma nula verifica tal propiedad.

Esta seccién se limitard entonces al estudio de las formas bilineales simétricas
reales que cumplen dicha propiedad. En el caso complejo se puede dar también una
nocién de longitud de un vector, pero se emplean para ello otras formas diferentes
de las bilineales; las estudiaremos en la seccién siguiente.

6.5.2 DEFINICION. Sea f € 8> (F,TR) una forma bilineal simétrica sobre un
e.v. real F y ¢ la forma cuadratica asociada. Decimos que f y ¢ son positivas
cuando

(pos) (Vx e E) f(x,z)=q(x) >0.
6.5.3 Ejemplo. Las formas sobre IR? y IR? dadas por

f((=h 2%, (v y?)) = 2"y + 27y

f( (l‘l,l‘z,l‘?)), (yl’yZ’yS)) — l‘lyl 4 x2y2 4 x?’y?’
y mas generalmente la forma sobre IR"” dada por
FlY 2™, (™)) =ty 4+ ey

(v.6.1.2y 6.3.2), son positivas ya que la correspondiente forma cuadratica verifica

A pesar de tener el mismo aspecto, la forma cuadratica sobre €% dada por
gz 2?) = (2)? + (2?)°
no verifica la misma propiedad, puesto que, por ejemplo

q(i,0) =i =-1<0.

6.5.4 Ejemplo. La forma f sobre IR? del ejemplo (6.3.3) no es positiva, puesto
que

7(0,1,0)= (1) = =1 < 0.
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6.5.5 Ejemplo. La forma sobre {? o sobre cgg

f(x,y) = anyn
n=1

del ejemplo (6.1.3) es positiva puesto que

para toda sucesién z € 1% (o cgp).

6.5.6 Ejemplo. La forma sobre C([a, b],R)

P(f.g) = / F(t)a(t) dt

del ejemplo (6.1.4) es positiva. En efecto,

b
PN = [ s02a>0,
ya que f(t)? > 0 para todo t € [a, b].

6.5.7 Sea F un e.v. de dimensién n # 0 sobre IR y f € S»(F,IR) una forma
bilineal simétrica sobre E. La signature de f (v. 6.4.10) nos proporciona un criterio
para saber cudndo f es positiva; la propiedad (pos) es equivalente a la siguiente

(posl) Lasignatura de f es de la forma (r,0), con r =rg f.

Probaremos esta equivalencia. Si f es positiva, consideramos una base (a1, ..., an)
ortogonal para f y la correspondiente matriz diagonal

entonces

(Vi) o = flai,a;) >0,

es decir, no existen términos diagonales < 0, y la signatura de f es (r,0) con
r = rg f. Reciprocamente, si la signatura de f es (r,0), existe una base (a1, ..., an)
para la que

gz'ar 4 -+ 2"an) = (") 4+ (")

(v. 6.4.15); entonces, cualquiera que sea x € F, tenemos ¢(z) > 0, luego la forma
es positiva.
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6.5.8 TEOREMA (desigualdad de Schwarz?)

Sea f una forma positiva sobre un e.v. real F. Entonces se verifica
para todo x,y € E que

(F(z,9))? < f(z,2) fly,y) -

Sean z,y € F. Supongamos en primer lugar que f(xz,2) = 0; cualquiera que sea
A € IR, tenemos que

0< f(Ar 4y, e +y) =2\f(x,y) + f(y,v);

esto no es posible mds que si f(z,y) = 0. La desigualdad se cumple en este caso,
puesto que ambos miembros valen 0.
Supongamos por el contrario que f(z,z) # 0; consideremos entonces el vector

f(z,y)

=y— 0=z

[z, 2)
Como f es positiva,
(f(z,9))*
fx, )

(compruébese esta tltima igualdad), y como f(x,z) > 0, se obtiene la desigualdad
del enunciado.

0< f(z,2) = fly,y) —

6.5.9 COROLARIO

Sea f una forma positiva sobre un e.v. real F y ¢ la forma cuadratica
asociada. Entonces

Ker f={x € E|q(z)=0}.

Si z € Ker f, entonces (v. 6.2.9)

(Vye E) f(x,y)=0

y en particular f(z,z) = 0. Reciprocamente, si f(z,2) = q(x) = 0, entonces basta
aplicar el teorema precedente para ver que

(Vy e E) f(z,y) =0,

luego = € Ker f.

3del matematico aleman Hermann Amandus Schwarz (1843-1921). También es oportuno lla-
marla desigualdad de Cauchy-Schwarz, en atencién al ingeniero y matematico francés Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857).
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6.5.10 DEFINICION. Sea E un espacio vectorial real; un producto escalar
(real) sobre F es una forma positiva y no degenerada, es decir, una aplicacién

fi ExE—=TR
que es una forma bilineal simétrica y que verifica

Ve e E) f(z,2) >0

Ker f = {0}.

Si f es una forma bilineal y simétrica sobre E, entonces f es un producto
escalar s1 y sélo si

(ps) 2#0 = f(z,2)>0.
En efecto, si f verifica la propiedad (ps), entonces
(Ve e E) f(x,z) >0,
puesto que f(0,0) = 0, luego f es positiva; ademds, si @ € Ker f, resulta del
corolario precedente que f(z,2) = ¢(z) = 0, luego £ = 0 por la propiedad (ps);

esto demuestra que Ker f = {0} y que f es no degenerada. Reciprocamente, si f
es un producto escalar, entonces f es positiva y en particular

(Vz € E)  flx,2)>0;

pero f es también no degenerada, luego, si  # 0, x & Ker f, lo que significa segin
el corolario precedente que f(z,z) = ¢(x) # 0; resulta asi que

r#£0 = flz,2)>0.

6.5.11 Sea F un e.v. real de dimensién n # 0y f € S2(F,IR) una forma
bilineal simétrica sobre E. Entonces f es un producto escalar (real) si y sélo si su
signatura es (n,0), como se deduce inmediatamente de (6.5.7).

6.5.12 Ejemplo. La forma sobre {2 o sobre ¢gg
[ee]

F) =S o
n=1

es un producto escalar, ya que es simétrica, no degenerada y positiva (v. 6.2.17

y 6.5.5).
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6.5.13 Ejemplo. De la forma sobre C([a, b], IR)

P(f.g) = / F(t)a(t) dt

sabemos que es positiva (v. 6.5.6). Veamos que se trata de un producto escalar.

Sea f € C([a,b],TR), f # 0; la funcién
t— f(1)*

es igual o mayor que cero (> 0). Pero ademds, como f # 0, existe un punto
to € [a,b] donde f(to) # 0y en consecuencia f(tg)? > 0. La continuidad de la
funcién ¢ — f(t)? nos permite afirmar la existencia de un intervalo [a’,b'] con
a <by

to € [/, V'] C [a,b]
y de un nimero a > 0 tal que

(Vtel[d,b]) fit)>>a.

Resulta entonces que
b ! b
P(f, f) :/ f(t)zdtz/ f(t)zdtz/ adt = (b —d)a>0;

esto demuestra que P es un producto escalar.

6.5.14 Ejemplo. La forma positiva sobre IR”
f(($1a~~~,$"),(y1,...,y")) :l‘lyl ++x”y”

(v. 6.5.3), es un producto escalar (real). Diremos que es el producto escalar or-
dinario de TR", porque es el que se maneja habitualmente. El producto escalar
ordinario de TR" se representa en la base canénica de IR" por la matriz unidad I, .

El teorema que sigue demuestra que todo producto escalar (real) sobre un es-
pacio de dimensién finita se representa por la matriz unidad en una base adecuada.
Lo que proporciona un interés especial al producto escalar ordinario de TR" es que
la base en que tal cosa ocurre es la base candnica de TR™.

6.5.15 TEOREMA

Sea E un e.v. sobre IR de dimensién n # 0 y f un producto escalar
(real) sobre F. Existe una base (ay,...,a,) de F tal que

[fa (al)] =1I.
La expresiéon de f en dicha base es entonces
fley) =2y’ +-- 42"y

para x = (z!,. a2y ey = (¥, . Y )

Como hemos visto en (6.5.11), la signatura de f es (n,0); basta entonces aplicar

el resultado de (6.4.15).
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6.6 Matrices positivas y estrictamente positivas.

6.6.1  El objetivo fundamental de esta seccion es obtener un criterio practico
para reconocer un producto escalar sobre un espacio de dimensién finita mediante
el examen de la matriz que lo representa en una base cualquiera del espacio.

6.6.2 DEFINICION. Sea A € Mg (n) una matriz cuadrada de nimeros com-
plejos. Decimos que A es positiva cuando

(Ve e @) 2"Axz >0,
v que A es estrictamente positiva cuando
Vee 2#£0) 2"Az>0.

Es evidente que toda matriz estrictamente positiva es en particular positiva.

6.6.3  Si A es una matriz cuadrada de nimeros reales, entonces son equivalentes
las dos propiedades siguientes:

(i) A es positiva,
(i) A= Ay (Vz € IR") z'Axz > 0;

también son equivalentes las dos siguientes:

(i) A es estrictamente positiva,

(i) A=Ay (Vz €eR",z#0) 2'Az>0.

La implicacidn (i)=(ii) es en ambos casos una consecuencia directa de la de-
finicién y de (6.3.3) (recuérdese que una matriz real es hermitica si y sélo si es
simétrica).

Veamos que (ii)=>(i). Supongamos que A = A?; si z € €", extonces 2 = x+1iy
con z,y € IR"; por lo tanto

Az = (v +iy) Ale +iy)
= (J:—zy) Alx +iy)
= (&' =iy )A(z +iy)
tAx +yt Ay +i (2" Ay — ¥ Ax).
Ahora bien, la matriz y' Az es 1 x 1 y coincide con su traspuesta, luego
Y Ax = (yf Ax)' = o' Aly = 2" Ay
y resulta que
¥ Az = 2t Az + yt Ay .

Entonces, si (Vz € IR") z'Az > 0, resulta que (Vz € €") z*Az > 0, lo que
prueba que (ii)=(i) en el primer caso. Si (Vr € IR",z #0) z'Az > 0, entonces
para z € C" tal que z # 0, o bien # # 0, o bien y # 0, y en cualquier caso
z*Az > 0, lo que prueba que (ii)=(i) en el segundo caso.
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6.6.4 PROPOSICION

Si A es una matriz positiva (respectivamente, estrictamente positiva),
sus elementos diagonales son todos nimeros reales y, ademas, iguales
0 mayores que cero (resp. mayores que cero).

Pongamos A = [a‘Z] Representando por (eq, ..., e,) la base canénica de € tene-
mos que

* NN
e; Ae; = o ;

si A es positiva, entonces a} > 0, y si A es estrictamente positiva, entonces o > 0.

6.6.5 COROLARIO

Una matriz diagonal es positiva (respectivamente, estrictamente posi-
tiva), si y sélo si sus elementos diagonales son todos nimeros reales
iguales 0 mayores que cero (resp. mayores que cero).

Una parte del enunciado es consecuencia inmediata de la proposicién anterior.
Veamos la otra; si

oy
A=
o
es diagonal y z = (2!,...,2") € @", tenemos que
ol z!
A = [ ot " |

=alz' 2l 4. 4 a2z

= ajle!["+ - Faplen]”.

Si los a! son iguales o mayores que cero, resulta que z*Az > 0. Si los a! son
mayores que cero y « # 0, resulta que z* Az > 0.

6.6.6  Salvo los dos resultados precedentes, poco se puede decir acerca de los
elementos de las matrices positivas. Los ejemplos que siguen muestran que no se
debe confundir matriz positiva con matriz de elementos positivos.
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N

es positiva. En efecto, si (z',2%) € €2, entonces

. 1 1 o Uy g2
[ ol xz][_i i][iz]:[ml 2?2 | _xilg_li_xxz]

6.6.7 Ejemplo. La matriz

= (xl—i—ixz)(xl zp)
= (xl—i—ixz)(xl—l—ixz)
= |x1—|—ix2|2

La matriz

(o7 P][ L Hl‘z] T T i P22
— |l‘1—|—il‘2|2—|—|l‘2|2.

Si et 4+ 2?2 4+ |2?]2 = 0, entonces 22 = 0y ! = —iz? = 0, luego (2!, 2?) = 0.

Es decir, si (z!,22) # 0, entonces

6.6.8 Ejemplo. La matriz real

2 -1
-1 2
es estrictamente positiva, ya que es simétrica y, si (z!,2%) € IR?, (¢, 2%) # 0,
entonces
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2]

no es positiva a pesar de su ‘aspecto positivo’, ya que

[1 —1][; ?H_H:h —1][_”:—2<0.

6.6.10 TEOREMA

6.6.9 Ejemplo. La matriz

Sea F un e.v. sobre TR (sobre €) de dimensién n # 0, (a1,...,a,)
una base de F, f una forma bilineal (sesquilineal) sobre E y [f, (a;)]
la matriz de f en dicha base.

a) La forma f es positiva si y sélo si la matriz [f, (a;)] es positiva.

b) La forma f es un producto escalar si y sélo si la matriz [f, (a;)] es
estrictamente positiva.

Pondremos por comodidad A = [f, (a;)].
a) Caso real: si f es positiva, es simétrica (por definicién), luego A = A’;
ademas
(Ve € E) [, (ai)]" Alz, (a:)] = f(z,2) >0,
luego
(VreR") 2'Az>0;
resulta entonces de (6.6.3) que A es positiva.
Reciprocamente, si A es positiva, entonces A = Al y
(Ve €IR") 2'Axz>0.
Esto significa que f es simétrica y que

(Ve e B) flz, o) =[x, (a:)]" Az, (a:)] > 0,

luego f es positiva.
Caso complejo: si f es positiva, entonces

(Ve € E) [w,(a:)]” Alx, (a:)] = f(2,2) > 0,
luego
Veed”) 2"Az>0
v A es positiva.
Reciprocamente, si A es positiva, entonces

Ve e @) Az >0,

luego

(Ve € E) [z, x) = [z, (a)]" Alz, ()] > 0

v f es positiva.
b) La demostracién sigue paso a paso la del apartado precedente.
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6.6.11  Para saber si una forma f es un producto escalar basta entonces compro-
bar si su matriz en una base cualquiera es estrictamente positiva. Los resultados
que siguen nos llevaran a un criterio préctico para saber si una matriz es estricta-
mente positiva.

6.6.12 PROPOSICION

Sea A € Mg(n) una matriz cuadrada de elementos complejos. La ma-
triz A es estrictamente positiva si y s6lo si existe una matriz P € Mg (n)
inversible y tal que

A=P*P.

Supongamos que A es estrictamente positiva. La forma sesquilineal f sobre @"
dada por A, esto es, tal que [f, (e;)] = A, es un producto escalar. Por lo tanto,
existe una base (ay,...,an) de €" tal que

[fa (al)] =1In.
A e I, estaran relacionadas por
A=P"I,P=P" P,

donde P es la matriz de paso de (ay,...,a,) a la base candnica (eq,... e,); la
matriz P es ademads inversible.
Reciprocamente, supongamos ahora que

A=P*P
con P inversible. Si x € €", entonces
2 Av=2"(P*P)z=(Pa)" Px.
Si x #0, entonces Px # 0, pues en caso contrario x = P~10 = 0; esto es,

yl

Pr=

con algin y' # 0. Resulta entonces que

l‘*Al‘:[yl y_”] :|y1|2+.”+|yn|2>0’

luego A es estrictamente positiva.
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6.6.13  Si A es una matriz estrictamente positiva y de elementos reales, podemos
asegurar que existe P € M (n) inversible y tal que

A=PtpP.

Basta repetir la primera parte de la demostracion precedente, con TR" en lugar

de ©".

6.6.14 COROLARIO

Si A es una matriz estrictamente positiva, entonces

det A > 0.

Como A = P* P, con P inversible, resulta que

det A = det P* det P = det P det P = |det P|* > 0.

6.6.15 Para enunciar el teorema de caracterizacién de las matrices estricta-
mente positivas nos serd ttil la definicién siguiente. Siendo A = [a]] una matriz
cuadrada n x n, consideramos las matrices extraidas formadas por las k primeras
columnas y las k primeras filas,

1 1
al e ak
A = , k=1,...,n,
k k
al e ak

que son matrices k X k. Los determinantes
det Ay, k=1,...,n,

reciben el nombre de menores principales de A.

6.6.16 Ejemplo. Los menores principales de la matriz

2. —1. 1
A= —1. 1. 0
1 0 3
son
detA1 :2.,
2. —1.
det Ay = 1 L= 1.,
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6.6.17 TEOREMA

Sea A € Mg(n) una matriz cuadrada de elementos complejos. La
matriz A es estrictamente positiva si y sélo si A = A* y los menores
principales de A son todos mayores que cero (> 0).

Supondremos en primer lugar que A es estrictamente positiva. Ya sabemos que
entonces A = A*. La forma sesquilineal f sobre €" dada por A es un producto
escalar; recordemos que [f,(e;)] = A. Si k = 1,2,...,n, denotemos por Ay la
matriz extraida de A formada por las k primeras columnas y las k primeras filas.
Consideramos el subespacio

Fk = <61,...,6k>
de ©" y la restriccién

fk : Fk X Fk - C

de f a Fi x Fj,. Entonces fi es un producto escalar sobre Fj, y

[fr, (e1, ... ex)] = Ag,

luego Ay es estrictamente positiva y por lo tanto det Ax > 0 (v. 6.6.14).
Demostraremos ahora que toda matriz A tal que A = A* y que sus menores
principales son mayores que cero (> 0) es estrictamente positiva. Utilizaremos el
principio de induccién sobre la dimensién de A. Si A es 1 x 1 y cumple dichas
condiciones, entonces A = [a] con « > 0, y es sencillo ver que A es estrictamente
positiva. Suponemos ahora que toda matriz (n — 1) x (n — 1) que cumple dichas
condiciones es estrictamente positiva; sea entonces A una matriz n x n tal que
A = A* y que sus menores principales son todos mayores que cero (> 0). Pongamos

rol 1
ay @,
A= . . ;
n
L ay @,
la matriz extraida - \
oy Q1
Ap_1 = :
n—1 n—1
L @ SRS A |

cumple evidentemente las mismas condiciones y es, por la hipétesis de induccién,
estrictamente positiva. La proposicién (6.6.12) nos asegura entonces que existe
Q € Mg(n — 1) inversible y tal que

An_1 :Q*Q
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Nuestro objetivo consiste en encontrar nimeros complejos

Ala”'aAn—laAn
tales que la matriz
A1
P = @
An—l
0---0 | An
sea inversible y que
P*P=A,
o sea,
0 A1 a,
Q* Q E An—l :
0 An—1 - aﬁ_l
A Mot | A 0 0 An al apy_y ay
Existen nimeros complejos Ay, ..., A,_1 Unicos tales que
Al ai
Q" : = :
An—1 aﬁ‘l

va que @Q* es inversible y el sistema admite una tnica solucién. Ademas, dichos
nimeros complejos verifican también que

*
Al al

Yol Q=@ | |)yr=| =[a} - ap_],

An—l an—l

va que A = A*. Consideremos también el nimero complejo u dado por

p=ap =M= = ]
entonces
M2+ PP+ p=al,
luego
0 Al ai
Q* Q . A, :
’ = '_1 =A.
0 An—l az
A Anod 1 0 0 H of oy o
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Se tiene entonces que

pldet Q* = pdet Q det Q@ = pdet Q* det Q@ =det A > 0,
y esto implica que g > 0. Ponemos entonces

An =/

A, es real, mayor que cero y A, = A, , luego A, A, = p. Para los nimeros
complejos
Ala"'aAn—laAna
asi elegidos, la matriz
Ay
P = @ :
An—l
0---0 | An

es inversible y P* P = A. FEsto demuestra (v. 6.6.12) que A es estrictamente
positiva, lo que termina la prueba del teorema.

6.6.18 Ejemplo. Se puede comprobar utilizando el teorema precedente que las
matrices

1 4 2 -1

—i 2 -1 2
de (6.6.7) y (6.6.8) son estrictamente positivas.

6.6.19 Ejemplo. La matriz del ejemplo (6.6.16) es estrictamente positiva, ya
que es real y simétrica (luego hermitica) y sus menores principales son todos
mayores que cero (> 0).
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Libros cuya lectura se recomienda.

Se me ocurren al menos dos razones para convencer al estudiante de la necesidad
de simultanear el estudio del presente libro con otras lecturas. En primer lugar, el
tema objeto del libro no se agota con lo escrito en los ocho capitulos precedentes;
por el contrario, es muchisimo mas amplio. Ademas, y esta es la segunda razén,
es frecuente que conceptos o demostraciones dificiles se asimilen mas facilmente
cuando se leen diferentes versiones sobre los mismos.

Si el lector desea tener otra visién de los temas relativos a la teoria de conjuntos,
puede acudir al libro

Paul R. HALMOS [HaLMmos 1]
Teoria intuitiva de los conjuntos

CECSA (México) (1982),

en el que la exposicion es excelente, si bien la presentaciéon y traduccidon lo convier-
ten en un libro de lectura poco agradable. Para quien no comprenda bien estas
cuestiones, la lectura de la primera parte de

Michael SPIVAK [SPTVAK]
Calculus. Cdleulo Infinitesimal

REVERTE (Barcelona) (1987)

podria ser de gran utilidad.

Estos mismos temas y ademas los relativos a grupos, anillos, cuerpos, polino-
mios, etc. se encuentran asimismo en los textos de QUEYSANNE y GODEMENT que
citamos més adelante.

Entre la gran cantidad existente de textos que abordan el dlgebra lineal desde
diferentes puntos de vista y con objetivos distintos, he preferido seleccionar los que
me parecen mas convenientes de aquellos que estan publicados en castellano y que
serdn, por consiguiente, mas accesibles al lector. De un nivel similar al nuestro y
cubriendo buena parte de los temas que hemos visto, conviene destacar

Juan de BURGOS [BURGOS]
Algebm lineal
McGRAW-HILL (Madrid) (1996),

Roger GODEMENT [GODEMENT]
Algebm
TECNOS (Madrid) (1974) ,

265
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Kenneth HOFFMAN y Ray KUNZE [HoFFMAN-KUNZE]
Algebm lineal
PRENTICE / HALL HISPANOAMERICANA (México) (1984) ,

Michel QUEYSANNE [QUEYSANNE]
Algebm bdsica
VICENS-VIVES (Barcelona) (1979),

Gilbert STRANG [STRANG]
Algebra lineal y sus aplicaciones

ADDISON-WESLEY IBEROAMERICANA (Madrid) (1989).

Cualquiera de ellos puede servir para realizar una lectura algo diferente de los
temas basicos del libro.

Veamos ahora dénde podra el lector ampliar sus conocimientos sobre algunas
secciones del libro. Nosotros no hemos tocado los aspectos numéricos de la re-
solucién de sistemas lineales; si lo desea, el lector puede acudir a alguno de los
numerosos libros de calculo numérico. Por ejemplo, los libros

Richard L. BURDEN y J. Douglas FAIRES [BURDEN-FAIRES]
Andlisis numérico

GRUPO EDITORIAL IBEROAMERICA (México) (1996),

S. D. CONTE y Carl DE BOOR [CONTE-DE BOOR]
Andlisis numérico elemental: un enfoque algoritmico

McGRAW-HILL (México) (1985)

son de nivel introductorio y pueden leerse sin mayores problemas.

Es posible que el lector esté interesado en ampliar sus conocimientos sobre la
forma candnica de Jordan y sus aplicaciones. Si desea conocer algo mas sobre el
polinomio minimal y otras cuestiones tedricas, puede consultar el libro [HOFFMAN-
KuNzZE] ya citado, y también el de

A. I. MALTSEV [MALTSEV]
Fundamentos de Algebra lineal
MIR (Mosci) (1978),

que proporciona una visién bastante completa. Otra direccién posible es la de
las aplicaciones de la forma candnica al cédlculo de funciones de una matriz y
a la resolucién de sistemas diferenciales lineales. Muchos libros de ecuaciones
diferenciales tratan estos temas. Naturalmente, no puedo olvidar

Jesiis ROJO [Ro1o]

FEeuaciones y sistemas diferenciales lineales. Una introduccion

A C (Madrid) (1991),

y asimismo el mas voluminoso y completo

Sylvia NOVO , Rafael OBAYA y Jestis ROJO [Novo-OBaYA-R0JO]
Fecuaciones y sistemas diferenciales

McGRAW-HILL (Madrid) (1995) .

Pero también conviene citar referencias de otros autores, como
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Francisco MARCELLAN , Luis CASASUS y Alejandro ZARZO
[MARCELLAN-CASASUS-ZARZO]
Fecuaciones diferenciales. Problemas lineales y aplicaciones

McGRAW-HILL (Madrid) (1991)

Morris W. HIRSCH y Stephen SMALE [HIRSCH-SMALE]
Fecuaciones diferenciales, sistemas dindmicos y dlgebra lineal

ALIANZA EDITORIAL (Madrid) (1983) .

Los mismos temas matriciales y también muchos otros forman el contenido del
extraordinario libro

Richard E. BELLMAN [BELLMAN]
Introduccion al Andlisis Matricial

REVERTE (Barcelona) (1965),

que constituye un lugar de consulta obligado para quien se interese por la utiliza-
cién de la teoria de matrices.

Los temas que nosotros abordamos en la parte final se pueden ver en los capi-
tulos 1y 2 de

George BACHMAN y Lawrence NARICI [BACHMAN-NARICI]
Andlisis Funcional

TECNOS (Madrid) (1981),

donde, en unas cincuenta paginas, se hace una exposicién bastante clara (el resto
del libro aborda temas de nivel mds avanzado). También se pueden ver en

Paul R. HALMOS [HaLMOS 2]
Fspacios vectoriales de dimension finita

CECSA (México) (1971),

con los defectos (imputables al editor) a que aludiamos al comentar el libro de teo-
ria de conjuntos del mismo autor y editor. Sobrepasar el simple nivel introductorio
en el que nosotros nos hemos quedado requiere consultar algin libro de andlisis
funcional. El [BACHMAN-NARICI], ya citado, puede servir, aunque mencionaremos
también
Balmohan V. LIMAYE [LIMAYE]
Functional Analysis

WILEY / WILEY EASTERN LIMITED (New Delhi) (1981),

Arch W. NAYLOR and George R. SELL [NAYLOR-SELL]
Linear Operator Theory in Engineering and Science

SPRINGER (New York) (1982)

advirtiendo al lector que son libros, sobre todo el primero, de un nivel muy supe-
rior al de los primeros cursos de la licenciatura. Otra posibilidad interesante es
aprender algo sobre la utilizacién practica de las ideas que se han estudiado en el
iltimo capitulo del libro. Para ello,

Francis B. HILDEBRAND [HILDEBRAND]
Meétodos de la Matemdtica Aplicada
EUDEBA (Buenos Aires) (1973)

se puede leer sin excesivas dificultades; en
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Hervé REINHARD [REINHARD]
Fquations differentielles. Fondements et applications

DUNOD (Paris) (1989)

se pueden ver técnicas espectrales para la resolucion de ecuaciones diferenciales e
integrales, aunque a un nivel superior.

Los libros [BURGOS], [GODEMENT], [QUEYSANNE], [HOFFMAN-KUNZE] y
[HaLMOS 2], que hemos citado antes, poseen una buena coleccién de ejercicios,
aunque no se trate de ejercicios resueltos. Existen el castellano bastantes libros
de problemas resueltos; sin embargo, algunos de los mas populares entre los estu-
diantes de carreras técnicas no resultaran excesivamente provechosos al lector de

este libro.
Naturalmente, mi libro favorito de problemas es
Jestis ROJO e Isabel MARTIN [RoJ0-MARTIN]

FEjercicios y problemas de dlgebra lineal

McGRAW-HILL (Madrid) (1994) .

Contiene una buena coleccién de problemas siguiendo el mismo programa que
el presente texto. Los enunciados estan acompanados por un resumen tedrico y
seguidos de las soluciones detalladas. Otros libros de ejercicios resueltos de los que
el lector puede obtener provecho son

I. PROSKURIAKOV [PROSKURIAKOV]

Problemas de dlgebra lineal

MIR (Moscii) (1986),

H. D. IKRAMOV [TKRAMOV]

Problemas de dlgebra lineal

MIR (Moscii) (1990).
Ambos poseen muchisimos ejercicios de caracter numérico y también problemas
tedricos y semitedricos. Los dos contienen soluciones numéricas de los ejercicios y
también indicaciones para resolver la mayor parte de los problemas mds dificiles.



