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Proélogo.

La Tesis Doctoral que presenta Jorge Alvarez para optar al grado de
Doctor en Ciencias Matemaéticas posee un aspecto esencial que con-
viene senalar. Y es que, lejos de constituir una disquisiciéon puramente
teorica, de mucha importancia cientifica, pero de dudosa aplicacion a
tareas practicas (al trabajo diario de calculo, que dirfamos mejor),
pretende en todo momento mantenerse anclado a las necesidades de
quien desea enfrentarse a la integracion efectiva de problemas de valo-
res iniciales. El espectro de cientificos y técnicos a los que estas notas
pueden interesar es muy amplio. Este hecho se debe a que, hoy, buena
parte de los problemas practicos a los que todos nos enfrentamos es-
tan ligados a la resolucién, especialmente numérica, de problemas de
valores iniciales formulados en términos de sistemas de ecuaciones di-
ferenciales.

(Quienes somos conscientes de la importancia del tema a que aludi-
mos, estamos en condiciones de reconocer las ventajas que nos propor-
cionan los denominados Métodos GRK (por 'generalized Runge-Kutta
methods’). Su orientaciéon al tratamiento de los problemas rigidos
(o 'stiff” como aparece frecuentemente en la literatura) marcha simul-
tanea con la atencién que en las dltimas décadas se viene prestando
a este tipo de comportamiento. Enfocados a este propoésito, los mé-
todos GRK permiten aumentar el orden manteniendo el niimero de
etapas. Es cierto que el nimero de etapas viene constituyendo el cri-
terio empleado en la valoracion del 'coste’ de un método, aunque hay
que reconocer que, dependiendo del problema, pueden existir mayores
ingredientes de ’gasto computacional’.

Pero, a esta ventaja que ya seria importante por ella misma, hay
que anadir otras que no lo son menos. Contrariamente a la generalidad
de los métodos disenados para problemas rigidos, los métodos GRK
no incluyen la necesidad de evaluar la (generalmente costosa) matriz

xi
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Jacobiana.

Y, dejada para el final por ser una de las caracteristicas mayores,
estd la importante mejora de la estabilidad lineal sin perder el caracter
explicito (o linealmente implicito) de los métodos.

No cabe duda de que las anteriores ventajas no pueden ser gratui-
tas. En efecto, el autor de la Tesis nos hace ver que estos métodos
no pueden ser aplicados a cualquier tipo de sistemas. Pero nos mues-
tra al mismo tiempo la fecundidad de los problemas a los que los
métodos GRK si que pueden enfrentarse. Justamente termina el tra-
bajo con una exploracion, ligera pero importante, de las técnicas para
ecuaciones especiales de segundo orden (entre los que se encuentran
importantes problemas orbitales) a las que sus métodos permiten tra-
tar ventajosamente. Posiblemente serd éste el campo en el que los
derivados de los métodos GRK presentaran mayores ventajas de uso.
El futuro tendra, como siempre, la tltima palabra.

JESUS RoJo, Valladolid 2002 .
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Capitulo 1

Introduccién.

En este capitulo, tras una breve resefia historica, nos proponemos
plantear el problema general del que nos ocuparemos, asi como los
métodos numéricos que construiremos y estudiaremos en posteriores
capitulos. Asimismo introduciremos algunos conceptos y resultados
que nos seran de utilidad en lo que sigue, en especial a la hora de
comprender la estructura de los nuevos métodos.

Por el momento, el problema general vendra dado por la ecuaciéon
escalar autonoma de primer orden y'(z) = f(y(z)) con condiciéon ini-
cial y(z9) = yo (problema de Cauchy). Las razones que nos mueven
a considerar inicamente el caso escalar autonomo en este capitulo in-
troductorio, en lugar del més habitual caso vectorial, se pondran de
manifiesto méas adelante, cuando motivemos la introduccién de nuevos
métodos numéricos y veamos las dificultades que plantea su extension
al caso vectorial.

En cuanto a los métodos numéricos que aplicaremos a la resolu-
cion numérica de nuestro problema de partida, podemos adelantar
que, en un sentido que precisaremos posteriormente, constituyen una
generalizacion de los conocidos métodos Runge-Kutta y asimismo se
relacionan con los denominados Rosenbrock. Por esta razén nos refe-
riremos a ellos en ocasiones con el término métodos GRK (abreviatura
de "generalized Runge-Kutta methods").

Conviene senalar sin embargo que existen diferencias esenciales
entre los métodos que construiremos y los anteriormente citados. De
hecho, los esquemas numéricos de cuya construccion y estudio nos
ocuparemos, no aparecen publicados en la literatura especifica sobre
el tema.
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1.1 Breve resena historica.

En las ultimas décadas, gran nimero de libros y articulos en revis-
tas internacionales se han ocupado del estudio de métodos numéricos
para la integracion de ecuaciones diferenciales rigidas (stiff). Se han
propuesto multitud de métodos buscando buenas propiedades de es-
tabilidad lineal y no lineal. Casi todos estos métodos son implicitos
en mayor o en menor medida. Una buena referencia en lo relativo a
métodos para problemas rigidos es [20].

Los mas usados en la practica son aquellos basados en métodos
lineales multipaso, especialmente los métodos BDF (véanse por ejem-
plo [27, 18]), por ser muy eficientes para un gran nimero de problemas
de este tipo. No obstante, Dahlquist probo en [15] que ningiin método
lineal multipaso de orden mayor que dos puede ser A-estable, por lo
que estas formulas no son adecuadas cuando se trata de integrar algu-
nos problemas rigidos (por ejemplo, aquellos cuya matriz Jacobiana
tiene algun autovalor con parte imaginaria grande).

También han sido utilizados con cierta frecuencia métodos Runge-
Kutta implicitos [12|, debido a sus buenas propiedades de estabilidad
(A-estabilidad, L-estabilidad y B-estabilidad entre otras). Sin em-
bargo, es necesario resolver un sistema no lineal de ecuaciones (alge-
braicas) en cada paso de la integracion, lo que hace estas formulas
poco competitivas especialmente cuando la dimensién del problema es
grande. De hecho, al integrar numéricamente un sistema de ecuaciones
diferenciales de dimension N con un método Runge-Kutta implicito
de m etapas, es necesario en general resolver en cada paso un sistema
no lineal de ecuaciones de dimensién m-/N. Por otra parte, y con el
fin de retener las buenas propiedades de estabilidad de estos métodos,
el sistema algebraico ha de ser resuelto en general mediante un mé-
todo del tipo Newton-Raphson. El método de Newton requiere de la
evaluacion de m matrices Jacobianas y de la resolucién de un sistema
lineal de dimension m-N (cuya factorizacion LU requiere a su vez del
orden de m3-N?3/3 productos) en cada iteracion. Con el fin de reducir
el nimero de evaluaciones de la matriz Jacobiana, se suele recurrir a
un método de Newton modificado (a la hora de resolver las ecuacio-
nes algebraicas) consistente en sustituir en el método de Newton lasm
evaluaciones de la matriz Jacobiana, por una tinica evaluacion de dicha,
matriz (perdiendo de este modo la convergencia cuadratica). De este
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modo se reduce el coste computacional asociado a la evaluacion de la
matriz Jacobiana, pero sigue siendo necesario realizar la factorizacion
LU de una matriz de dimension m-N.

Para reducir el coste computacional que requiere la solucion del sis-
tema algebraico mediante un método de Newton modificado al aplicar
un método Runge-Kutta implicito, se han identificado subfamilias de
métodos Runge-Kutta cuya implementaciéon permite ahorrar opera-
ciones a la hora de obtener la factorizacion LU. Asi, para la clase
de métodos Runge-Kutta diagonalmente implicitos (DIRK) dem eta-
pas, el coste computacional asociado a la factorizacion LU se reduce a
m-N?/3 operaciones de multiplicacion. Considerando la clase de mé-
todos Runge-Kutta simplemente diagonalmente implicitos (SDIRK) o
la clase de métodos Runge-Kutta simplemente implicitos (SIRK), es
posible reducir aiin més el coste de dicha factorizacion hasta las N3/3
operaciones de multiplicacion (véanse [20, 12, 1] para mas detalles).

En un intento de superar algunas de las dificultades mencionadas
anteriormente, en los dltimos anos se han introducido clases de mé-
todos més generales (véanse por ejemplo [10, 11, 8]) que combinan
métodos lineales multipaso y Runge-Kutta.

Con el fin de reducir el coste computacional que se requiere en
cada paso de la integracion numeérica, también se han considerado
métodos linealmente implicitos, eliminando de este modo la necesidad
de resolver sistemas no lineales de ecuaciones algebraicas por medio de
formulas del tipo Newton (que requieren evaluaciones adicionales en
cada iteracion). Para implementar estas formulas, basta resolver un
sistema lineal de ecuaciones algebraicas en cada paso, con las ventajas
que esto supone sobre los métodos considerados con anterioridad.

De entre los muchos métodos de este tipo cabe destacar los conoci-
dos como métodos Rosenbrock [35] asi como los ROW-métodos (tam-
bién conocidos como métodos Rosenbrock-Wanner o métodos Rosen-
brock modificados) [32, 24, 25]. Estos métodos tienen el inconveniente
de que es necesario evaluar la matriz Jacobiana en cada paso, lo que
les hace poco competitivos cuando esta evaluacion es costosa desde
un punto de vista computacional. Por esta razén se han considerado
extensiones de los métodos Rosenbrock para las cuales la matriz Jaco-
biana solo ha de ser evaluada cada cierto ntimero de pasos [45, 22, 43|.
Més atin, se han desarrollado métodos de tipo Rosenbrock que no re-
quieren de la evaluacion de la matriz Jacobiana. Entre otros podemos
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citar los W-métodos [41], los MROW-métodos [53] y los métodos de
Runge-Kutta generalizados [44] (véase también [16]). Para una exce-
lente exposicion de algunos de estos métodos véase [20].

También se han propuesto otros métodos no lineales que prescin-
den del uso de la matriz Jacobiana, entre los que cabe destacar los
métodos racionales especialmente disenados para problemas cuya so-
lucién posee singularidades. Dichos métodos vienen descritos en [26]
pp. 209-216 (para méas detalles véanse también [28] y [38]).

Los métodos explicitos (linealmente implicitos) que propondremos
en esta memoria, pueden ser considerados como una generalizacion de
los clésicos métodos Runge-Kutta explicitos, que permite una sensible
reducciéon del niimero de etapas necesario para obtener formulas de
un orden determinado. Veremos asimismo cé6mo los métodos GRK
propuestos permiten obtener formulas explicitas (linealmente impli-
citas) con buenas propiedades de estabilidad (como A-estabilidad y
L-estabilidad) y generalizaremos los mismos para hacerlos aplicables
a algunos problemas no escalares y no auténomos que surgen con cierta
frecuencia en las aplicaciones. Conviene senalar en este punto que, a
diferencia de lo que ocurre con otros métodos especificamente disena-
dos para problemas rigidos (y de los que hemos hablado con anterio-
ridad), nuestros métodos no requieren del uso de la matriz Jacobiana
ni en su diseno ni en su implementacién. También propondremos una
generalizacion de los mismos para problemas de segundo orden de un
tipo especial.

Tras este primer capitulo justificativo e introductorio, nos ocupa-
remos en el segundo capitulo del estudio de los nuevos métodos de dos
etapas para problemas escalares auténomos de primer orden. En el
tercer capitulo obtendremos la expresion general de los métodos dep
etapas para este tipo de problemas y estudiaremos la convergencia, el
orden y las propiedades de estabilidad lineal de los mismos. Una gene-
ralizaciéon de los métodos considerados en los tres primeros capitulos,
para hacerlos aplicables a problemas vectoriales de primer orden de
un tipo especial, se considera en el capitulo cuatro. Finalmente, en
el dltimo capitulo estudiamos brevemente una generalizacion de los
métodos que permite obtener formulas aplicables a ecuaciones espe-
ciales de segundo orden (que también pueden ser consideradas una
generalizacion de los métodos Runge-Kutta-Nystrom).
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1.2 Ventajas y limitaciones de los nuevos
métodos.

Como se hara enseguida obvio, apenas comencemos la descripciéon de
los nuevos métodos GRK para ecuaciones escalares, la principal y muy
notable ventaja de los mismos es la mejora del orden manteniendo un
ntmero reducido de evaluaciones. El Ginico tributo a pagar es un au-
mento del coste computacional asociado, que se traduce en un mayor
namero de operaciones de suma y multiplicacion (y en ocasiones en la
necesidad de introducir también alguna divisién) que en los tradicio-
nales métodos Runge-Kutta explicitos del mismo niimero de etapas.

Si dejamos momentaneamente aparte la importante limitacion que
supone la restriccion al caso escalar autonomo, conviene senalar que
obtenemos métodos explicitos, de orden muy alto y con notables pro-
piedades de estabilidad lineal, hechos todos ellos imposibles con el
diseno usual de los métodos de Runge-Kutta explicitos. A titulo de
ejemplo elemental: obtener, con s6lo dos evaluaciones de la funcion
por paso, orden 3 y L-estabilidad justifica ya ampliamente la conside-
racion de los métodos que presentamos. El método que consigue las
ventajas anteriores tiene la simple formulaciéon

ki=flyn), ko= f(yn‘i‘zh/ﬁ) ;

3k =)
2k ’
6—s
= hki|———— . 1.1
Yn+1 yn+ 1(6—4S+82> ( )

Conviene senalar en este punto que, como veremos mas adelante en
esta memoria, es también posible construir formulas de dos etapas y
orden tres (pertenecientes a la familia de métodos que introducimos)
a partir de funciones de estabilidad lineal prefijadas. Esto puede ser
de gran utilidad al tratar problemas perturbados para los que se co-
nozca la solucién exacta del problema no perturbado, pues permite
construir de forma sencilla féormulas especificamente disenadas para
integrar exactamente el problema no perturbado.

Cuando pasamos a abordar el problema de valor inicial para sis-
temas, nos encontramos sin embargo con el inconveniente de que la
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precedente construccién de s no es punto por punto transportable al
caso en que ky v ko son vectores. Como es ya sabido, los sistemas no
autonomos pueden ser formulados de manera sencilla como sistemas
auténomos, de manera que nuestro tratamiento sera exclusivamente
para sistemas auténomos. Cuando abordemos este problema, veremos
que la formula que en (1.1) proporciona s debe ser transformada en
una formula que proporcionard s como una matriz cuadrada cuyo ta-
maifio es la dimension del sistema. La "division" por el vectork; solo
tendra sentido en el caso en que la funciéon vectorial f que proporciona
el sistema

v =fy) (1.2)

sea de un tipo especial que llamaremos "separada" (y "separado" al
sistema que origina). Esto significa que f tendra que ser de la forma

fToWwaye@ - Ymy) = fulyw) + fiz(ve) + -+ fim@Wam)) »

foWw v, ¥m) = falyw) + fo(ye) + -+ fom(Yom)) »
. . (1.3)
Ty Way - ¥@) s s Ym) = fan(Wa)) + fm2We) + -+ fomYm)) »

lo que deja los métodos GRK fuera de uso para el caso mas general.
Esta limitacion, atin siendo importante, se compensa con las mejoras
que se obtienen (mayor orden de convergencia y mejores propiedades
de estabilidad lineal) en los problemas para los que las nuevas formulas
son aplicables, respecto a métodos clasicos de propoésito més general
(como por ejemplo los métodos Runge-Kutta explicitos).

Pese a las limitaciones anteriormente expuestas, hemos explorado
algunos casos de trascendencia practica a los que nuestros métodos
se aplican. El resultado ha sido el convencimiento de que un nu-
mero importante de problemas de interés pueden ser abordados con
las formulas que aportamos en esta memoria, tanto en el caso de las
ecuaciones diferenciales ordinarias como en el caso de las ecuaciones
en derivadas parciales.

En el primero de dichos casos se encuentra la posibilidad de in-
tegrar ecuaciones no auténomas definidas como sistemas auténomos
"separados". Cuando observamos los casos citados como précticos en
la literatura vemos que un buen niimero son problemas que podemos
resolver con nuestros métodos. Sin ser exaustivos, (4.18) (véase |20|
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pp. 349-443), (4.24) (véanse [36] pp. 27y [34]) ¥ (4.26) (tomado de [27],
pp. 213) son ejemplos, por lo demés muy interesantes, de nuestra afir-
maciéon. Dando un paso més en esta linea de las ecuaciones escalares,
hemos adaptado nuestros métodos a la integracion de buena parte de
los problemas de segundo orden, siempre de un tipo especial, con lo
que tocamos uno de los problemas de mayor interés en el tratamiento
del caso orbital.

En el caso de las ecuaciones en derivadas parciales, las ideas so-
bre semi-discretizacion que transforman estos problemas en sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias llevan, o pueden llevar, en mu-
chos casos a sistemas "separados", para los que nuestros métodos son
aplicables. Mas adelante ponemos ejemplos de esta opcion y, en par-
ticular, retomamos el ejemplo de [20] (pp. 349-443) sobre la ecuacion
de Burgers

U+ UUy = VUgy, V>0, (1.4)

que, tras la discretizacion por el Método de lineas (MOL) adquiere la
forma
U — _“12+1 —u; n e 2u; + u;_q

L 4Ax (Ax)? ’

i=1,2,...,N, (L5)

que resolvemos con uno de nuestros métodos comparando las solucio-
nes obtenidas con las de [20] y relacionando el trabajo de integracion
empleado en ambos métodos de resolucién numérica.

Resumiendo, esta secciéon ha querido dejar clara la importante li-
mitacion de los métodos GRK cuyo diseno sigue, en lo relativo a su
ambito de aplicabilidad. Objetivo esencial de lo anterior es no pro-
ducir engano alguno al lector rapido de esta memoria. Pero dicho
esto, hemos tratado de dejar claramente establecido que los nuevos
métodos se pueden usar en gran cantidad de problemas considerados
como practicos en la literatura seria ya conocida. Ademas, en aque-
llos problemas para los cuales estos métodos explicitos (o linealmente
implicitos) se pueden aplicar, la ganancia en orden y sobre todo en lo
relativo a las propiedades de estabilidad lineal para problemas rigidos
("stiff") es notable y justifica plenamente su introduccion y su estudio.

Establecido lo que precede, estamos en condiciones de comenzar
la descripciéon de los nuevos métodos, comenzando por dar una idea
intuitiva de su origen. Este punto serd el que nos ocupe el resto de
este capitulo introductorio.
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1.3 Cobémo surgen los nuevos métodos.

1.3.1 La ecuacién escalar auténoma de primer orden.Para
empezar nos ocupamos de buscar métodos mas eficaces para la in-
tegracion de la ecuacion escalar autonoma de primer orden, o mas
concretamente del correspondiente problema de Cauchy

Y(x) = fly(@)), ylwe) =m0, (1.6)

donde f: IR — IR.

En ocasiones, nos restringiremos a estudiar el problema de valo-
res iniciales en un intervalo I = [a,b] de IR y tomaremos a = .
Asimismo, dependiendo del contexto, supondremos que la funcion f
verifica ciertas propiedades, que precisaremos en el momento opor-
tuno.

Como ya hemos dicho, los esquemas numeéricos que aportamos me-
joran considerablemente el orden de consistencia y las propiedades
de estabilidad lineal que se obtienen con los métodos clasicos de tipo
Runge-Kutta (abreviadamente R-K) explicitos con el mismo nimero
de evaluaciones.

1.3.2 Una primera aproximacién a los nuevos métodos.Es
bien conocido que muchos métodos numeéricos para la integracion de
ecuaciones diferenciales ordinarias pueden ser obtenidos de manera
analoga a como se obtienen las formulas de cuadratura de tipo inter-
polacién. Veamos a continuacion, a modo de ejemplo, c6mo es posible
obtener el método de Euler y alguno de los nuevos métodos que nos
proponemos introducir, siguiendo la idea antes expuesta.

A partir del problema de valor inicial (1.6) se deduce la identidad

y'(v)
fy(x))

supuesto que la funciéon f no se anula. Integrando la identidad anterior
en el intervalo [z, z,41] deducimos

=1, VzelR, (1.7)

dr = Typi1 — Ty, (1.8)

[
Je Fy@)
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o equivalentemente, tras un cambio de variable en el primer miembro

/y(ﬂfn+1) dy
) f(y)

La igualdad anterior nos permite obtener aproximaciones numeéricas
a la solucion del problema (1.6) sin més que aproximar la integral
por una regla de cuadratura. Pasamos a considerar algunas posibles
elecciones de féormulas de cuadratura, para ver a qué tipo de métodos
numéricos dan lugar.

Si utilizamos la regla del rectangulo, esto es

/abg(t) dt = (b—a)g(a), (1.10)

se deduce de (1.9) que

= Tpi1 — Tp. (1.9)

Tyt — (1.11)

= /y(xn+1 y(xn-i-l) —y(r,)
fly(xn))

Si denotamos por h = x,,.1 —z, y definimos y,,.1 e y,, como aproxima-
ciones a y(T,+1) v a y(x,) respectivamente (de modo que la igualdad
aproximada (1.11) pase a ser una igualdad), obtenemos el método

h= W , (1.12)
que no es otro que el método de Euler explicito dado por
Ynt1 = Y + Rf(Yn) - (1.13)
Anélogamente, si consideramos la regla del trapecio dada por
b b—a
[ ot~ =25 (gla) + 9(0). (1.14)

se tiene que

Tnt1 — Tn =

/y(wnﬂ) dy
y(zn)

_ Y(@ni1) — y(xn) 1 1
- 2 <f(y<xn)) " f(y(xn—l-l)))

_ 9lon) —yla) S + oa)

2 f(@n)) fy(ens))
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y, haciendo uso de las notaciones anteriores, la correspondiente férmula
viene dada por

S (W) f(Yns1)
S Wn) + f(Yns1)

La féormula anterior es implicita. Con el fin de obtener un método
explicito, podemos sustituir en el segundo miembro de la igualdad
anterior y,.1 por la aproximacion dada pory, + h f(y,) (esto es, por
la aproximacién que nos proporciona el método de Euler explicito) con
lo que se obtiene la formula

Yni1 = Yn +2h (1.16)

@) [y + D f(yn))
F@n) + f(yn +h f(yn)) ’

que puede ser descrita de forma analoga a como se hace en el caso de
los métodos de tipo Runge-Kutta, mediante la expresion

Yni1 = Yn +2h (1.17)

ki ko
a1l = UYn +2h , 1.18
Yni1 =Y e (1.18)
donde
kl = f(yn)> k2 = f(yn + hkl)' (1'19)

Es facil comprobar que la férmula anterior proporciona un método de
orden dos.

Finalmente, la regla de cuadratura de tipo Radau I de dos abscisas
dada por

/C;bg(t)dtzb;a< (a )+3g<a+3(b_a)>) : (1.20)

da lugar a la siguiente aproximacion

/y(zn+l) dy
Tnt41 — Tn = TN
* y(zn) f(y)

~ Y@n) —y(za) ( 1 3 )
1 FW@) " 7 () + 2w@nn) — yl@)
Y(Tpa1)—y(z,) 3f(y(wn))+ ( (x )‘f’%( (Tny1)— y(9‘7n))) (1.21)
4 F@n) f(y(@n) + 2@@n) —y(@)
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que permite deducir la formula

f(yn) f(yn + %(yn—i-l - yﬂ))
3f(yn) + f(yn + %(yn+1 - yn)) '

Yni1 =Yn +4h (1.22)

De nuevo, la formula asi obtenida es implicita. Sustituyendo en el
segundo miembro de la igualdad anterior y,,; por la aproximaciéon
dada por y,, + h f(y,), obtenemos el siguiente método explicito

ky ko
1l = Yn +4h ——— 1.23
Yn+1 = Yn + Skt 1+ ho ( )

donde 5
ki=flyn), ka= f(yn +3 hlﬁ) : (1.24)

Més adelante veremos que la formula anterior proporciona un método
de orden tres y dos evaluaciones por paso.

Es facil comprobar que la funcion de estabilidad lineal asociada a
los métodos (1.18) y (1.23) viene dada por una funcién racional. Esto
nos permite contemplar la posibilidad de construir métodos como los
anteriormente descritos con buenas propiedades de estabilidad lineal
(A-estabilidad y L-estabilidad). En posteriores secciones veremos que
de hecho es posible construir métodos de dos etapas A-estables y L-
estables de orden tres.

Podemos observar en los tres ejemplos anteriores que la funcién f
interviene en los segundos miembros de las formulas a través de una
funcion racional dada por el cociente de dos polinomios homogéneos
(en las etapas k; y k2), siendo el grado del numerador una unidad ma-
yor que el grado del denominador. Esta observacién nos va a permitir
dar una expresion general de los nuevos métodos GRK de dos etapas,
que mas adelante generalizaremos al caso de més etapas. Pero antes
veamos un modo alternativo de motivar la introducciéon de los nuevos
métodos.

1.3.3 Otra aproximaciéon a los nuevos métodos. También es
posible llegar a nuestros métodos partiendo de un enfoque completa-
mente distinto. Para ello supondremos que la funcion f en el problema
de Cauchy (1.6) es lo suficientemente regular como para que todas las
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derivadas que van a intervenir tengan sentido. Derivando la igualdad
y'(z) = f(y(x)) respecto de la variable x obtenemos

(@) = fy(y(@) ¥ () = fy(y(2)) fy(2), (1.25)

donde f, denota la derivada de f respecto de su argumento y hemos
aplicado la regla de la cadena en el segundo miembro de la igualdad.
Podemos abreviar la expresion asi obtenida y escribirla en la forma
y" = f,(y) f(y), o equivalentemente, haciendo uso de la ecuacion de
partida, como

L 1) = ) 5(0). (1.26)

que pone de manifiesto que, formalmente, el operadord/dx actuando
sobre f oy se comporta como el producto de f, oy por foy. La
sencilla propiedad que acabamos de observar y que, como veremos, se
extiende sin dificultad a derivadas de mayor orden de f o y respecto
de z, es la llave que nos permitira llegar a la expresion de los nuevos
métodos explicitos de un paso, de un modo completamente distinto al
descrito en el apartado anterior.

Pasemos a estudiar con mas detalle la propiedad anterior, su ex-
tension a derivadas de orden superior y sus aplicaciones a la hora de
reescribir el desarrollo en serie de Taylor de la solucién, en una forma
mas conveniente para nuestros propositos.

Partiendo de la iltima igualdad obtenida, derivamos sucesivas ve-
ces respecto de la variable z haciendo uso de la regla de la cadena, de
la ecuacion y de que derivamos a lo largo de una solucién de la misma
y obtenemos

L 5w) = H) 1),
T 1) = Unl) F&) + (5,03 £) (1.27)

da?
d3
T3 /W) = o) (F@)* + 410 () fuw) 1) + (o)) £ ().
Es facil ver que, en general, la derivada de cualquier orden admite
una expresion analoga a las anteriores, esto es, en su segundo miembro
aparece f(y) como factor (consecuencia inmediata de la regla de la
cadena y de la ecuacion).
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Veamos en qué se traduce esto, a la hora de calcular el desarro-
llo limitado de Taylor de la soluciéon exacta de nuestro problema de
Cauchy.

Consideremos, por simplicidad, el desarrollo de Taylor de grado
cuatro de la solucién en un entorno del puntox. Se tendra

o) = yla) + o/ (@) h+ L)

(3) (4)
s W omy, (L)
6 24
o equivalentemente, tras sustituir las derivadas por sus correspondien-
tes expresiones en términos de la funcion f, tendremos
+ 2
y(z +h) = y(g:)+fh+fy2fh2+[fyyf6 e
>+4 + [y

Uon I+ 4w Io + 50 o 0 (129

donde hemos obviado el punto de evaluacién que en todos los casos
es y(x). Si ahora manipulamos ligeramente la igualdad anterior, ésta
tomara la forma

h2

_I_

y<x+h})l_y(x) _ <1+J;yh+ fyy f6+ fy2 h? (1.30)
2 3
IS R AR h3>f+0(h4),

que pone de manifiesto que el segundo miembro de la igualdad apro-
xima a la derivada y'(z) = f. Hagamos ahora una observacion mas
importante. Si elevamos al cuadrado ambos miembros de la igualdad
y dividimos la expresion asi obtenida por f, suponiendo no nulo este
valor, tendremos

2
2 3
Lo T O 1y T3, h3>f+0(h4)7

y es facil observar que los términos que aparecen en el segundo miem-
bro de la igualdad, son idénticos a los que observibamos en el segundo
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miembro de la igualdad precedente, salvo en los coeficientes numéri-
cos de los mismos. El proceso anterior se podria repetir sin dificultad
(elevando ambos miembros a la potencia n y dividiendo por f"1')
y seguirfamos observando el mismo comportamiento en el segundo
miembro.

Vamos a ver a continuacién cémo se traslada esta propiedad de la
solucién y de nuestra ecuacion autéonoma de partida a la funcién f.

Consideremos el desarrollo en serie de Taylor hasta orden tres de
la funcion f(y(x + h)) (esto es, de f a lo largo de una solucion de la
ecuacion escalar autonoma), en un entorno del puntoz. Tendremos

2 2
Fy(z +h)) = f+fyfh+Wh2
A P AL By P 1 S

< R® 4+ O(hY), (1.32)

(en el segundo miembro de la igualdad anterior hemos omitido el punto
de evaluacion que es en todos los casos y(z)). Equivalentemente se
tiene

2
fly(x+h)) = <1+fyh+wh2

_’_fyyyf2+4fyyfyf+f§’
6

h3>f + O(h"). (1.33)

Se puede comprobar de forma sencilla que, al igual que sucedia
anteriormente, si elevamos la igualdad anterior a la n-ésima potencia
y la dividimos por f"~! (suponiendo que esta cantidad es no nula), los
términos que aparecen en el segundo miembro de la igualdad resultante
son idénticos a los que aparecian en la igualdad de partida, salvo en
los coeficientes numéricos que, en general, habran cambiado.

Partiendo de esta ultima observacion, estamos en condiciones de
motivar la introduccién de los nuevos métodos numéricos y abordar un
estudio preliminar de los mismos. Observaremos cémo estas propie-
dades aparentemente desprovistas de aplicaciones practicas, nos per-
mitiran disponer de mas parametros libres a la hora de establecer el
orden de consistencia y las propiedades de estabilidad de los mismos,
sin necesidad de aumentar el nimero de evaluaciones por paso con
respecto a los esquemas de tipo Runge-Kutta clasicos.



Capitulo 2

Métodos de dos etapas.

En este capitulo nos ocuparemos del estudio de los métodos GRK de
dos etapas. Las razones que nos mueven a empezar considerando este
caso particular son las siguientes:

e [a estructura de las formulas asi obtenidas es notablemente més
sencilla que en el caso general de p etapas.

e La familia de métodos resultante es lo suficientemente amplia
como para ilustrar las diferentes ventajas que se pueden obtener
sobre otros métodos clésicos.

De hecho, mostraremos cémo los nuevos métodos explicitos de dos
etapas, aplicados al problema escalar auténomo, permiten obtener or-
den tres con tan so6lo dos evaluaciones por paso. Notese en este punto
que los métodos Runge-Kutta explicitos de dos etapas s6lo permiten
obtener formulas de orden dos. Maéas atn, veremos que de hecho es
posible obtener férmulas explicitas A-estables y L-estables de orden
tres (para el problema escalar autébnomo). Sabemos que esto ultimo
es imposible cuando consideramos la familia de métodos Runge-Kutta
explicitos.

Describiremos asimismo co6mo obtener métodos que minimizan, en
un sentido que precisaremos en su momento, la parte principal del
error local de truncacién. Por dltimo veremos cémo es posible cons-
truir métodos de la nueva familia a partir de funciones de estabilidad
prefijadas y realizaremos unos experimentos numéricos para poner de
manifiesto las ventajas computacionales de nuestros métodos sobre
otros bien conocidos.

15
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2.1 Expresion general de los métodos de
dos etapas.

2.1.1 Descripciéon de los métodos.La version mas general de
los métodos que hemos propuesto informalmente, para el caso de dos
evaluaciones por paso, es la siguiente: consideraremos métodos que
admiten una expresion del tipo

Yn+1 = Un + hF(klv k2) ) (21)
con ki y ko dados por

kl - f(yn) s k2 = f(yn + hc2k1) 5 (22)

y donde F(z,y) es una funcion homogénea de grado uno definida en
un cierto cono A C IR%.
Por tanto, la funciéon F' satisface la condicion

Flaz,ay)=aF(z,y), Ya>0, V(z,y) € AcCIR?, (2.3)

y esta definida en un cono A C IR?, esto es, en un subconjunto de IR?
que verifica
a(z,y) € A, VYa>0, V(r,y) € A. (2.4)

Conviene comentar en este punto que, en lo que sigue, muy frecuen-
temente la relacion (2.3) sera valida tomando A = IR* y a € IR.

La familia de métodos que acabamos de introducir, generaliza en
cierto sentido a los clasicos Runge-Kutta explicitos de dos etapas.
Aplicados al problema (1.6), éstos pueden ser descritos completamente
en términos de la subfamilia de los nuevos métodos que se obtiene
tomando F(x,y) = bix + by y ca = ag en (2.1) y (2.2). Con la
nueva formulacién conseguiremos considerables ventajas que iremos
detallando en lo que sigue, aunque a costa de perder la linealidad,
lo que complicara el estudio de los métodos y las expresiones que los
definen.

Prestaremos especial atencion al caso en el que F(x,y) es una
funciéon racional dada por el cociente de dos polinomios homogéneos
N(z,y) y D(x,y) de grados r + 1 y r respectivamente (para cierto
r € IN). Las funciones racionales F' del tipo anterior son homogéneas
de grado uno y pueden ser consideradas como una generalizacion de
las funciones consideradas en los apartados 1.3.2 y 1.3.3 del capitulo
anterior (véase especialmente la observacion final en dicho capitulo).
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2.1.2 Una simplificaciéon ttil. En adelante asumiremos que la
constante ¢z en (2.2) es no nula (cuando ¢; = 0 el método podria
ser considerado de una etapa).

Con el fin de simplificar el estudio de nuestros métodos, conviene
describir el segundo miembro de la expresion (2.1) de una forma mas
adecuada. Con tal fin introducimos el nuevo término

ke —k

ca kg

s (2.5)
donde k1 y ko vienen dados como en (2.2).
Es facil ver que s = h f,(y,) +O(h?), lo que pone de manifiesto que
s aproxima numeéricamente a h f,(y,) v nos serd de utilidad cuando
busquemos métodos con buenas propiedades de estabilidad lineal y
cuando abordemos el estudio del orden de consistencia de los métodos.
En términos de s, cualquier método de la familia (2.1) con las
condiciones ya expuestas, puede ser descrito mediante una férmula
del tipo
Ynt1 = Yn + hk1G(s), (2.6)

donde ky y s vienen dados como en (2.2) y (2.5).

Es facil comprobar que a cada método dado en términos dek; v ko
mediante una formula del tipo (2.1), le corresponde un tinico método
expresado en términos de k; y s a través de una formula de la forma
(2.6) y reciprocamente. Para ello, basta observar que de la definicion
de s (véase 2.5) se deduce que ky/ky =1+ co s, y que la funcion G se
puede obtener a partir de la funcion F' (y reciprocamente F' a partir
de G). En efecto, por ser F' homogénea de grado uno se tiene

ko
F(ky, ko) =k F (1, T

1

) = k’lF(l,l—FCQ S), (27)
y basta tomar

G(s)=F(1,14cy5s). (2.8)
Anéalogamente, se puede obtener F' a partir de G observando que

G@%=G(b_kv, (2.9)

co ky

y tomando

F@h@y:ha<b_kv. (2.10)

ca ky
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De hecho, ambos métodos son en realidad el mismo, escrito de dos
maneras diferentes.

Notese que s6lo damos esta notacion para los métodos de dos eva-
luaciones por paso. Se podra generalizar al caso de tres o méas evalua-
ciones (mediante la introduccion de varios términoss;), como veremos
en capitulos posteriores.

Cuando k1 = f(y,) = 0 (como consecuencia de lo cual ky = 0)
tomaremos y,11 = Yy, en vez de (2.6), por lo que la solucién numé-
rica pasard a ser constante (al igual que sucede en otros métodos de
un paso). De este modo, aunque s no esta definida cuando k; = 0,
el método si lo estard. Lo anterior habra de ser tenido en cuenta
especialmente a la hora de implementar los métodos.

La introduccion del término s simplificard considerablemente las
ecuaciones que surgen al estudiar el orden de consistencia de los méto-
dos asi construidos. Podemos adelantar en este punto que, al sers =
O(h) (como hemos visto anteriormente), se tendra que s* = O(h*),
por lo que muchos de los parametros que caracterizan los métodos
sOlo apareceran en las ecuaciones relativas a las condiciones de orden
suficientemente grande.

2.1.3 Meétodos de tipo polinomial. Empezaremos considerando
métodos GRK de dos etapas dados por (2.1-2.2) para los cuales la
funcion homogénea de grado uno F' viene dada por una expresion del
tipo

Flx,y) = x;) A, (i) (2.11)

para cierto entero no negativo r y ciertas constantes reales A;. Lla-
maremos métodos de dos etapas de tipo polinomial a tales métodos.

Notese que cuando z = 0 la funcion F' en (2.11) puede no estar
definida. Sin embargo, como ya iremos viendo, en la mayoria de los
casos es posible definir la funcion F' en los puntos de la forma (0, y)
extendiéndola por continuidad (de hecho, basta hacerlo para el punto
(0,0), pues, como ya hemos observado anteriormente ky = 0 = ky =
0).

La familia de métodos de dos etapas de tipo polinomial sigue conte-
niendo todos los métodos Runge-Kutta explicitos de dos etapas (basta
tomar r = 1 en (2.11)).
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Si expresamos los métodos de dos etapas de tipo polinomial en
términos de s se tiene que la funcion F definida en (2.11) que carac-
teriza dichos métodos permite obtener una funcion polindomicaG (de
ahi el nombre que hemos dado a los métodos) definida a través de la
relacion (2.8) que en nuestro caso concreto toma la forma

G(s) = F(1,1+c28) =Y Ai(1+cys) . (2.12)
i=0
Por tanto, la funcion G puede ser descrita mediante una expresion del
tipo

G(s) = iai st (2.13)

Las razones que nos mueven a considerar esta familia de métodos de
tipo polinomial se pondran de manifiesto més adelante, cuando abor-
demos el estudio de las condiciones de orden para nuestros métodos.
De hecho, podemos adelantar que las condiciones de orden para los
métodos mas generales que estamos considerando, se obtienen sin di-
ficultad a partir de las condiciones de orden de los métodos de tipo
polinomial, sin més que considerar el desarrollo de Taylor de la funciéon
G en términos de la variable s hasta un determinado orden.

2.1.4 Meétodos de tipo racional. Como ya comentamos con ante-
rioridad, prestaremos especial atencion a los métodos dados por (2.1-
2.2) para los cuales F'(x, y) es una funcion racional dada por el cociente
de dos polinomios homogéneos N(z,y) y D(x,y) de gradosr+ 1y r
respectivamente (para ciertor € IN), esto es

r+1

Nil’r_H_lyi
N(z,y) _ ;0

F(z,y) = 7,
D(xa Z/) Z Dixr—iyi
i=0

(2.14)

Denominaremos a tales métodos GRK, métodos de tipo racional.

En la expresion que define a F'(x,y) en (2.14), podriamos consi-
derar r € 7, pero con ello no obtendriamos ningtin método esencial-
mente distinto (pues si 7 es negativo, basta multiplicar el numerador
y el denominador de F'(x,y) por x "y~" para recuperar un método
equivalente perteneciente a la familia anterior).
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Notese que si deseamos evitar la posibilidad de que un cierto mé-
todo de tipo racional, con r fijado, sea equivalente a un método del
mismo tipo pero con un valor de r mas pequeno, bastara imponer que
N(z,y) y D(x,y) sean primos entre si, y asi lo haremos en adelante.

Por otra parte, queremos que los métodos, parah = 0, se reduzcan
a Yntr1 = Yn. JTomando h = 0 en la expresién que define a estos
métodos (véase (2.2)), se tiene que ks = k1 = f(y,) v por tanto

r+1

>,

N(lal) =0
F(ky, k) =k = kq* : 2.1
( 1 1) ID( 1 1 ( 5)

T

1, Z D,
i=0

A la vista de la expresion anterior, y con el fin de que F' esté definida
cuando h = 0, deberemos imponer que D(1,1) # 0. De hecho, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer en adelante que los métodos
de tipo racional verifican la condicion

D(1,1) :iDi =1. (2.16)

De este modo, obtenemos simultaneamente la unicidad en la represen-
tacion de cada método.

Si reescribimos los métodos de tipo racional en términos des ha-
ciendo uso de la relacion (2.8) se obtiene que la funcién G asociada a
la funcion F' (véase (2.14)) viene dada por una expresion del tipo

G(s) = = ——| (2.17)

donde los valores de n y d, que dan cuenta respectivamente de los
grados de los polinomios (en la variable s) que definen el numerador y
el denominador de G(s), se pueden obtener a partir de (2.14) sin mas
que tomar n = max{: € IN/N; # 0} y d = max{i € IN/D; # 0}. Que
dy = 1 es una consecuencia inmediata de la condicion (2.16).

Por ser s* = O(h¥), los parametros ny y dj, s6lo apareceran en las
ecuaciones relativas a las condiciones de orden igual o superior ak+1.
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Conviene senalar en este punto que en [49] Wambecq introduce una
familia de métodos no lineales de un paso para ecuaciones escalares de
primer orden, construidos a partir de aproximantes de Padé. Dichos
métodos, a los que denomina métodos no lineales Runge-Kutta, son
de tipo racional y Wambecq describe su construcciéon a partir de mé-
todos Runge-Kutta clasicos aplicando formalmente un procedimiento
de aceleracion de la convergencia (mediante la construccion de una
pseudo tabla de Padé). Los métodos construidos de este modo pueden
ser considerados casos particulares de la familia de métodos de tipo
racional que consideramos en esta memoria (al menos formalmente).
No obstante, ninguno de los métodos propuestos por Wambecq tiene
un orden de convergencia superior al nimero de etapas considerado.
Ademas en [49] el autor considera la ecuacion escalar general, en tanto
que nosotros restringimos nuestra atencion al caso auténomo. Esto
nos permite obtener formulas con érdenes de convergencia superiores
al nimero de etapas consideradas (orden 3 con 2 etapas, orden 5 con
3 etapas, orden 7 con 4 etapas, etc) y evitar los problemas que pre-
sentan dichos métodos al ser generalizados para hacerlos aplicables a
sistemas de EDOs de primer orden.

En [50], [51] y [52] Wambecq propone una generalizacion de los mé-
todos introducidos en [49] para hacerlos aplicables a sistemas de EDOs,
basada en la definicién de un nuevo producto de vectores compatible
con la inversa de Samelson de un vector y estudia las propiedades y
las condiciones de orden de las formulas propuestas. Distintos autores
como Hairer en [17] y Calvo en [14] se ocupan del estudio de algunas
propiedades de estabilidad de los métodos de Wambecq en anos pos-
teriores. Liu en [29] pone de manifiesto una importante limitacion de
los métodos propuestos por Wambecq para sistemas. Concretamente
en dicho articulo el autor muestra que en algunos problemas rigidos
pequenas perturbaciones en las condiciones iniciales se amplifican dra-
méaticamente (al aplicar las formulas de Wambecq) hasta el punto de
producir grandes errores relativos tras muy pocos pasos de integracion.

Veremos mas adelante que la generalizacion de los métodos GRK que
propondremos para hacerlos aplicables a algunos sistemas de EDOs,
permite obtener 6rdenes de convergencia superiores al nimero de eta-
pas consideradas (entre otras ventajas que detallaremos) y ademas
no presentan los problemas observados en [29] para las formulas de
Wambecq para sistemas.
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2.2 Orden de consistencia de los métodos
de dos etapas.

2.2.1 Condiciones de orden para los métodos de dos etapas
de tipo polinomial. Veamos que es posible obtener métodos de dos
etapas de tipo polinomial con orden de consistencia tres.

Para ello, como es habitual en otros métodos de un paso, empe-
zaremos considerando el error local de truncaciéon7;, 1 asociado a un
método de tipo polinomial en el punto z,, que viene dado por una
expresion del tipo

Tn—‘,—l - y(I7L+1> - y(l’n) - hle(S) y (218)
donde ahora kq, ky y s son

ko — kq

kv = f(y(en)), k2= f(y(en) + heok), s =
Cgk’l

. (2.19)

y G viene definida por
G(s) =) a;s". (2.20)

Supondremos que la funcion f es lo suficientemente regular como
para garantizar que las derivadas que van a aparecen tengan sentido.

Para mostrar que es posible obtener formulas de orden tres, bastara
considerar la subfamilia de métodos de tipo polinomial que se obtiene
tomando 7 = 2 en (2.20), por ser s = O(h).

El desarrollo de Taylor de y(x,+1) = y(x, + h) es

h2 h3
Y(@ns1) = ylan) + hf + fyf + g[fjf + [y S+ O(RY),  (2.21)

donde f, f, v fyy se suponen evaluadas todas ellas en el puntoy(x,).
Si desarrollamos s = s(h) como funcion de h (notese que s depende
de ¢3), obtenemos

2

s=hf,+ };@fyyf + O(h?), (2.22)
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que pone de manifiesto que s = O(h). Ahora es facil deducir que el
desarrollo del error local de truncaciéon viene dado por

Tn+1 = h(l — CL0>f -+ }12(1 - 2a1>fyf
10 = ) 7 (L= Gan) 2]+ O . (229

y deducir las condiciones de orden:

a = 1, (2.24)
a; = 1/2, (2.25)
cay = 1/3, (2.26)
a = 1/6, (2.27)

a partir de las cuales obtenemos la expresion general de los métodos
de dos etapas de tipo polinomial y orden tres, que vendran dados por

Yn+1 = Yn + hlﬁG(S) ) (228)
donde ky, ko v s vienen dados por
2 (ke — k
ki=f(yn), ko= f(yn + hkl) , s= M, (2.29)
3 2k
y la funcion G admite la siguiente expresion
1 1 r .
G(s)=1+=-s+-8"+> a;s, (2.30)

2 6

=3

esto es, basta tomar co = 2/3, a9 = 1, a1 = 1/2 y ag = 1/6. Los
pardmetros a; con i > 3 se pueden tomar de manera arbitraria (pues
no afectan a las condiciones de orden < 3). Por tanto, tomaremos
a; = 0 para i > 3 salvo en aquellos casos en los que sea posible
obtener propiedades adicionales de interés que justifiquen no tomarlos
asi.

Las condiciones de orden adicionales para orden cuatro (ahora to-
mando r = 3 en (2.20)) vienen dadas por

csa; = 1/4, (2.31)
coay = 1/6, (2.32)
a3 = 1/24, (2.33)
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y es facil comprobar que ningin método de dos etapas de tipo po-
linomial tiene orden mayor que tres (las condiciones (2.31) y (2.32)
no pueden ser satisfechas). Sin embargo, la condicion (2.33) se puede
satisfacer obteniendo de este modo métodos de orden tres que mini-
mizan la parte principal del error local de truncacion. Noétese en este
punto que los otros términos de la parte principal del error local de
truncacion (aquellos asociados a las condiciones (2.31) y (2.32)) son
los mismos para cualquier método de orden tres.

2.2.2 Condiciones de orden para los métodos de dos etapas
de tipo racional. A partir de las condiciones de orden de los méto-
dos de tipo polinomial, es sencillo deducir las de los métodos de tipo
racional. Para ello basta hacer el desarrollo de Taylor de la funcion
G definida en (2.17) (para los métodos de tipo racional) en térmi-
nos de s y comparar dicho desarrollo con el asociado a la funcion G
en (2.20) que se obtiene para los métodos de tipo polinomial. Para
ilustrar el procedimiento anteriormente descrito, pasamos a obtener
las condiciones de orden para los métodos racionales a partir de las
correspondientes condiciones de orden para los métodos polinomiales.

Para obtener todos los métodos de dos etapas de tipo racional de
orden tres, es suficiente observar que de (2.25-2.26) se deduce que
c2 = 2/3 y que ha de verificarse

> ns'
— 1 1
Gls)= =" =14 55 T 652 +0(s%). (2.34)
=1

Evidentemente, cuando buscamos métodos de orden tres sin otras pro-
piedades adicionales bastara tomarn = d = 2 en (2.34). Llegamos asi
a las siguientes relaciones

¢ = 2/3, (2.35)
1

ny, = 5 + dl s (237)
1 1

Ny = — + *dl + d2 . (238)

6 2
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Si deseamos ademas minimizar la parte principal del error local de
truncacion, tendremos que tomarn = d = 3 en (2.34) y desarrollar el
segundo miembro hasta un orden superior, obteniendo de este modo
la condiciéon adicional
1 1 1
ng = — + —d; + —dy + ds3. 2.39

37 5 + e + 52 +d3 ( )
La expresion general de un método de dos etapas de tipo racional y
orden tres viene dada por

Yn+1 = Yn + hlﬁG(S) ) (240)

donde kq, ko y s vienen dados por

2 (ke — k

mzﬂm,kfﬁ@ﬁ-wg,s:(zﬂ, (2.41)
3 2k
y la funcion G toma la forma

1+2d 1 d d n :

1+ +2 L 3 é+6 252—1—271@-5@
G(s) = d = (2.42)

1+ dis+dys? + Z d;s’
i=3

Posteriormente veremos cémo es posible explotar la estructura de
nuestros métodos racionales, a la hora de obtener féormulas con bue-
nas propiedades de estabilidad lineal tales como la A-estabilidad y la
L-estabilidad. Pero antes veamos un experimento numérico.

2.2.3 Un primer ejemplo de método de orden tres.Considere-
mos a modo de ejemplo sencillo el siguiente método de tipo polinomial

5 3 (k)
il =UYn+ Rk =+ (2] |, 2.4
Ynt1 = Yn + 1(8+8<h>> (2.43)

b= ), k= (ot 50k (244)

donde
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Reescribiendo el mismo en términos de s, a través de la relacion
ko/ki =1+ (2/3)s, que se deduce de la notacion introducida en (2.5),
se obtiene la expresion

1 1
Yn+1 = Yn + hkl <1 + 53 + 52) . (245)

6
Estamos por lo tanto ante un primer ejemplo de método de dos eva-
luaciones por paso y orden tres (concretamente el que obteniamos en
el apartado anterior tomando a; = 0 para i > 3).

Conviene en este punto ilustrar lo anterior mediante algtin ejemplo
numérico. Para ello consideremos el siguiente problema de valores
iniciales

y=1-9*, y(0)=0, (2.46)
cuya solucion exacta viene dada por y(z) = (e** —1)/(e** 4+ 1). Inte-
grando el problema anterior para distintos valores dex y con distintas
amplitudes de paso h y utilizando el método citado, se obtienen so-
luciones numéricas al mismo cuyos errores (en modulo) recogemos en
la tabla 2.1. Los resultados recogidos en la tabla confirman numérica-

Tabla 2.1: Errores para el método de tipo polinomial.

error h=0.1 h = 0.05 h = 0.025 h =0.0125
x=1.01]0.6267D—05 0.8245D—06 0.1057D—06 0.1338D—07
r=3.0]0.5719D—-05 0.6606D—06 0.7936D—07 0.9725D—08
x=>5.010.2464D—-06 0.2846D—07 0.3419D—08 0.4189D—09
xr="7.0]0.7107D—-08 0.8215D—-09 0.9868D—10 0.1209D—10
x=9.010.1776D—09 0.2054D—10 0.2468D—11 0.3022D—12

mente que el orden de consistencia de nuestro método es tres.

Como ya hemos comentado previamente, los correspondientes mé-
todos de tipo Runge-Kutta explicito de dos etapas no tienen en ningin
caso orden de consistencia superior a dos, ni tan siquiera aplicados al
problema que nos ocupa. Por ejemplo, el método de Heun de dos
etapas y orden dos, viene dado por

1 3
Ynt1 = Yn + N (4/€1 + 4k’2> ; (2.47)
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donde

y hace uso, exactamente, de las mismas evaluaciones y en los mismos
puntos (k1 y ko coinciden en ambos métodos). Aplicando este dltimo
esquema numérico al mismo problema de valores iniciales, se obtienen
los resultados recogidos en la tabla 2.2, que confirman el ya conocido
orden dos. Observando los errores obtenidos en uno y otro caso, po-

Tabla 2.2: Errores para el método de Heun de dos etapas.

error h=0.1 h = 0.05 h = 0.025 h =0.0125

xr=1.01]0.7298D—-03 0.1745D—03 0.4267D—04 0.1055D—04
xr=3.0]0.1532D—-03 0.3540D—04 0.8534D—05 0.2096D —05
x=>5.0]0.5758D—-05 0.1309D—-05 0.3142D—06 0.7706D—07
x=7.01]0.1611D—-06 0.3615D—-07 0.8645D—08 0.2118D—08
x=9.010.4002D—-08 0.8866D—09 0.2114D—09 0.5175D—10

demos concluir que el estudio de los métodos que nos ocupa, puede
aportar ventajas considerables respecto de los clasicos. Mas aiin, si
consideramos el método de Heun de tres etapas y orden tres dado por

1 3
Ynt1 = Yn T h (kl + k3> ; (2.49)

4 4
donde

by = f(yn), ko= f(yn + ;hkl) - f@n + ;hkz) (2.50)

y lo aplicamos al problema que nos ocupa, obtenemos la tabla 2.3 que
recoge los errores cometidos. Es evidente, a la vista de las tablas, que
nuestro primer ejemplo de método de tipo polinomial de dos etapas
se comporta, en cuanto al orden de consistencia y al error, de forma
muy parecida al método de Heun de tres etapas y orden tres, y ello
haciendo uso de una evaluaciéon menos por paso. Las figuras 2.1 y 2.2
complementan las observaciones anteriores.
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Tabla 2.3: Errores para el método de Heun de tres etapas.

error

h=0.1

h =0.05

h =0.025

h =0.0125

rz=1.0
rz=3.0
r=>5.0
z="7.0
z=9.0

0.6910D —05
0.6283D—05
0.2568D —06
0.7298D —08
0.1811D—-09

0.8471D—06
0.7298D —06
0.2975D—07
0.8451D—-09
0.2097D—10

0.1045D—06
0.8793D—07
0.3578D—08
0.1016D—-09
0.2521D—-11

0.1298D—07
0.1079D—-07
0.4387D—09
0.1245D—10
0.3090D —12

| loglO(error)
_2t

Time

6) > ) & 8 10

Figura 2.1: 3/ =1 — %2, y(0) =0, h=0.05, x € [0, 10].

2.3 Propiedades de estabilidad lineal de los
métodos de dos etapas.

2.3.1 Funcién de estabilidad lineal de los métodos de dos
etapas. Pasamos ahora a estudiar las propiedades de estabilidad lineal
de nuestros métodos de dos etapas (en su formulacion mas general).
Cuando aplicamos uno de estos métodos (expresado en términos de la



2.3. Estabilidad lineal 29

loglO(error)
A+
HEUNZ2
-6+
-s+
-10/
HEUNS
RKR3
124
‘ ‘ ‘ Time
o 0.5 1 1.5 2
Figura 2.2: 3/ =192, y(0) =0, h=0.01, = €0,2].
funcion G) a la ecuacion test dada por
y=\y, AeC, (2.51)
obtenemos una relacion del tipo
Yns1 = R(2) yn , (2.52)

donde R(z) denota la funcion de estabilidad lineal asociada al método
considerado, con z = hA. Mas aun, de las expresiones que definen k;
y s obtenemos las relaciones

ki = Ayn, (2.53)
s =z, (2.54)

que nos permiten deducir la siguiente expresion para la funcion de
estabilidad lineal

R(z) =1+ 2G(2). (2.55)
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2.3.2 Meétodos de dos etapas A-estables y L-estables.Es facil
deducir del apartado anterior que la funcién de estabilidad lineal de
un método de tipo polinomial es siempre un polinomio. Por tanto, no
es posible obtener formulas de tipo polinomial con buenas propiedades
de estabilidad lineal tales como A-estabilidad y L-estabilidad. No obs-
tante, también es claro que la funcion de estabilidad lineal asociada a
nuestros métodos de tipo racional viene dada por una funcién racional,
lo que permite albergar ciertas esperanzas a la hora de buscar férmu-
las A-estables y L-estables. Nuestras esperanzas se ven confirmadas
en lo que sigue y ello sin renunciar al orden maximo de consistencia,
que para el caso de dos etapas que nos ocupa venia dado por tres.

Por ejemplo, tomando d; = —1/2, dy = 1/12 y n; = d; = 0 para
i > 3 en (2.42) (recuérdese que ¢; = 2/3) se obtiene un método de
dos etapas de tipo racional y de orden tres cuya funcion de estabilidad
asociada viene dada por

124624 27
12— 62+ 227
esto es, el (2,2)—aproximante de PADE de la funcion e*. De este modo

obtenemos un primer método A—estable de dos etapas y orden tres,
que admite la expresion

R(z) (2.56)

12
=y bk () 9.57
Ynt1 = Yn + 1(12—65+32> (2.57)

en términos de s, y en nuestra primera formulacion vendria dado en
la forma

31K2 — 18k ko + 343

Es facil comprobar que la condicion (2.39) se satisface para los valores
de los parametros que hemos tomado, por lo que el método anterior
minimiza la parte principal del error local de truncacion.

Asimismo es sencillo obtener métodos L-estables de orden tres (da-
dos por una funcion G(s) racional). Por ejemplo, para la eleccion de
los parametros dada por dy = —2/3, dy = 1/6 y n; = d; = 0 para
i >3 (y ca =2/3), se obtiene una férmula de orden tres cuya funcion
de estabilidad lineal es el (1, 2)—aproximante de PADE de la funcion e*

16 k3
Yn+1l = Yn + h ( ! ) . (258)

6+2z2

R(z) = >T2%
(2) 6 —4z+ 227

(2.59)
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y es por tanto L-estable. En términos de s vendra dada por la expre-
sion

6—s
Ynt1 = Yn + 1(6—4s+s2) (2.60)

y en nuestra formulacion original toma la forma
10k — 2 k% ky
19k — 14k ko +3K3 )

Yn+1 = Yn + h < <261)

También es posible construir un método de tipo racional, orden tres
y L-estable cuya funcion de estabilidad lineal asociada es el (1,3)-
aproximante de PADE de la funcion e*

24 + 62
24 — 182+ 622 — 23
y que minimiza la parte principal del error local de truncacion (esto
es, se satisface la condicion (2.39)). Para ello basta tomarcy = 2/3 y
dy = =3/4,dy = 1/4, d3 = —1/24, n; = 0 para i > 3 y d; = 0 para
i >4 en (2.42), obteniendo de este modo la formula

R(z) =

(2.62)

24 — 65 + 52
i1 = Yn + Bk , 2.63
Yot = o ¥ 1(24—18s+632—33> (2.63)
esto es
94 k4 — 36 k3 ky + 6 k2 k2
n = UYn h 5 L 1 112 2 264
Ynt1 = Yn + (181kf—171k%k2+63k1k§—9k§ (2:64)

Notese que los métodos de orden tres que minimizan la parte principal
del error local de truncaciéon exhiben orden cuatro cuando son aplica-
dos a problemas lineales del tipoy’ = ay+ (3 (con o y [ constantes).

Conviene observar también en este punto que las funciones F
(homogéneas de grado uno) asociadas a los dos primeros métodos
(véase (2.58) y (2.61)) estan definidas en IR — {(0,0)}. Es facil
comprobar que en ambos casos existe el limite de F(z,y) cuando
(z,y) — (0,0) y vale 0, por lo que si tomamos F'(0,0) = 0, las funcio-
nes estaran definidas y seran continuas en todo IR

En el tercer método (véase (2.64)) la situacion es diferente, pues el
denominador de la funcién asociada F' se anula en una recta que pasa
por el origen y ademés no se puede extender a dicha recta de modo
que pase a ser continua. Esto habra de ser tenido en cuenta a la hora
de implementar dicho método.
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2.3.3 Experimentos numéricos con problemas rigidos.El es-
tudio teodrico de las propiedades de estabilidad no lineal de las formulas
que hemos construido es complicado (por la estructura no lineal que
presentan) y no lo abordaremos en esta memoria. No obstante, reali-
zaremos algunos experimentos numéricos con problemas no lineales y
rigidos del tipo ¢'(z) = f(y(x)), en los cuales f tiene una constante de
Lipschitz unilateral igual a 0. Sabemos que para este tipo de proble-
mas las soluciones son contractivas, esto es, dadas dos solucionesu y v
del problema se verifica que |u(z) —v(x)| < |u(zg) — v(zo)|, YV > xo.

Con el fin de ilustrar el comportamiento de nuestros métodos A-
estables y L-estables, consideraremos el siguiente problema

y = —byy+y?,

y(0) = a, (2.65)

que depende de los pardmetros positivosa, b y ¢, y cuya soluciéon viene

dada por
() = ‘” (2.66)
i cch(bex) +va? + Zsh(bex) '

La derivada parcial respecto de y de la funcion f(y) = —by/c? + y?
en (2.65) es

_ 2+ 212

fy - \/m Y
por lo que la funcién f tiene constante de Lipschitz unilateral igual
a0 (f, <0). Como consecuencia de lo anterior, las soluciones exactas
de este problema no lineal muestran un comportamiento contractivo.
De hecho las soluciones, tras una fase transitoria, tienden a la solucion
estacionaria y(x) = 0 (esto es, a la solucion que se obtiene tomando
a =0 en (2.65)). Mas aun, es facil deducir de (2.67) y de nuestro
comentario anterior que f, = —bc a lo largo de la integracion (al
menos después de la fase transitoria).

Aplicando las formulas obtenidas en el apartado anterior al pro-
blema rigido que obtenemos tomando b = 5y ¢ = 2000 en (2.65),
e integrando sobre el intervalo [0,1] con condiciones iniciales a =
5,10, 15,20, se obtienen las figuras 2.3 y 2.4 para el método A-estable
definido en (2.57) y las figuras 2.5 y 2.6 para el método L-estable de-
finido en (2.60), que muestran el comportamiento cualitativo de las
soluciones numéricas asi obtenidas. Para el método L-estable definido

(2.67)
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Figura 2.5: Paso fijo
h=0.1

Figura 2.6: Paso fijo
h =0.05

en (2.63) se obtienen figuras analogas (casi idénticas) a las corres-
pondientes al método (2.60). El comportamiento de las soluciones
numeéricas es contractivo en todos los casos, si bien es evidente que los
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métodos L-estables muestran un mejor comportamiento cualitativo.

Notese que para el rango de valores de la condicion inicial a que
estamos considerando, se tiene que f, ~ —10* a lo largo de la integra-
cion. Es facil comprobar que cuando aplicamos a este problema un
método Runge-Kutta explicito la integracion fracasa (se produce un
"overflow") a menos que tomemos el paso fijo h lo suficientemente pe-
queno. Esto es consecuencia inmediata de las regiones de estabilidad
absolutas que poseen dichos métodos.

Las soluciones numéricas que se obtienen al aplicar nuestras for-
mulas al problema (2.65) con los parametrosa, by ¢ fijados de modo
que se verifique la condiciéon bc >> 1 (que garantiza el caracter rigido
del problema) y paso fijo h = 0.1, muestran que el comportamiento
cualitativo de las soluciones no siempre es tan bueno. Por ejemplo,
cuando f,, dada por

3c? + 2y*
Yy (2 1+ 232

es grande (y por tanto f, es una funcién que varfa rapidamente) las
soluciones numéricas tienden al estado estacionario muy lentamente.
Sin embargo, disminuyendo el tamano del paso h las cosas mejoran
rdpidamente. De hecho, el tamano del paso que debemos tomar al
proceder con la integracion parece depender mucho mas del caracter
no lineal de f (mayor cuanto mayor esb) que de la rigidez del problema
(mayor cuanto mayor es bc).

Jow = — (2.68)

2.3.4 Construccion de métodos a partir de funciones de es-
tabilidad prefijadas. Vamos a describir a continuaciéon co6mo es po-
sible construir métodos de dos pasos de nuestra familia a partir de
funciones de estabilidad lineal prefijadas.

Conviene recordar que, como vimos en el apartado 2.3.1, al apli-
car un método de dos etapas descrito en términos de s a la ecuacion
test (2.51), obteniamos s = z (con z = Ah) independientemente del
valor del parametro ¢y considerado. Por otra parte, la funcion G que
determina el método de dos etapas considerado y la funcién de estabi-
lidad lineal R asociada al método estan relacionadas a través de (2.55).

Dada una funcion R(z), podemos construir una familia uniparamé-
trica de métodos de dos etapas cuya funcién de estabilidad lineal aso-
ciada venga dada por dicha funcion R(z). Basta observar que de (2.55)
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se deduce la relacion R .
maziﬁlﬂ (2.69)

z
que permite dar la familia uniparamétrica de formulas

R(s) —1

Ynt1 = Yn + W k1 G(s) = yn + h ks (2.70)

dependiente del parametro ¢y a través de ky y s que vienen dados por

-k

kl = f(yn) ) k2 = f(yn + hCZkl) ) S
Cgkl

(2.71)

El parametro co puede ser determinado en ocasiones de modo que la
formula resultante satisfaga alguna propiedad de interés.

Para ilustrar el procedimiento anteriormente descrito, considere-
mos la familia de funciones racionales

4 51— o)z + (8 — @)2?
S l-il+ )z + LB+ )]

R(z) (2.72)
dependiente de los dos parametros o y f3.

Es facil comprobar que la funcién R(z) es una aproximacion de
orden dos (al menos) a la funcién exponencial e* para cualesquiera
valores de a y 3, de orden tres (al menos) siaw # 0y = 1/3, y de
orden cuatrosia =0y f=1/3.

Un resultado de Liniger y Willoughby muestra que la funcion R(2)
es A-aceptable si y solo si se verifica quea >0y 8 > 0, y que es L-
aceptable si y solo sia = (3 > 0 (véase por ejemplo [27], pp. 233-234).

Para cada eleccion de los parametros v y 3 en (2.72), el procedi-
miento que acabamos de describir permite obtener una familia unipa-
ramétrica de métodos de dos etapas (dependiente decy), cuya funcion
de estabilidad lineal asociada viene dada por (2.72) y que admiten la
siguiente expresion

R(s)—1 1—1tas
il =Yn +hky| —— | =y + hk 2 :
Ynt1 = o+ 1( s > Yn -1 +a)s+ LB +a)s?

(2.73)

donde k; y s vienen dados como en (2.71).
De nuestros comentarios previos se deduce que los métodos asi
obtenidos son A-estables cuando tomamosa > 0y 3 > 0y L-estables
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si tomamos o = [ > 0. Mas aun, es facil comprobar a partir de las
condiciones de orden (para orden dos son (2.36) y (2.37)) que cualquier
método definido por (2.73) es de orden dos independientemente de los
valores que se tomen para los parametrosa, 5y ¢o. Tomando § = 1/3
y co = 2/3 se satisfacen también el resto de condiciones de orden
para orden tres (esto es, las condiciones (2.35) y (2.38)). Por tanto,
tomando = 1/3 y ¢; = 2/3 obtenemos métodos de orden tres que
son A-estables si ademas tomamos o > 0 y L-estables para el valor
a=1/3.

Notese que cuando la funcion R(z) es una aproximacion a la fun-
cion exponencial €* de orden al menos tres, bastarda tomar el valor
co = 2/3 en las expresiones que definen ko y s para poder garantizar
que el método construido a partir de dicha funcion R(z) sea de orden
tres.

2.3.5 Un método de dos etapas de tipo exponencial.Los mé-
todos GRK de dos etapas que hemos venido construyendo hasta ahora
eran de tipo polinomial o racional. Nos disponemos a dar un primer
ejemplo de método de dos etapas para el cual la funcion G que lo
caracteriza no es de tipo racional. Para ello, partiremos de la funcion
R(z) = e* y siguiendo el procedimiento descrito en el apartado ante-
rior, construimos una familia uniparamétrica de métodos cuya funcion
de estabilidad lineal viene dada por dicha funcion R(z) (con z = A h).
Obtenemos asi la familia de formulas

e’ —1
Yn+1 = Yn + hkl( s ) ) (274)

dependientes del parametro ¢, a través de (2.71). Los métodos asi
obtenidos aplicados a problemas lineales a coeficientes constantes (' =
ay + ), proporcionan la solucion exacta (en ausencia de errores de
redondeo). Por tanto, las formulas anteriores no son mejorables en lo
que respecta a sus propiedades de estabilidad lineal.

Si tomamos ¢ = 2/3 obtenemos un método de orden tres para
problemas escalares autéonomos, que integra exactamente problemas
lineales a coeficientes constantes.

Para ilustrar el comportamiento numérico de dicho método (el ob-
tenido de (2.74) tomando ¢, = 2/3 en (2.71)) lo aplicamos al problema
no lineal rigido considerado en (2.65) tomando los mismos valores que
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consideramos en el apartado 2.3.3. Se obtienen asi las figuras 2.7y 2.8.
Las figuras son casi idénticas a las obtenidas para el método L-estable

201 20t

15¢

101 \ \

7
Z

o \\,,,, ™ o &
072 0 0’6 0’8 1 o2 02 0’6 o'8 1
Figura 2.7: Paso fijo Figura 2.8 Paso fijo
h=0.1 h =0.05

del apartado 2.3.3. Conviene senalar sin embargo que, a la vista de
los resultados numéricos, las soluciones aproximadas que proporciona
este método exponencial tienden a mas velocidad al estado estaciona-
rio una vez que estan proximas a dicha solucion estacionaria (aunque
en las figuras no es posible apreciar esto).
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Capitulo 3

Métodos de p etapas.

Tras haber estudiado con cierto detalle los métodos GRK de dos etapas
en el capitulo precedente, nos proponemos ahora abordar el estudio
del caso general completando asimismo el andlisis de algunos aspectos
en los que no hemos incidido en el capitulo anterior tales como la cero
estabilidad, la consistencia y la convergencia de los métodos.

Empezaremos el capitulo dando la formulacién general de los mé-
todos de p etapas e introduciendo reformulaciones de los mismos (en
la linea de lo ya visto en el caso de dos etapas) que nos permitiran
simplificar el estudio posterior. Pasaremos después al estudio de la
convergencia y del orden de los métodos. Posteriormente, obtendre-
mos la forma general de los métodos de tres etapas y orden cinco, cen-
trando nuestra atenciéon en algunos métodos concretos con propieda-
des especificas tales como A-estabilidad, L-estabilidad, minimizacién
de la parte principal del error local de truncaciéon, etc. Para termi-
nar, realizaremos experimentos numéricos con las féormulas obtenidas
y comparaciones con otros métodos clasicos.

3.1 Expresion general de los métodos de p
etapas.

3.1.1 Descripciéon de los métodos de p etapas. Para el pro-
blema escalar auténomo dado por

()= fly(@), ylxo) =m0, (3.1)
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consideraremos la familia de métodos de p etapas definidos por

Yn+1 = Yn + th+1(k17 k27 ceey kp) ) (32)
donde

kl = f(yn)

ky = f(yn + hEa(k1))

ks = f(yn + hF3(k1, ks)) (3.3)

kp = f(yn + th(k17k27 .. '7kp—1))7

y donde para cadai con 2 < ¢ < p+1, las funciones F; son homogéneas
de grado uno, esto es, verifican que para todoa > 0y (x1, @9, ..., Ti_1)
en un cono 4; C IR se tiene que

Filax,axy,...,ax,1) = aFj(r),xe,...,21). (3.4)

De nuevo conviene observar (como ya hicimos en el capitulo anterior)
que para muchos de los métodos que consideraremos en lo que sigue,
la relacion (3.4) sera valida tomando 4; = IR y a € IR. Frecuen-
temente las funciones F; no estaran definidas en el punto (0,0, ...,0),
pero se podran redefinir por continuidad en dicho punto tomando
F;(0,0,...,0) = 0. En otros casos no sera posible hacer lo anterior
(véase el comentario que realizamos en el altimo parrafo del apar-
tado 2.3.2 al estudiar el método (2.64)) y ello habra de ser tenido en
cuenta a la hora de implementar los métodos.

Como ya hemos comentado, la familia de métodos que acabamos
de introducir generaliza la familia de métodos Runge-Kutta explicitos
de p etapas. De hecho, tomando F;(x1, za,...,7;—1) = an®1 + aprs +
o Faxior (2 <1 <p)en (33)y Fpp(z1,z2,...,2,) = by +
boxy + - - - + bz, en (3.2), obtenemos todos los métodos Runge-Kutta
explicitos de p etapas.

Mas atin, nuestros métodos pueden ser considerados como una ge-
neralizacion de los métodos Runge-Kutta explicitos en la que los coefi-
cientes pasan de ser constantes a depender de las etapas. Para mostrar
que esto es asi basta observar que por ser las funciones F; homogé-
neas de grado uno se verificara por el teorema de Fuler para funciones
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homogéneas
i—1 aE '
F‘z‘(kl,kg,...,lﬂpl): (kl,kg,...,kifl)kj 2§Z§p+1,
5 0%
(3.5)
y por tanto serd suficiente tomar el tablero de Butcher
az1
as1 a3z
ST (3.6)
apr Gp2 ~ - Opp—1
by by -+ byo1 b

donde los pardmetros a;; y b; vienen dados en términos de las etapas
k; y de las funciones F; a través de las relaciones

OF;

Qi = axj(k’l,kfg,...,k'i_l) (1§]<Z§p),
oF,
b= (koo ky) (1< <p). (3.7)

Asumiremos en lo que sigue que para cadai con 2 < i < p+1
estan definidas todas las derivadas parciales de las funciones F; hasta
un determinado orden ¢ > 1 y son continuas en un entorno del punto

(1,1,...,1) € IR"'. Como consecuencia de lo anterior, se tendra en
particular que los valores
c=F(1,1,...,1) 2<i<p+1, (3.8)

estan perfectamente definidos.

Como se pondra de manifiesto mas adelante, estos ¢; juegan un
papel similar al de aquellos asociados a los métodos Runge-Kutta.
De hecho, las etapas k; pueden ser vistas como aproximaciones a los
valores y/(x,, + ¢;h).

Los nuevos métodos de p etapas que acabamos de describir son di-
ficiles de estudiar debido al caracter no lineal que los mismos pueden
presentar a través de las funciones F; que los definen. Por razones
que ya hemos comentado en el capitulo precedente, y que se pondran
de manifiesto mas adelante al estudiar el orden de convergencia y las
propiedades de estabilidad lineal de los métodos, damos a continua-
cion una reformulacion de los métodos que simplificard nuestra tarea
considerablemente.
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3.1.2 Reformulaciéon de los métodos dep etapas. Asumiremos
en adelante que los valores ¢; = F;(1,1,...,1) son no nulos. Aunque
con esto se pierde algo de generalidad, es facil ver que para un ntimero
de etapas fijado (al menos parap = 2,3, 4) el orden maximo se alcanza
s6lo cuando todos los ¢; son no nulos, y por tanto todos los métodos
de interés (al menos desde el punto de vista del orden de consistencia)
seguirdn estando entre los considerados. Ademés obtendremos una
serie de ventajas adicionales que se iran poniendo de manifiesto en lo
que sigue.
Definamos los términos

k-

S
¢ ky

2<i<p, (3.9)

donde las etapas k; vienen dadas por (3.3). Cuando sea k; = 0 no
estaran definidos los términos s;, y simplemente tomaremos y,.1 = y,
en linea con lo ya comentado con anterioridad.

Como demostraremos en el Lema 3.1, se tiene que s; = O(h),
analogamente a como ocurria con el términos en el caso de dos etapas,
lo que facilitara el estudio posterior. De hecho, los términoss; pueden
ser considerados como aproximaciones a hf,(y,), pues se verifica que
si = hf,(yn) + O(h?) (si f es lo suficientemente regular), por lo que
podemos obtener aproximaciones a la matriz Jacobiana f, (y,) sin mas
que tomar s;/h.

Un proceso recursivo permite mostrar que las etapask; (con 2 <
i < p) se pueden obtener a partir de los valores dek; y s; con 2 < j <
1— 1. Como consecuencia de lo anterior, es posible reescribir cualquier
método de p etapas de los descritos anteriormente (ahora en términos
de ki y de los s;) en la forma

Yntl = Yn + hlep+1(32> SR 7310) ) (310)

donde los s; vienen dados por (3.9) en funcion de las etapas

k= f(yn)
]{?2 = f(yn + hleg)

ky, = f(yn + hk1Gp(S2, 83, ..., Sp—1))
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y las funciones G; se obtienen a partir de las funciones homogéneas de
grado uno F; (analogamente a como ocurria en el caso de dos etapas
en el capitulo anterior) a través de las relaciones

k2 kifl
Fky ko, ki) = ki Fy (1,22,
(1 2 1) 1 ( kl k1>

= k1E(1,1+CQSQ,...,1+Ci_18i_1), (312)
sin mas que tomar
Gi(SQ, S3,..., 82‘_1) == .FZ(L 14+ C289,..., 1+ Ci_lsi_1> > (313)

para 2 < i < p+ 1. Noétese que cuando i = 2, Gy es simplemente la
constante Gy = Fy(1) = cs.

De la relacion (3.13) se deduce que para cadai con 2 < i < p+1 las
derivadas parciales de las funciones GG; existen y son continuas hasta un
determinado orden ¢ > 1 en un entorno del punto (0,0,...,0) € IR,
y por tanto se tendra que ¢; = G;(0,0,...,0).

A partir de las relaciones anteriores es posible reescribir cualquier
método (3.2) en la forma (3.10).

Reciprocamente, también es posible obtener las funciones homogé-
neas de grado uno F; a partir de las funciones G;, esto es, obtener a
partir de cualquier método descrito en términos de k; y de los s;, su
formulacion en términos de los k;. Para ello, basta tomar

ky — ky kioy — Ky

g e ey

E(k1>---,ki—1)=k1Gi( >, 2<i<p+1.

(3.14)

coky Ci—1kq
Cuando ¢ = 2, tomaremos Fy(k1) = k1Gs.

Antes de pasar al estudio de la consistencia y convergencia de los
métodos, veamos el siguiente lema que garantiza (bajo hip6tesis poco
restrictivas) que s; = O(h).

Lema 3.1 Supongamos que f : IR — IR en (3.1) es continua y Lips-
chitziana con constante de Lipschitz L, esto es: |f(y) — f(y*)| <
Lly —vy*|, Yy,y* € IR. Supongamos también que para cada j con
2 < j <p+1 las funciones G; en (3.13) son continuas en un en-
torno W;_o del punto (0,0,...,0) € IR"? y que los términos s; (con
2 < i < p) vienen dados como en (3.9) en funcion de las etapas k;
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de (3.11) con y en lugar de y,. Entonces, para cada € > 0 existe un

hy > 0 tal que se verifica

‘Ci‘ +¢€
il

|G(s2,83,...,85-1)] < lejl+e, 2<ji<p+1, (3.15)

hL

IN

’Si’ ) 2§Z§Pa

para todo h con 0 < h < hy y para todo y € IR tal que f(y) # 0 (esto
es k1 #0).

Recordemos que ¢; = G;(0,0,...,0), como hemos apuntado anterior-
mente.
Demostracion
La demostracion se sigue de la condicion de Lipschitz que satisface
la funcion f y de que las funciones G; son continuas en un entorno
W;_5 del punto (0,0,...,0) € IR’72, por un procedimiento recursivo.
De la continuidad de las funciones G; en W;_5 se sigue que para
cada € > 0 existe un § > 0 de modo que si 1<1£1<apx_1\xi| < § se verifica

que |Gj(x1,22,...,xj-2)| <|¢j|+epara3 < j <p+1. Cuando j =2
se tiene que Gy es constante y por tanto también se verifica en este
caso |G| = |ea| < |ea| + €.

Ahora, de la condicién de Lipschitz que satisface la funcion f,
tomando h; = 52%1%,(‘67?”(6 + |ci|)L) se obtiene recursivamente

|k1 — kl‘ . ‘f(y + hlei(SQ, 83, .., 81;1)) — f(y)|

5| = =
l i [k
hL i
< — ‘Gi(SQ,S;J,,...,sFl)‘ < hL |C | +€7
|Ci| |Cz|
|Giv1(82,83, .. .,81)] < |eiwa] +e, (3.16)

paracadatcon2<:1<p, 0<h<h;yparacaday €IR. O

Notese que para los valores de y,, tales que f(y,) = 0 (y por tanto
k1 = 0) tomébamos y,+1 = yn, por lo que es irrelevante que en este
caso los s; no estén definidos.

Obsérvese asimismo que cuando k; = f(y) = 0, supuesto que el
punto y es un cero aislado de la funcion f, podriamos haber definido
los s; a través del limite (cuando exista)

ki — Ky
s; = lim )
k1i—0 ¢; k’l

(3.17)
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En este caso, consideremos una sucesion (y(”))ne]N con y™ — y tal
que para todon € IN f(y™) # 0. Obviamente se verifican las desi-
gualdades (3.16) para estos valoresy™, por lo que en el limite cuando
y™ — y también han de verificarse. De este modo, las conclusiones
del lema siguen siendo validas también cuando k; = 0.

3.2 Convergencia de los métodos de p eta-
pas.

3.2.1 Consistencia y orden de los métodos dep etapas. En lo
que sigue, asumiremos que la funcion f : IR — IR en (3.1) es continua
v que existe una constante L (constante de Lipschitz) tal que se verifica

|f(y) = f(w)| < Ly — v, (3.18)

para cualesquiera y,y* € IR (condicién de Lipschitz).

Es bien conocido que, en las condiciones anteriores, para cadayy €
IR existe una solucion tnica y(x) al problema de valores iniciales (3.1)
(en cualquier intervalo [zg, b]) que es continua y diferenciable.

Estudiaremos a continuacién la consistencia de los métodos dep
etapas descritos por (3.2). Para ello, supondremos tnicamente que
y'(z) existe y es continua en un cierto intervalo [z, b].

Las demostraciones las realizaremos suponiendo en todos los casos
que las funciones F; que definen los métodos son homogéneas de grado
uno en IR".

Usando las notaciones de Henrici para métodos de un paso, nues-
tros métodos pueden expresarse en la formay, 1 = v, +h P (2, yn, h)
donde la funcion ® (que en el caso que nos ocupa no depende de
explicitamente por ser el problema (3.1) autonomo) viene dada por

(I)(y, h) = Fp+1(l€1, k’g, ey kp) N (319)
en términos de las etapas k;
ki = f(y)
ko = f(y + hFy(ky))

ks = f(y + hF5(k1, ko)) (3.20)

k’p = f(y + th(k’l, k’g, N kp—l)) .
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Definimos el error local de truncacion T'(x, h) asociado a cada uno
de los métodos por

T(x,h) = y(lx+h)—y(z) — hd(y,h) (3.21)
=y(x+h) —y(x) — hFpp1(k1, ko, ... kp), T € [x0, 0],

donde h > 0 y las etapas k; vienen dadas por (3.20), donde ahoray(z)
es la solucion exacta de (3.1).

Definicién 3.2 Diremos que el método

Yn+1 = Yn + th+1(k17 k27 ey kp) ) (322)

es consistente (con el problema (3.1) satisfaciendo las condiciones im-

puestas) si
Tz, h)
uniformemente para x € [z, b].

Como es bien sabido, la consistencia es una condicién necesaria para
la convergencia, por lo que deseamos obtener la condicién que han de
satisfacer nuestros métodos para ser consistentes. Estamos en condi-
ciones de dar el siguiente teorema:

Teorema 3.3 El método
Yn+1 = Yn + th+1(k17 ka ooy kp) ) (324)

es consistente con el problema (3.1) (bajo las anteriores hipdtesis) si
y solo si se verifica que

Cp+1 :Fp+1(1,1,...71) =1. (325)

Demostracion
Para cada = € [z, b] y cada h > 0 se tiene por el teorema del valor
medio que

y(x+h) —y(x) = hy'(a,), (3.26)
para cierto o, € (z,z + h). Se sigue de (3.21) que

T(z,h)
h

= y/(C(x) — Fp+1(k1, kg, Cey kp) . (327)
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En el limite cuando h — 0 se tiene que y/(c,) — ¥'(z) uniformemente
para = € [xg,b]. Ademas k; — k; para cada i con 2 < i < p. Final-
mente, por ser F),; continua y homogénea de grado uno se verificara

. T(x,h)
R

= (1 _Fp+1(1>17“'71))f<y(x))7 (328)

(yaque v/ (x) = f(y(z)) y k1 = f(y(z))) y es facil deducir la condicion
de consistencia (3.25). O

Notese en este punto que, usando las notaciones de Henrici para
métodos de un paso. la condicion de consistencia (3.25) podria darse
en la forma equivalente ®(y,0) = f(y).

Se comprueba sin dificultad que la condiciéon de consistencia para
los métodos expresados usando la nueva formulacion descrita en el
apartado 3.1.2 viene dada por G,11(0,0,...,0) = 1.

Definimos ahora la consistencia de orden ¢ andlogamente a como
se hace para otros métodos de un paso.

Definicion 3.4 Diremos que el método (3.2) es consistente de orden
q (con el problema (3.1) ), siq es el mayor entero para el que existen
un N >0 y un ho > 0 tal que se verifica que sup |T'(x,h)| < N h?H!

zo<x<b

para todo h € (0, ho).

Si todas las derivadas parciales de f(y) hasta orden ¢ existen y son
continuas, entonces la consistencia se sigue de la consistencia de orden
q=>1.

3.2.2 Convergencia de los métodos de p etapas. Ahora esta-
mos en condiciones de abordar el estudio de la convergencia de los
métodos GRK, para lo cual consideraremos el error global, esto es,
el error en la soluciéon numeérica al cabo de varios pasos. En lo que
sigue, se considerara el tamano de paso h fijado con el fin de simpli-
ficar el estudio, pero todos los resultados que obtendremos seguiran
siendo validos con ligeras modificaciones en otros casos. Nuestra tarea
se reduce a estimar el error global y esto se puede llevar a cabo de dos
maneras distintas:

e Considerando los errores locales y como se propagan a lo largo
de las curvas solucion (exactas).
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e Estudiando como se propagan los errores locales de truncaciéon
a lo largo de las soluciones numéricas.

Para méas detalles véanse [18] y [12]. La primera estrategia es més
sencilla y puede proporcionar cotas muy ajustadas del error global
cuando se dispone de estimaciones precisas del error propagado para
las soluciones exactas. No obstante, nosotros seguiremos la segunda
estrategia por ser la més frecuentemente utilizada. Esto es debido
fundamentalmente a que esta segunda estrategia es facilmente gene-
ralizable al caso de métodos multipaso y puede ser una herramienta
importante en el estudio de la existencia de desarrollos asintoticos.

Analogamente a como ocurre con otros métodos de un paso, nece-
sitamos mostrar que la funcion ®(y, h) = F,1(k1, ko, . .., k) satisface
una condicion de Lipschitz en la variabley para valores del paso h su-
ficientemente pequenos. Esta propiedad se deduce sin dificultad para
la mayoria de los métodos de un paso, a partir de la condicion de
Lipschitz que satisface la funcién f. Para nuestros métodos, la tarea
es bastante més complicada debido a que las féormulas muestran en
general una dependencia no lineal de las etapas, a diferencia de lo que
ocurre con los métodos Runge-Kutta, por poner un ejemplo. Antes de
nada necesitamos algunos resultados previos.

Lema 3.5 Si todas las derivadas parciales de las funciones F; hasta
orden q > 1 existen y son conlinuas en un entorno convexo W;_ 1 del
punto (1,1,...,1) € lRifl, entonces existe una constante A tal que
para todo h con 0 < h < hy y para cualesquiera y,y* € IR se verifica

|y, h) — @(y", h)| < Aly—y|. (3.29)

Demostracion

Empezamos observando que para cadat con 2 <i < p+ 1y para
cualesquiera y,y* € IR tales que f(y) # 0y f(y*) # 0 (y por tanto
k1 # 0y ki # 0) se verifica que

Fiky, ... kioy) — Fi(kt, ... k")) (3.30)

ks ki ks kx|
=k Fl1,2 ..., — k1,22, X

k=K ks ki ky ki




3.2. Convergencia de los métodos 49

ki + k% ko ki1 k3 ki
i 2 B _pp B ey
T ( ( 3 k) ( BUH

donde los k; y los k; vienen dados a través de las relaciones (3.20) (en
el segundo caso con y* en lugar de y). Al final de la demostracion
comentamos como proceder en el caso en el que f(y) =0y/o f(y*) =
0.

Ahora probaremos algunas desigualdades que necesitaremos mas
adelante. A partir de la condicion de Lipschitz que satisface la funcion
f se deduce que

ky — K| < Lly —y7|, (3.31)
ki — k7| < Lly —y*| + hL|Fy(ky, . hica) = Bk, k)]

para cada ¢ con 2 <7 < p.

De la continuidad de la funcion f se deduce que para cada e > 0
existe un h; > 0 tal que para cualesquiera y,y* € IR se verifica que
|(ki/k1) — 1] < ey [(kf/k}) — 1] < € (2 < i < p) para los valores
de h con 0 < h < hy. Tomando € > 0 lo suficientemente pequeno,
podemos asegurar de este modo que los puntos (1, ko/k1, ..., ki_1/k1)
y (L ES/KY, ... kI /k}) pertenecen al entorno W,;_; para los valores
de h con 0 < h < hy. Por tanto, a partir del teorema del valor medio
se deduce que para los valores de h con 0 < h < h; ha de verificarse
que

ks ki k3 kr Lk K OF,
EllL—= ..., —Fl1,=,...,= :§ A D),
( ]{31 kl ) < k‘ik ki o kl k‘f amj (5)

2

(3.32)
para cada i con 2 <1t < p+ 1, para ciertos puntos intermedios §; en el
segmento contenido en W;_; que une los puntos (1, ko/k1, ..., ki—1/k1)

y (17 k‘;/k‘f, ey k‘lz*—l/kq)

De la continuidad de las derivadas parciales de primer orden de las
funciones F; en W;_; se deduce que para cada € > 0 existe un hy > 0
tal que para los valores de h con 0 < h < hy y para cada y € IR se
verifica que

k ki
F(1,2, 22 )| < |al+e, 2<i<p+1, (3.33)
ky by

OF; 1]€2 Fi1 <lejl+e 2<i<p+1, 2<j<i-1
— ... Ci i €, ST S s ~ ~17—1,
8:17] )k17 7]{31 i p .]
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donde
oF;
Cii =

¢ =F(1,...,1) (1,...,1).

Es facil ver que tomando hy = min(hy, he) se verifica para los valores
de h con 0 < h < hg la relacion (3.32) donde ahora

OF;
’ S |Ci,j’ + €. (334)

0. (€

Necesitaremos también la siguiente identidad

ki kf ki kf
i +k) | —— 2 )=k —k)|—+ 2 2(k; — kI .
k) (- ) = 0= (i) 2t - k), (39

facil de comprobar, de la que se deduce a partir de las desigualda-
des (3.31) que ha de verificarse

*

‘(kl + k) <Z — Zi>| <2(2+¢)Lly — y*| + 2hLyv;, (3.36)
donde

vy = |Fiky, .. ki) — F(kr, k)], 2<i<p+1. (3.37)
Notese que v,11 = |P(y, h) — ®(y*, h)|.

Ahora de las desigualdades anteriores se obtiene la siguiente for-
mula recursiva

—1
v; < (|Ci| +e+ (246 (el +€)> Ly —y*|

j=2
i—1
+hL Z(|Ci7j| + 6) Vi, (338)
j=2

valida para todoi con 2 <17 < p+ 1.
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Introduciendo las notaciones v = (vg,13,...,vp11)%, C° = (€ +
T
cal, e+ Jesl, .oy e+ |epra])t y
0 0 0 e 0 0 0
51 0 0 e 0 0 0
i Clo 0 0 0 0
Cy = : : : : : (3.39)
€ € € "
Cp—11 Cp-12 Cp_13 . 0 0 0
€ € € €
Cpa Cp,2 €p3 Cpp—2 0 0
€ € € € €
Cpr11 Cpr12 Gpr13 Cpr1ip—2 Cpiip-1 O

donde los ¢ ; vienen dados por ¢ ; = € + |c; ;|, podemos reescribir las
desigualdades (3.38) en la forma

v<(C°+(2+¢)C51) Lly —y*| + hLCY v, (3.40)

donde las desigualdades han de considerarse componente a compo-
nente y 1 viene dado por 1 = (1,1,...,1)T. Ahora es facil deducir
que se verifica

(I — hLCS)v < (C°+ (2 + €) C5 1) Ly — v . (3.41)

Tomemos ahora hg > 0 con hg < h3 lo suficientemente pequeno como
para que se satisfaga que hL||Cg|| < 1 para todo h con 0 < h < hyg
(donde || - - || es cualquier norma matricial). De lo anterior se sigue
que existe la matriz inversa (I — hLCg)™! y que todos sus elementos
son no negativos. Por tanto, obtenemos

v< (I —hLCH)(C+ (2+4¢) CyM) Ly — v, (3.42)

para los valores de h tales que 0 < h < hgy y se deduce sin dificultad
que ha de verificarse

Vpr1 < ep(I —hLCH) ™ (C+ (2+€) C51) Ly — v, (3.43)

con e, = (0,...,0,1) € IR’. Finalmente, teniendo en cuenta que
Vpr1 = |®(y,h) — ®(y*, h)|, se sigue el resultado deseado para los
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valores de h verificando que 0 < h < hg y para cualesquiera y, y* € IR
(tales que f(y) # 0y f(y*) # 0), sin mas que tomar como constante
de Lipschitz

A=e,(I —hoLCH) 7 (C+ (2+€)CyN) L. (3.44)

En el caso en el que sea f(y) = 0 y/o f(y*) = 0 la demostracion
ha de ser modificada como vemos a continuacién. Supongamos que
fly*) =0y f(y) # 0, esto es, kf = 0y ki # 0. En este caso se
verifican las relaciones

k1| = [k — Ey| < Ly — vy, (3.45)

ko k
Fp+1 <]_,k:1,,kllj>‘ S |Cp+1|+€7

(la segunda para h suficientemente pequeno). Observando que en este
caso es (y*, h) = 0 se deduce que

By, h) — By )| = [Fyor(kr, koo )|

ko k
F 1,—,...,-2
p—‘rl(akla 7k1>

< (lepsa| +€)Lly — vy, (3.46)

= |ki|

tomando h suficientemente pequeno. Por tanto, bastaria tomar A =
(lcp+1| + €)L en este caso y tras compararlo con el obtenido en (3.44)
quedarnos con el mayor. En el resto de los casos se hace andlogamente.
a

Definicion 3.6 Diremos que el método (3.2) es convergente si, para
todo x € [xg,b], en el limite cuando h — 0 (con x, = x fijado) se tiene

que y, — y(x).

Ahora estamos en condiciones de probar la convergencia de los
métodos GRK

Teorema 3.7 Bajo las hipdtesis anteriores, cualquier método (3.2)
consistente es convergente.
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Demostracion
De la condiciéon de Lipschitz (3.29) que verifica la funcion @, se
deduce que para h suficientemente pequeno ha de verificarse

ir1 — v < (L +hA) |y — yf| < exp(hA) |y — 7] - (3.47)

Consideremos la soluciéon numérica para un puntox > xy, obtenida
al cabo de un nimero determinado de pasos de tamano fijoh = z;,1 —
z; (0 < i <n-—1)de modo que x,, = x. Nuestra tarea se reduce a
estimar el error global £ = |y(x,) — y,| en el punto x > xy y para
ello seguiremos la segunda estrategia anteriormente descrita. Para el
error global en el punto z,, = x se verifica

E = y(zn) = ynl <D |yni — Ynial, (3.48)
i=1

donde con y,; denotamos la aproximacién obtenida al cabo den — 1
pasos (y;; j =1+ 1,i4+2,...,n), partiendo del valor de la solucion
exacta y;; = y(x;) (como condicién inicial en el punto z;) y utilizando
el método (3.2). Notese que con nuestras notaciones se tiene que
Ynn = Y(Tn) ¥ que yno = Yn. Pasamos a acotar cada sumando del
segundo miembro de (3.48). Parah suficientemente pequetio se verifica
a partir de la desigualdad (3.47) que

Ui — Yni—1] < (L4 RN Jyis — yii| (3.49)
< exp((n —9)hA) [yii — viia|, 1<i<n.

Notese que x; = g + ih y por tanto (n — i)h = z,, — x;. Conviene
observar que l; = y;;— ;-1 = T(x;_1, h) es el error local de truncacion
asociado al paso i—ésimo en el punto z;. Por tanto, se deduce de (3.48)
y de (3.49) que

exp(A(z, —zg)) — 1
exp(Ah) — 1

E=ly(zn) —yn| <1
l
< _ _
< 1 (exp(A(z, — z0)) — 1), (3.50)
donde [ = 1r£1a<X]ll-|. Finalmente, cuando h — 0 (con nh = x —

fijado) se tiene por la consistencia que l/h — 0 y la convergencia se
sigue trivialmente de la anterior desigualdad. O
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Definicion 3.8 Diremos que el método (3.2) es convergente de orden
q si para todo x,, € [xo,b] (con x, = x fijado) y para todo h € (0, hy|
existe una constante M > 0 tal que se verifica |y(x,) — yn| < M h9.

Veamos que cualquier método consistente de ordeng es convergente
de orden q.

Teorema 3.9 Bajo las hipdtesis anteriores, cualquier método (3.2)
consistente de orden q es convergente de orden q.

Demostracion
La demostracion es consecuencia inmediata de (3.50), observando
que ahora [ < N h?*! para h suficientemente pequefio y que por tanto
se verifica
N patl exp(A(w, — x9)) — 1
exp(Ah) —1

E=y(r,) —yal <

< ]th (exp(Almn —20) = 1), (3.51)

por lo que basta tomar M = (N/A) (exp(A(b—z0)) —1). O

Conviene advertir en este punto que los errores de redondeo que
se producen en cada paso de la integracién no han sido tenidos en
cuenta en el estudio anterior. A este respecto sélo comentaremos que
como ocurre con otros métodos, existe un tamano minimo de pasoh
(que depende de la precision utilizada) por debajo del cual los errores
debidos al redondeo son mayores que los errores de truncacién.

3.3 Meétodos de tipo polinomial.

3.3.1 Expresion de los métodos de p etapas de tipo po-
linomial. Anédlogamente a como hicimos en el capitulo precedente
cuando estudidbamos los métodos de dos etapas, empezaremos pres-
tando atencion a la subfamilia de métodos de p etapas de tipo po-
linomial, esto es, a los métodos de p etapas dados a través de las
expresiones (3.2-3.3) donde todas las funciones F; (con 2 < i < p+1)
son homogéneas de grado uno que admiten una expresion del tipo

" J2 J3 . Ji—1
F ) XT3 Ti1
i(xl7 T2y .. ,]}i_l) = E Aj2j3'“jz‘71 T <) () ce ( ’

Je+jz+...+ji—1=0 ! o1 1

(3.52)
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para ciertos enteros no negativos r; .

La anterior subfamilia de formulas de tipo polinomial contiene to-
dos los métodos Runge-Kutta explicitos de p etapas. De hecho, basta
tomar r; = 1 en (3.52) para obtenerlos de (3.2-3.3).

Como veremos en lo que sigue, restringimos nuestra atencion a la
anterior subfamilia de métodos porque, andlogamente a como ocurria
en el caso de dos etapas estudiado en el capitulo anterior, podemos
reescribirlos en términos de unas funcionesGG; de tipo polinomial. Esto
simplificara considerablemente el estudio de las condiciones de orden, y
ademas permitird obtener de manera sencilla las condiciones de orden
para los métodos mas generales a partir de las condiciones de orden
de los métodos de tipo polinomial.

Recordemos que con la nueva formulacion descrita en el apar-
tado 3.1.2 se tiene que

Cki—k

2<i< .
ok 2Sisp (3.53)

Si
donde los términos s; verifican que s; = hf,(y,) + O(h?), lo que sera
de utilidad cuando nos ocupemos del estudio de las propiedades de
estabilidad lineal de los métodos y simplificara considerablemente el
estudio de las condiciones de orden de los mismos.

En términos de k1 y de los s;, el método precedente (de tipo polino-
mial) toma la forma (3.10-3.11), donde las funciones G; vienen dadas
en términos de los s; y de las funciones F; (homogéneas de grado uno)
definidas en (3.52) a través de las relaciones

Fy(ky, ko, ... ki1) = kyF L@%.”,&‘l (3.54)
ko ko

= kiFi(L,1+cosg,...,1+cim151),
validas para 2 < ¢ < p+ 1, tomando

Gi<82, S3, ... ,51;1) = Fl(l, 1+CQ 59, ..., 1+Ci,1 81;1) s 2 S 7 S p—|—1
(3.55)
Por tanto, las funciones GG; vendran dadas por una expresion del tipo

T
_ J2 ,J3 Ji—1
Gi(z9,23,...,2i-1) = ¢ (1 + Z Ajrjsjio1 2 23 " Zic1 ) :

Jotjzt..tji1=1
(3.56)
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Notese que para esta subfamilia de métodos todas lasG; son funciones
polinomiales de los s; y por ello denominamos a tales formulas métodos
de tipo polinomial.

Ahora pasamos a estudiar el orden maximo que es posible alcan-
zar, en términos del ntimero de etapas considerado, para los métodos
de tipo polinomial. En adelante supondremos que la funcién f es lo
suficientemente regular como para poder asegurar que todas las deri-
vadas parciales que apareceran en los desarrollos de Taylor del error
local de truncacion tengan sentido.

3.3.2 Orden de los métodos de dos etapas de tipo polino-
mial. En el capitulo anterior, si bien con notaciones ligeramente dis-
tintas, ya obtuvimos las condiciones de orden para los métodos de dos
etapas de tipo polinomial y vimos que el orden maximo alcanzable era
tres. Ahora simplemente recogemos de forma resumida los resultados
alli obtenidos con las notaciones que hemos introducido para el caso
general de p etapas.

Las condiciones de orden para orden tres (con las nuevas notacio-
nes) toman la forma

=1, (3.57)
czap = 1/2, (3.58)
c3coaq = 1/3, (3.59)
csay = 1/6, (3.60)

por lo que cualquier método de orden tres de dos etapas de tipo poli-
nomial admite una expresion del tipo

Yn+1 = Yn + hE1G3(s2) , (3.61)

donde las etapas k1, ky v el término s; vienen dados por

2 (ke — k
kv = f(yn), ko= f<yn - hk1> , S = 3ke — k) (3.62)
3 2k
y la funcion Gs es de la forma
1 Ly &
Gs(sa) =1+ =so+—s5+ > a;sh, (3.63)

2 6 =3
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donde los parametros libres a; (con i > 3) pueden tomarse arbitraria-
mente.
Las condiciones adicionales para orden cuatro vienen dadas por

cscaay = 1/4, (3.64)
C3Ca09 — ]./6, <365>
C3a3 — 1/24, (366)

y aunque, como ya comentamos en el capitulo anterior, no es posible
obtener métodos de orden cuatro de dos etapas, se puede minimizar la
parte principal del error local de truncacion tomandoas = 1/24 (con
lo que se satisface la condicion (3.66)). De este modo, los métodos
resultantes exhiben orden cuatro cuando los aplicamos a problemas
lineales con coeficientes constantes.

3.3.3 Orden de los métodos de tres etapas de tipo polino-
mial. Veamos ahora que es posible obtener una familia de métodos
de tres etapas y orden cinco de tipo polinomial. Como ya ocurria
para los métodos de dos etapas, s6lo algunos de los parametros libres
de que disponemos apareceran en las condiciones de orden. Esto es
consecuencia de que, como ya hemos comentado con anterioridad, los
términos s, y s3 son O(h). No obstante, las condiciones de orden
resultantes son todavia relativamente complicadas, por lo que defini-
remos un nuevo término sz = s3 — sp que simplificard aun mas nuestro
estudio. El nuevo término S3, que sustituira al término s3, verifica que
53 = O(h*) (por ser s; = hf,(y,) + O(h?) para i = 2,3). Esto permite
asegurar que el nimero de pardmetros involucrados en las condicio-
nes de orden serd inferior. Cualquier método de tres etapas de tipo
polinomial puede ser descrito mediante una expresion del tipo

Ynt1 = Yn + hk‘1é4(32, 33) (3.67)
donde 53 = S3 — s9, y S92 y s3 vienen dados por
ki — k1 .
P = , 2<1<3, 3.68
° C; ]{71 ¢ ( )

en términos de las etapas k; (con 1 <1 < 3)

kl - f(yn) ) kQ - f(yn + hleQ) ) k3 = f(yn + hleS(SQ)) )
(3.69)
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y donde las funciones G, G5 y G4 vienen descritas por
G2 = C2,

G3<82> = C3 (1 + ZG@S%) ,
=1

~ ';:4 . .
G4(Sg,§3) = C4 (1 + Z aijs§§‘§> . (370)

i+2j=1

Se comprueba sin dificultad que para orden cinco es suficiente conside-
rar los parametros en (3.70) que se obtienen tomandors; = 3 y 7y = 4,
esto es, las condiciones de orden (para orden cinco) quedan comple-
tamente determinadas en funcion de los parametrosc; (2 < i < 4), a;
(1 <i<3),yay (1 <i+2j<4). Esto es consecuencia inmediata de
que sy = O(h) y de que 33 = O(h?).

Las condiciones de orden que ha de satisfacer un método de tres
etapas de tipo polinomial para tener orden cinco vienen dadas por

a=1 (371

cuarg = 1/2,  (3.72)

cq (c2(arp — apr) + czapr) = 1/3,  (3.73)

cq (ago + ajag) = 1/6, (3.74)

4 (cg(alg —apy) + C%Clgl) = 1/4, (3.75)

cq (e2(2a90 — ary + arao) + cs(ann + 2a1a01)) = 1/3, (3.76)

cq (ago + araiy + azagy) = 1/24, (3.77)

4 (cg(aw —ap) + cgam) = 1/5, (3.78)

cy (03(2@0 —an + ayae;) + c3(ay + 3a1a01)) = 7/20, (3.79)
04(03(@0—&11—|—a02)+0203(a11—2a02+2a1a01)+c§a02) = 2/15, (3.80)

cq (c2(3agg — agy + 2aq(a1n — agz) + 2aza01)

+03(CL21 -+ 2@1(@11 —+ CL(]Q) —+ (CL% + 2a2)a01)) = 11/60, (381)
Cy ((140 + ajas; + a%CLOQ + asaq1 + a3a01) = 1/120 (382)

Es sencillo comprobar que el sistema anterior admite infinitas solucio-
nes. De hecho, existen dos familias doblemente infinitas de soluciones
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que se obtienen en términos de los parametros libres as v as. Los
coeficientes restantes se calculan del modo siguiente:

Paso 1. Obviamente ¢4 = 1 por (3.71). Los coeficientes a1, ao,
co v c3 se calculan resolviendo el sistema formado por las ecuacio-
nes (3.72), (3.73), (3.75) y (3.78). Se obtienen asi un par de soluciones.

Paso 2. Ahora, para cada una de las soluciones obtenidas, podemos
obtener ay, asg, ay1 y apz sin més que resolver el sistema lineal dado
por las ecuaciones (3.74), (3.76), (3.79) y (3.80).

Paso 3. Finalmente, se obtienen los coeficientes aqg, azy y a2
resolviendo el sistema lineal dado por las ecuaciones (3.77), (3.81)
y (3.82) (en términos de los parametros as y as).

Se obtienen asi

6F V6 6+ 6  —3+2V6

2= " 0 9T g o azl a=s—7F
1 9+ 6 3F V6 3+2V6
Q10 = 5 Qo1 = 36 , Q0 = 12 ) allzTa
1+ 46 —-9F6
ag2 = 72 , asp = T a2,
—(3+ 1lay) & (1 — 4az)V6
o1 = )
24
ta — —3(3 — 10ay + 30a3)3;_to(3 + 20ay — 10a3)v/6 | (3.83)

El resto de parametros se pueden tomar de manera arbitraria.
Para orden seis, hay que anadir a las condiciones (3.71-3.82) las
condiciones adicionales (ahora es suficiente tomarry = 4y 7y = 5

n (3.70))

Cyq (Cg(alo — CL01 + C3CL01) <384)
Cy (62(26L20 —an + a1a01) + 03 ai + 4@1(101 ) 11/30 3. 85)
(202(&20 — a1y + agz) + ces(ay — 2apz + 2a1a0;)

+cacs(ay — 2apy + 3aragr) + 2c3a02) 4,  (3.86)

Cy4 (02(36130 — a1 + 2a; (a1 — ap2) + 2aza0

)
‘|—C3(CL21 + (11(3CL11 + 2@02) + 3 CLl + a9 CLOl)) = 4/15 3 87)
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C4 (c§(3a30 — 2a91 + a1z + a1 (a1 — 2ap2) + asapr)
+20503(a21 — a1z + a1(2a11 — agz) + (af + 2a2)ag)
+c3(a + 4a1a02)> =17/90, (3.88)
Cq (02(46640 — a1 + a1(3as1 — 2a12) + 2(a] — az)agp:
+3asa11 + 3agap) + cs(asi + 2(a1(ag + ai2)
+(2a2 + ag)agy + (arag + as)agy) + (a2 + 2a2)a11)> = 13/180,(3.89)
ca(aso+ar(ag +ar1a12+2a2a02) +asa91 +asar; +asap) = 1/720. (3.90)

Es facil comprobar que no existe ningin método de tres etapas de
tipo polinomial y orden seis, sin mas que observar que las condicio-
nes (3.83) (para orden cinco) y (3.84-3.90) (para orden seis) no pueden
satisfacerse simultaneamente. De hecho, las condiciones (3.84-3.86)
no pueden ser satisfechas y los coeficientes de los términos asociados
a dichas condiciones en la parte principal del error local de truncacion
son los mismos para cualquier método de orden cinco. Sin embargo,
si es posible satisfacer las condiciones (3.87-3.90) tomando

—519 + 2261/6 —103 + 4216
g = y, Q= —————,
300 864
e — 73 (119 + 660a3) + 5 (25 — 144a3)v/6
T 4320 ’
(225974-2400a;5 —7200a4) F 8 (1143 —200a3+100a4)v/6
asp = 53300 , (3.91)

y obteniendo de este modo métodos de tres etapas y orden cinco que
minimizan la parte principal del error local de truncacion. Notese que
ahora los coeficientes asg, as; y a0 vienen dados en (3.83) por

221 F101V6 ~ —123F22V6
O S VYT
59 — 180 2 (9 + 10a3)V/6
a4 = ( a3) :;20( i CL3)\/_’ (3-92)

como se comprueba sin mas que sustituir los valores (3.91) en las
expresiones que definian dichos coeficientes en (3.83).

3.4 Meétodos de tipo racional.
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3.4.1 Expresion de los métodos de p etapas de tipo racio-
nal. A continuacion estudiaremos la familia de métodos de p etapas
dados por (3.2-3.3), donde ahora todas las F; (con 2 < i < p + 1)
son funciones homogéneas de grado uno de tipo racional. Mas precisa-
mente, consideraremos funciones F; dadas a través de un cociente de
dos polinomios homogéneos Ni(xl, Toy .., Tic1) ¥ Di(xl, Toy ..., Tioq)
de grados r; + 1 y r; respectivamente para cierto entero no negativo
T;, €sto es

]\7@'(1’1 i) xX; )
) yee ey i—1
E($1,1’2,...7$i_1) = = (393)
Di(mly‘r% s 7xi—l)
J1 .02 Ji—1
> Nijyjgoji 1 T1 @3 - 13
_ ntget =it
o J1,.92 Ji—1
Z Dj1j2"'ji—1x1 Ty T

Jitjet..Fiim1=ri

La nueva familia de métodos contiene todos los métodos de tipo po-
linomial. Asumiendo que todos los ¢; son no nulos, obtenemos que
en términos de los s; definidos en (3.53), haciendo uso de las rela-
ciones (3.55), cualquier método de p etapas de tipo racional puede
reescribirse en la forma (3.10-3.11) con las funciones G; dadas por

ny o .
1+ Z anjS"'jifl’Z%Q 25]53 U zgfll
Gi(z2,23, .-+ 2i-1) = ¢ j2+j3+';jji71:1
1 + Z dj2j3...ji712%22§3 v 251711

Jat+iz+..+jic1=1
(3.94)
Mas aun, los valores de nf y df en (3.94) se obtienen facilmente a
partir de las expresiones de las funciones F; definidas en (3.93) del
método asociado, a través de las relaciones

n;k = max{jg + i3+ .o+ i / Nj1j2'--j1‘71 7é O}
d;‘ = maX{j2 +Js+ .+ Jim1 / Dj1j2"'ji—l 7& O} ’ <3'95)

y por tanto, son siempre menores o iguales quer; + 1 y r; respectiva-
mente.

Ahora podemos obtener las condiciones de orden para estos mé-
todos de tipo racional a partir de las correspondientes condiciones de
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orden de los métodos de tipo polinomial (que ya hemos estudiado con
anterioridad). Para ello, como ya hemos adelantado, bastara conside-
rar los desarrollos de Taylor de las funciones G;(ss, . . ., s;_1) definidas
en (3.94) (como funciones de los s; con 2 < j < i—1), y a continuacion
comparar éstos con los desarrollos asociados a los métodos de tipo po-
linomial (con el mismo nimero de etapas). Para ilustrar lo anterior,
obtendremos las condiciones de orden para los métodos de tres etapas
de tipo racional a partir de las condiciones correspondientes a los mé-
todos de tres etapas de tipo polinomial. Conviene hacer notar en este
punto que también es posible obtener las condiciones de orden para
métodos del tipo més general (esto es, para métodos dados por (3.10—
3.11) con las funciones G; de cualquier tipo) del mismo modo, pues el
procedimiento anteriormente descrito solo involucra los desarrollos de
las funciones G; en términos de los s;.

3.4.2 Orden de los métodos de dos etapas de tipo racional.
Para obtener todos los métodos de dos etapas y orden tres (con las
nuevas notaciones introducidas) basta observar que de (3.62) y (3.63)
se deduce que G = ¢3 = 2/3 y que ha de satisfacerse

— 1 1
=1 =1+ =sy+ =55+ 0(s3). (3.96)

G3(52> = C3 2 6

d3
=1

Evidentemente, basta tomar nj = di = 2 en (3.96) y obtenemos las
siguientes condiciones de orden (para orden tres)

o = 2/3, (3.97)
=1, (3.98)
no=1/24d, (3.99)
e = 1/6 + (1/2)d; + ds . (3.100)

Si deseamos minimizar la parte principal del error local de truncacion,
bastara tomar n§ = dj = 3 en (3.96) y desarrollar el segundo miembro
un poco mas, obteniendo de este modo la condicién adicional

ng = 1/24 + (1/6)dy + (1/2)dy + ds . (3.101)
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La expresion general de un método de dos etapas y orden tres de tipo
racional es

Ynt1 = Yn + hE1G3(s2) (3.102)

donde kq, ko y so vienen dados por

3(ke — k1)

2
k1= n) ko = n —hk 5 == > 1
1= f(yn), ke f(y +3 1) S9 o (3.103)
y la funcion Gj es
1+ 2d 1 + 3d, + 6d A
1+ 5 sy + é 23%4—27%312
Gs(sy) = =3 (3.104)

a5

1+ d1$2 + dQS% + Z dlslz
1=3

Como veremos méas adelante, cuando extendamos nuestros métodos
de modo que éstos sean aplicables a ciertos sistemas de EDOs, es
deseable considerar formulas en las cuales el denominador en (3.104)
viene dado en la forma (1 — asy)® (o € IN) de modo que solo sea
necesario realizar una factorizaciéon LU en cada paso de la integracion.
Maéas aun, buscaremos métodos de dos etapas y orden tres de tipo
racional de la forma anterior, que sean L-estables.

3.4.3 Orden de los métodos de tres etapas de tipo racional.
Ahora, siguiendo nuestras notaciones, podemos describir cualquier mé-
todo de tres etapas de tipo racional por

Yni1 = Yn + hk1Ga(s2, 53) , (3.105)

donde 53 = s3 — s9, y los términos ss y s3 vienen dados a través de

Cki—h

2<3<3 3.106
Cikl == ’ ( )

Si

en funcion de las etapas k; (1 <1i < 3)

ki =f(Wn), ko= flyn+hk1Ga) , k3= f(yn + hk1Gs(sz)) .
(3.107)
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Las funciones racionales G; vienen dadas por

G2 = (g,

n3 '
i=1

s o

1+ Z nijslzé'é

= - i+2j=1
G4(82,33) = (4 Hdi
4

i+25=1

(3.108)

Cuando buscamos métodos de orden cinco, es suficiente considerar los
parametros en (3.108) con nj = di = 3 y 7} = d} = 4, esto es, las
condiciones de orden (menor o igual que cinco) quedan completamente
determinadas en términos de los parametrosc; (con 2 < i <4), n; y
d; (con1 < i <3),ynyydj (conl<i+2j<4). De hecho,
podemos obtener las condiciones para orden cinco comparando (como
en el caso de dos etapas) los desarrollos de las funciones (3.108) con
los de las funciones (3.70) que obtenemos tomando los valores de los
parametros (3.83). De este modo se obtiene que los ¢; vienen dados
como en (3.83). Los n; vienen dados en términos de a; como en (3.83)
y los parametros as, ag, di, ds y ds3, a través de las relaciones

n; = Zajdi—ja 1< < 3, (3109)
j=0

donde evidentemente tomamos ap = dy = 1. Los términos n;; vienen
dados por

ik
Niiy = Z aj1j2 dilfjligfjg s 1 S il + 222 S 4, (3110)
Jk=0

con agy = dop = 1, donde los parametros a;; son aquellos considerados

en (3.70). Los valores d;; se pueden tomar de manera arbitraria.
Para minimizar la parte principal del error local de truncacion,

basta tomar nj = dj =4 y n; = dj = 5 en (3.108), y se obtienen de
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este modo las condiciones adicionales

4 ik
na = ajdij, My = Y gy dip—jiip—jp s G1+2i2 =5, (3.111)
=0

Jk=0

donde los a; (con 1 <14 < 2)ylosa;; (conl <i+42j <5) vienen dados
como en (3.83), (3.91) y (3.92), y el resto de parametros se pueden
tomar de forma arbitraria. Como antes, tomamos ag = dy = agy =
dgo =1.

3.5 Propiedades de estabilidad lineal de los
métodos de p etapas.

3.5.1 Funcién de estabilidad de los métodos de p etapas.
Pasamos ahora a estudiar las propiedades de estabilidad lineal de los
métodos. Cuando aplicamos un método de p etapas descrito en tér-
minos de los s; a la ecuacién escalar test

y=\y, \eC, (3.112)
obtenemos

Ynt1 = R(2) yn , (3.113)

donde R(z) es la funcion de estabilidad lineal asociada con z = hA.
Maés atin, de
ki

; <1 < .
S Py 2<i<p, (3.114)
donde las etapas k; vienen dadas por
ky = f(yn)
]{72 = f(yn + hleg)

k’p = f(yn + hkﬁle(SQ, S3, ..., Sp—l)) s
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se obtienen recursivamente

ky = Ayn
So9 = 2
s3 = 2G3(2)

Sp : 2Gy(z,2G5(2),...,2Gp1(2, ..., 2Gp_a(-++))) . (3.116)
Ahora, recordando que el método venia dado en la forma
Ynt1 = Yn + hk1Gpi1(s2,83,...,5,), (3.117)
la funcion de estabilidad lineal es finalmente
R(z) =1+ 2Gpi1(s2,83,...,5p), (3.118)

en términos de z a través de las relaciones (3.116).

3.5.2 Meétodos A-estables de dos y tres etapas.Del apartado
anterior se deduce que la funcion de estabilidad lineal asociada a un
método de tipo polinomial es siempre un polinomio. Por tanto, no es
posible obtener férmulas de tipo polinomial con buenas propiedades
de estabilidad lineal tales como la A-estabilidad o la L-estabilidad.
Sin embargo, también es claro que podemos obtener métodos GRK de
tipo racional cuya funcién de estabilidad lineal asociada viene dada
por una funcién racional. Mas atn, veremos que es posible obtener
formulas A-estables y L-estables de tipo racional, sin renunciar a que
las mismas sean del orden mas alto posible para el nimero de etapas
considerado.

Como hemos comentado anteriormente, es posible obtener métodos
GRK L-estables de dos etapas y orden tres (de tipo racional), de modo
que el denominador de la funcién de estabilidad lineal asociada es de
la forma (1 —as2)® (con @ € IN), y de este modo sblo es necesaria una
factorizacion LU por cada paso de integracion. Para ello, basta tomar
a = 3y los parametros en (3.104) satisfaciendo

di =—-3a, dy=3a*, ds=—a?, (3.119)
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donde a es la raiz de 6% — 1822 4+ 92 — 1 = 0 dada por

o B () - L v ()

~ 0.435866521508459 , (3.120)

y tomamos el resto de pardmetrosn; = 0 para ¢ > 3, y d; = 0 para
1> 4.

Ahora daremos algunos métodos A-estables (o L-estables) de tres
etapas y orden cinco. Para todos estos métodos los ¢; vienen dados
como en (3.83) (tomando el signo superior), esto es

_6-V6 6+ /6

Co = 10 ) C3 = 10 ’

=1, (3.121)

Tomaremos asimismo d; = 0 (¢ > 1) en todos los casos, obteniendo de
este modo que n; = a;. Logicamente no podemos anular los d;; puesto
que buscamos formulas cuya funciéon de estabilidad lineal sea racional.
Por ejemplo, tomando

-3 3—7v6 77 — 186

dip = — ., dyy= ——— . dyy =
10 5 ) 01 30 ) 20 100
153 + 296 27 — 736 —44 + 36
dllzia d30277 d21:77
360 600 120
g T8 +9TVe o —3+42v6 -1
40 — 600 ) 1 — 5 ) 10 — 10 )
63 — 376 216 — 796 44 — 3/6
non = ————, Nooy = ——F~—~— n=——~~—",
180 300 120
168 — 97/6
= Y- 122
n3o 600 ) (3 )

y el resto de parametros iguales a cero, se obtiene de (3.105-3.108) un
método de tres etapas y orden cinco cuya funcion de estabilidad lineal
viene dada por el (2, 3) aproximante de Padé a la funcion exponencial,
por lo que el método asi obtenido es L-estable.

Tomando

9 3—7v6

— 41 — 9v/6
d10:?7 d01: d20:77

30 7 50
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431 — 59v/6 1396 — 619/6 1436 — 709/6
d11:7> d30:—7 d21:—7
600 750 3600
g 432353 —17801TVE —20769 + 79661/
0 180000 L 21600 ’
. 127698 — 381471/6 g —7193669 + 2942716+/6
0 1080000 T 2160000 ’
. =3+2V6 _ —519+4226V/6 "
ny = 75 , No = 300 s 10 = 6’
Lo 63— 37v/6 o221 79v/6 L BT 11116
o s 7 T 300 0 T T 5400 ’
43409 — 180016 20769 — 7966/6
N3y = ,  No1 = )
18000 21600
1892669 — 781091/6 7193669 — 2942716+/6
Ny — y Ny = s (3123)
540000 2160000

(el resto de parametros nulos) obtenemos otro método L-estable que
minimiza la parte principal del error local de truncacion. La funcion
de estabilidad asociada a dicho método viene dada por el (2,4) apro-
ximante de Padé a la funcién exponencial.

Finalmente, si tomamos

do =", dng?)gﬁ, d20=36509\/6a
1323 — 2476 5969 — 25661/6
diy = ———=——, dgo= ,
1800 3000
1159 — 4861/6 . 480158 — 199037v/6
dar = 2400 P A0 180000 ’
dy — —3729 + 1411v6 doy — 135777 — 46528v/6
3600 ’ 720000 ’
Gy — —1282889 + 5250211/6 oy — —-34+2V6
360000 ’ 5 ’
=519+ 2266 63 -37V6
"2 = 300 R T
216 — 79v/6 421 — 144+/6
"0 = T 0 MY T g0
- 45569 — 187916 - 3729 — 14116 (3.124)

18000 ’ 3600 ’
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694953 — 286792/6 1282889 — 525021/6
= Neng =
180000 r el 360000 ’

el método resultante es A-estable, y minimiza la parte principal del
error local de truncacion. La funcion de estabilidad asociada para
esta formula viene dada por el (3, 3) aproximante de Padé a la funcion
exponencial.

M40

3.5.3 Experimentos numéricos. Para ilustrar el comportamiento
cuando h — 0 de los métodos de esta seccion, consideraremos el si-
guiente problema (tomado de [12], pp. 134)

y@%:mwa—mm>

2y(x) =1
5
y(0) = ¢, (3.125)
cuya solucion viene dada por
1 1 5)
=44/ ——e". 12
Con paso fijo h = 27" para los valores de n = 1,2,3,...,9 sobre

2" pasos, hemos obtenido aproximaciones al valor y(1) usando los
métodos anteriores asi como dos métodos Runge-Kutta.

La figura 3.1 muestra el error £ obtenido usando diferentes ta-
manos de paso h (en escala logaritmica) al integrar el problema con
cada uno de los métodos. El método de dos etapas y orden tres
que obteniamos tomando los parametros no nulos dados por (3.119)
y (3.120), aparece representado por M.S3 en la figura. Los métodos
de orden cinco y tres etapas, con funciones de estabilidad lineal da-
das por los (2,3), (2,4) y (3,3) aproximantes de Padé a la funcion
exponencial aparecen representados por M23, M24 y M33 respecti-
vamente. A efectos comparativos también incluimos en la figura un
método Runge-Kutta explicito de tres etapas y orden tres (véase [12],
pp. 134) que denotamos por RK 3, y un método Runge-Kutta explicito
de seis etapas y orden cinco (véase [12], pp. 202) que denotamos por
RK5.

En la escala logaritmica que usamos en la figura, el error para
cada método viene representado bastante bien por una linea recta
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Figura 3.1: Errores frente al tamano de paso (en doble escala
logaritmica) para varios métodos.

cuya pendiente coincide con el orden del método. Para los métodos
MS3y M23 las pendientes son muy préximas a3 y 5 respectivamente
(como cabia esperar). Se puede comprobar que los métodos M24
y M33 proporcionan resultados muy parecidos cuando se aplican a
este problema y que la pendiente de la recta que los aproxima es
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mayor que 5 (de hecho ~ 5.5). Es facil explicar este comportamiento
observando que ambos métodos comparten la propiedad de minimizar
la parte principal del error local de truncacion. A la vista de la grafica
podemos concluir que los métodos obtenidos minimizando la parte
principal del error local de truncacion (esto es, los métodos M24 y
M33) mejoran considerablemente la aproximacion proporcionada por
el método M23.

También se desprende de la figura que nuestros métodos GRK se
comportan mejor que los Runge-Kutta RK3 y RK5 del mismo orden,
y ello a pesar de utilizar un ntimero menor de evaluaciones de la funcién
por paso.

Nuestros métodos, prescindiendo del coste computacional asociado
a las evaluaciones de la funcion f, requieren de un mayor ntimero de
operaciones aritméticas por paso que los métodos Runge-Kutta expli-
citos del mismo nimero de etapas. Esto se debe a que en nuestras
formulas la dependencia respecto de las etapas es no lineal en ge-
neral, en tanto que en los Runge-Kutta explicitos siempre es lineal.
Sin embargo, este coste computacional anadido queda sobradamente
compensado en la mayoria de los problemas por el incremento en el
orden alcanzable para un mismo numero de etapas (y por tanto de
evaluaciones de la funcion f por paso) y por las mejores propiedades
de estabilidad lineal que se pueden obtener con nuestras formulas. De
hecho, si la funciéon a evaluar f tiene asociado un gran coste compu-
tacional y/o da lugar a un problema rigido, las diferencias tienden a
ser muy acusadas en favor de los métodos que proponemos.

Para mostrar el buen comportamiento de los métodos en cuanto
a sus propiedades de estabilidad lineal, consideraremos también el
siguiente problema (ya utilizado en el apartado 2.3.3 para ilustrar el
comportamiento numérico de los métodos de dos etapas)

—by(z)\/ +y*(z),
y(0) = a, (3.127)

@\
—~
8
~—
I

dependiente de los tres parametros positivos a, b y ¢, cuya solucion
viene dada por

ac

y(z) = cch(bex) + a2+ 2sh(bex)

(3.128)
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La derivada parcial respecto de y de la funcion f(y) = —byv/c? + y?
* 2+ 212

fy=-0b JET (3.129)
y por tanto se tiene que f, < 0, y la funcion f admite una constante
de Lipschitz unilateral dada por 0. Como consecuencia de lo anterior,
las soluciones exactas de este problema no lineal muestran un com-
portamiento contractivo. De hecho, tras una corta fase transitoria, las
soluciones tienden rapidamente a la solucion estacionariay(z) = 0,
esto es, a la solucion del problema (3.127) que se obtiene tomando
como condicién inicial @ = 0. También se deduce de (3.129) y de
nuestro comentario previo que f, = —bc a lo largo de la integracion
(al menos tras la fase transitoria).

Para ilustrar el comportamiento de los métodos representados por
MS3, M23, M24 y M33 cuando son aplicados a un problema no li-
neal y rigido, tomamos b = 10 y ¢ = 3000 en (3.127) e integramos
este problema sobre el intervalo [0, 1] con paso fijo h = 0.1 y tomando
como condiciones iniciales a = 5,10. La figura 3.2 muestra el buen
comportamiento cualitativo de las soluciones numeéricas que obtene-
mos de este modo. Los tres métodos de orden cinco se comportan de
manera muy parecida para este problema. Notese que para el rango
de valores que estamos considerando para la condicién iniciala tene-
mos que f, = —30000 a lo largo de la integracion y por tanto, los dos
métodos Runge-Kutta explicitos representados por RK3 y RK5 dan
lugar a un overflow cuando son aplicados a este problema con paso
fijo h > 0.0001.

Las soluciones numeéricas que se obtienen a partir de nuestros mé-
todos cuando son aplicados con paso fijoh = 0.1 al problema (3.127)
para distintos valores de los parametrosa, by ¢, con be >> 1 (para
retener el caracter rigido del problema), muestran que el comporta-
miento cualitativo no es siempre tan bueno. Por ejemplo, cuando f,
es grande (esto es, f, es una funcién que varia con rapidez) las solu-
ciones numéricas tienden al estado estacionario muy lentamente. No
obstante, tomando tamanos de paso mas pequenos la situacion me-
jora rapidamente. De hecho, el tamano de paso que hemos de utilizar
en cada caso parece depender mucho mas del caracter no lineal de la
funcion f que del grado de rigidez del problema.
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02 04 06 08

Figura 3.2: Varias soluciones numéricas para a =

b =10, ¢ = 3000, con h = 0.1, z € [0,1].

5, 10,
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Capitulo 4

Métodos de p etapas para sistemas.

Pasamos a continuaciéon a estudiar una ligera modificacion de nues-
tros métodos GRK que nos permitira aplicarlos al tipo de sistemas
de EDOs (auténomos y no autéonomos) al que haciamos referencia en
el apartado 1.2 del capitulo introductorio. Tales sistemas, a los que
denominamos sistemas "separados", vienen dados en términos de una
funcion f del tipo definido en (1.4). En muchos casos podemos re-
tener todas las ventajas observadas en el caso escalar auténomo; en
otros, conservaremos una gran parte de dichas ventajas. La familia de
sistemas "separados" es lo suficientemente amplia como para contener
muchos problemas de interés. A modo de ejemplo, podemos adelantar
que las formulas que proponemos seran aplicables a problemas que sur-
gen al discretizar algunas EDPs mediante el Método de lineas (MOL)
con diferencias finitas.

En este capitulo, tras describir brevemente el tipo de problemas al
que seran aplicables las formulas y el modo en que éstas han de ser
modificadas para su aplicacion a sistemas, pasaremos a dar la expre-
sion general de los métodos GRK dep etapas para sistemas separados.
A continuacién veremos un primer ejemplo de féormula de dos etapas
y orden tres y realizaremos diversos experimentos numéricos. Uno de
los problemas considerados al realizar dichos experimentos numéricos
surge al discretizar la ecuacién de Burguer’s mediante el Método de
lineas (MOL) con diferencias finitas, lo que da lugar a un sistema
separado de gran tamano. Posteriormente estudiaremos las condicio-
nes de orden y las propiedades de estabilidad lineal de los métodos
y obtendremos distintas formulas de dos y tres etapas (algunas de
las cuales minimizan la parte principal del error local de truncacion).

75
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Finalmente exhibimos algunos experimentos numéricos adicionales.

4.1 Expresion general de los métodos de p
etapas para sistemas.

4.1.1 Forma general del sistema de EDOs. Consideraremos en
lo que sigue sistemas auténomos de EDOs de la forma

21) = fulyw) + f2(ye) + -+ fim(Ym))
Yoy = fa(yy) + f2(@) + -+ fom(Ym))

yzm) = fm(y) + fm2(W@) + - + fram(Yom)) » (4.1)

es decir, sistemas de la forma y’ = f(y) para los cuales la funcion f :
IR™ — IR™ viene dada por f(y) = F<y)]17 cony = (y(1)7 Yy, - - - 7y(m))7
1=(1,1,...,1)T y donde F es la matriz

mlyay)  frele) - fim(ym)

f21(y(1)) f22(y(2)) me(y(m))

F(y) = ) (4'2)

con componentes f;; : IR — IR. Notese el uso que hacemos de los
paréntesis en los subindices para denotar las componentes de los vec-
tores y e y'. Luego, en definitiva, tenemos el sistema ¢y’ = f(y) de
dimension m cuyas componentes vienen dadas por

j=1

En ocasiones llamaremos a este tipo de sistemas "separados". Sis-
temas de este tipo surgen por ejemplo al tratar de resolver algunas
ecuaciones en derivadas parciales de tipo paraboélico mediante el mé-
todo de lineas (con diferencias finitas). Como ya hemos comentado,
mas adelante aplicaremos los métodos GRK a varios sistemas separa-
dos que surgen al aplicar el método de lineas a la ecuacion de Burgers.
Estos seran algunos de los principales ejemplos que utilizaremos en
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este capitulo a la hora de ilustrar el comportamiento numérico de las
formulas obtenidas.

Notese asimismo que aunque estamos considerando tinicamente sis-
temas autonomos del tipo anteriormente descrito, los sistemas no auto-
nomos de la forma ¢/'(z) = f(y(x)) + g(z), como es bien conocido, se
pueden reescribir como un sistema auténomo de una dimension mas
con so6lo anadir la ecuacién 2’ = 1. Si f es de la forma descrita ante-
riormente, entonces el sistema auténomo resultante también, y todo lo
que veremos en adelante serd perfectamente aplicable. Ademas, aun-
que el sistema resultante es de dimensién m + 1, los métodos pueden
ser de hecho implementados sin incrementar dicha dimension.

4.1.2 Descripcion de los métodos de p etapas para sistemas.
Pasamos ahora a describir los métodos GRK que seréan aplicables a
sistemas del tipo (4.1). Lo haremos utilizando la reformulacion de los
métodos de p etapas vista en el caso escalar (véase (3.1.2)), si bien la
modificaremos ligeramente para hacerla aplicable a la nueva situacion.
Para el problema (4.1) con condicion inicial y(zo) = o (yo € IR™)
consideramos la familia de métodos de p etapas definida por

Ynt+1 = Yn + hGp-l-l(SQ? S350y SP) k1, (4'4)

donde ahora y,, y,+1 y k1 son vectores de IR™ y tanto los S; como
los G;(S2,S3,...,S;_1) son matrices cuadradas, esto es, S; € Mg (m)
v Gi(S2,55,...,5;-1) € Mg(m) (con Mp(m) denotamos el espacio
de matrices cuadradas de dimension m con coeficientes reales). Las
etapas k; (con 1 < i < p) vienen dadas en la forma

ky = f(yn>
ky = f(yn +hGaoky)
ks = f(yn + hG3(S2) ki) (4.5)

kp = f(yn + hGp(‘g?a 537 ceey Sp71> kl) )

en términos de las matrices cuadradas S; (con 2 < i < p) definidas
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ahora por
f11(yn(1) +aq) — J11(Yn(1) o JimUn(m) + @m) = fim (Ynim))

e1Gi(Ss, S5, ..., Si—1) k1 emGi(S2,S3,...,Si-1) k1
St Wn) + 1) = frdWn() S Ynim) + @) — frm (Yn(m))
€1GZ'(SQ, 537 ceay Si—l) k?l emGi(Sg, Sg, ceey Si—l) /{31
(4.6)
donde a; = he;G;(Ss,Ss,...,5i-1)k1 (con 1 < j < m) y con e;
denotamos el vector de IR™ que tiene todas sus componentes nulas a
excepcion de la que ocupa la componente j-ésima que vale 1. Notese
que el elemento que ocupa la filap y columna ¢ (con 1 < p, g < m) en
la matriz S; viene dado por

qu(yn(q) + hqui(527 S?n cee 7Si—1) kl) - qu(yn(q)) '
qui(527 S, Sz'ﬂ) ky

(4.7)

Evidentemente, con G; ki representamos el producto matriz por vec-
tor.

Las etapas k; pueden expresarse en términos de la funcion F' (véase (4.2))
a través de la relacion

k’i:F(yn—FhGi(SQ,Sg,...,Si,l) k‘l)].l, 1 S’L Sp, (48)

donde F(y, + hG;(S2,Ss,...,S;1) k1) es la matriz cuadrada de di-
mensién m dada por

fll(yn(l)+helGi(*) ki) - flm(yn(m)+h€mGi(*) k1)
: z , (4.9)

Jm (yn(1)+h61Gi<*) ki) - fmm<yn(m)+hemGi(*) k1)
donde con (*) denotamos el punto (Ss, S, ..., S,-1) v el elemento que

ocupa la fila p y columna ¢ (con 1 < p, ¢ < m) en dicha matriz es
qu(yn(q) + hqui(SQ, 83, ceey Si—l) k?l) . (410)

De los comentarios anteriores se deduce que las matrices.S; son una
generalizacion de los términos s;, si bien ligeramente modificados. De
hecho es facil comprobar que los métodos descritos en capitulos pre-
cedentes para el problema escalar podrian haber sido formulados en
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la forma que acabamos de describir, pero no lo vamos a hacer para no
complicar innecesariamente el estudio y las expresiones de las formulas
involucradas en dicho caso escalar.

Observemos en este punto que las matrices S; para este tipo de sis-
temas nos proporcionan aproximaciones ah f,(y,), esto es, a la matriz
Jacobiana asociada a la funcién f en el punto y, (multiplicada por el
paso h). Para verlo, basta observar que (4.7) puede ser considerado
una aproximacion a la derivada parcial de la componente p-ésima de
f respecto de la variable g-ésima en el punto y,. Esto es asi para este
tipo de sistemas (véase (4.3)) por verificarse que

Afp 9 fpq SoaWn(@) + 1dg) = fog(Wn()
Yn) = (Un)) & , o (411)
(q) IY(q) w hoq
donde en nuestro caso es d, = €¢,Gi(52, Ss, ..., Si-1) k1.

De la observacion anterior podemos concluir que los métodos GRK
que acabamos de describir para este tipo especial de sistemas se pare-
cen a los métodos de tipo Rosenbrock y especialmente a sus variantes
tales como los W-métodos [41], los MROW-métodos [53] y los métodos
de Runge-Kutta generalizados [44] para los cuales no es necesario cal-
cular la matriz Jacobiana de forma exacta a la hora de implementarlos.
En [20] se describen algunos de dichos métodos.

La principal novedad que introducen nuestros métodos respecto de
los citados anteriormente radica en que, para las formulas que hemos
introducido, las aproximaciones a la matriz Jacobiana se obtienen sin
nuevas evaluaciones de la funcién f, pues las matrices S; se construyen
a partir de la informacion contenida en las propias etapas (si bien esto
obliga a trabajar con matrices cuadradas de dimensiénm en algunas
fases de la evaluacion).

4.1.3 Un primer ejemplo de método de dos etapas para sis-
temas. Empezaremos viendo un ejemplo de método de dos etapas
antes de comenzar con un estudio sistemético de los mismos. Notese
que la funcién G2 que aparece en (4.5) es en realidad una constante
(que denotaremos por ¢2) que multiplica a la matriz identidad de di-
mension m, esto es, se tiene que Gy = ¢/ (donde I es la matriz
identidad de Mg (m)). Como consecuencia de lo anterior, un método
de dos etapas para sistemas del tipo (4.1) vendra dado en la forma

Ynt1 = Yn + hG3(S2) k1 , (4.12)
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donde las etapas son
ki=f(yn), ko= [f(yn+ heakn), (4.13)
y Sy es la matriz

fll (yn(1)+ h02€1k1) _fll (yn(l)) o flm (yn(m)+ hCQGmkl) _flm(yn(m))
Cgelkl 02€mk1

fm1 (yn(1)+h02€1]€1) _fm1<yn(1)> o fmm(yn(m)+ heaen, k) _fmm(yn(m)>
coerky 626mk1

(4.14)
El método queda completamente determinado una vez fijada la cons-
tante co y la funcién Gs.

A partir de la teoria de Butcher sabemos que un método Runge-
Kutta de orden ¢ para problemas escalares puede mostrar un orden
menor que ¢ cuando es aplicado a sistemas de EDOs. No obstante,
para ¢ < 3 cualquier método Runge-Kutta de orden ¢ para proble-
mas escalares auténomos muestra el mismo orden cuando se le aplica
a sistemas de EDOs (para mas detalles, véase [27] pp. 173-175). Lo
mismo ocurre al considerar nuestros métodos, o sea paraq < 3, cual-
quier método GRK de orden ¢ para el caso escalar autonomo tiene
orden ¢ al aplicarlo a sistemas separados.

Nuestro primer ejemplo consistird en dar un ejemplo de método
L-estable. Para ello tomaremos la funcion G3 de tipo racional, si
bien como el argumento Sy de la funcién es una matriz cuadrada de
dimension m, los denominadores habran de interpretarse como in-
versas. Concretamente buscamos que el denominador de la funciéon
G3(s) sea de la forma (1 — as)®, esto es G3(S2) en (4.12) tome la
forma (I —a S2)~* N(S2) para un cierto o € IN, una cierta constante
a € IR y una cierta funcion polinomial N (con I denotamos la matriz
identidad de dimension m). La razon que nos mueve a tomar G3 asi
no es otra que la de posibilitar que s6lo sea necesaria una factorizacion
LU por paso de integracion. Tomando los valoresa = 3, ¢o = 2/3, a
como la raiz del polinomio 62% — 1822 + 92 — 1 = 0 dada por

V1 V6 i (; arctan (ﬁ» V2 Cos (; arctan (ﬁ»

2 4 2 4
0.435866521508459 , (4.15)

Q
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y la funcion G5 de (4.12) de la forma

1-6 1 — 9a + 1842
a52+a6+a5‘§> . (4.16)

Gg(SQ) = (I — CLSQ)_3 <] +

se obtiene un método L-estable de dos etapas y orden tres para siste-
mas del tipo considerado, cuya funcién de estabilidad lineal asociada

es
2+2(1—3a)z+ (1—6a+ 6a?) 2>
R(Z): — 3 )
2(1—az)

con a dado por (4.15). Para mas detalles relativos a la L-estabilidad
que proporciona la anterior funcion R(z), [20], pp. 96-98 es una buena
referencia. En [5] se describe este método con notaciones ligeramente
distintas.

(4.17)

4.1.4 Un primer experimento numérico con sistemas.Esta-
mos en condiciones de realizar un primer experimento numérico para
mostrar el comportamiento del método introducido en el apartado
anterior. Para ello consideramos la ecuacion de Burgers dada por

U2
U +utu, = VUug, O equivalentemente w;—+ <2> =VUp,, V>0,
x

(4.18)
donde u = u(x,t) y tomamos el rectangulo definido por0 < z <1
y 0 <t < 1. Las condiciones iniciales y de frontera de Dirichlet que
tomaremos para nuestro ejemplo son

u(x,0) = (sen(3rx))?- (1 — x)%2, u(0,t) =u(l,t) =0. (4.19)

Este problema no lineal parabdlico esta tomado de [20] (pp. 349-
443) y fue disefiado en un principio por Burgers (1948) como modelo
matématico para describir la teoria de turbulencias. Hoy en dia sigue
siendo un ejemplo interesante de ecuaciéon no lineal que recuerda en
cierto modo a la ecuacion de Navier-Stokes (en Dindmica de Fluidos)
y que posee para valores pequenos de v "shock waves" y parav — 0
soluciones discontinuas.

Ahora aplicaremos el conocido método de lineas a la ecuaciéon en
derivadas parciales anterior como sigue. Discretizaremos a lo largo
del eje z tomando una red uniforme y reemplazando las derivadas
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espaciales que aparecen en la ecuacion de la derecha de (4.18) por las
correspondientes aproximaciones mediante las formulas de diferencias
centradas. Tomando
1
TN+1]

se obtiene el siguiente sistema de EDOs asociado a la ecuacion de
Burgers

Ax w;(t) = u(iAz, t) i=0,1,...,N+1, (4.20)

2 2
/ Uiy — U q Ui — 2U; + Uiy )
u; AAT +v (Az)? , 7 ,2, ...,

u;(0) = (sen(3miAz))?- (1 —iAz)*?,  i=1,2,...,N, (4.21)

que pertenece al tipo de sistemas al que es aplicable nuestro método
y donde se tiene que u; = w;(t). De las condiciones frontera se deduce
que ha de verificarse que ug(t) = uyy1(t) = 0. Tras las oportunas
exclusiones y sustituciones es facil comprobar que el sistema anterior
tiene asociada una matriz Jacobiana tridiagonal.

Ahora aplicaremos el método del apartado anterior al sistema de
EDOs (4.21) que se obtiene tomando N = 24 y v = 0.2. Para estos
valores el sistema es de dimension 24 y tiene estructura de banda. No
es dificil comprobar que el sistema es moderadamente rigido. De hecho
tenemos que los autovalores de la matriz Jacobiana asociada son todos
reales y pertenecen al intervalo [—499, —1] (con autovalor dominante
cercano a —498) para el intervalo de integracion considerado.

En primer lugar, integrando con paso fijo h = 0.04 se obtiene la
figura 4.1, que nos da una idea grafica de la soluciéon numérica que
se obtiene. Por otra parte, con paso fijo h = 27% para los valores
de k£ = 2,3,...,10 obtenemos el valor de las soluciones numeéricas en
t = 1, esto es, la solucién numeérica obtenida tras 2* pasos utilizando
el método propuesto. Calculamos asimismo una aproximacién a la so-
lucion exacta (integrando con paso fijo h = 0.0001) en el punto t = 1.
El error E cometido en t = 1 (medido utilizando la norma euclidea en
]R24) para los distintos tamanos de paso h considerados, se muestra en
la figura 4.2 en doble escala logaritmica (en base 10 para ambos ejes).
En la escala logaritmica utilizada para esta figura, el error viene repre-
sentado muy aproximadamente por una recta cuya pendiente coincide
con el orden del método. La figura muestra claramente el orden tres
(en linea con lo anunciado con anterioridad).
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Figura 4.1: Solucién numérica: aproximacion por el método
de lineas a la ecuacion de Burgers tomandov =02, N =24y
h =0.04.

Repetimos nuestro experimento numérico tomando ahora N = 24
y v = 0.004 en (4.21). De nuevo el sistema de EDOs obtenido al
aplicar el método de lineas a la ecuacién de Burgers es de dimension
24 y tiene estructura de banda, pero ahora los autovalores de la matriz
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3 2 1 0
h

Figura 4.2: Error como funcién del paso h (doble escala loga-
ritmica) para nuestro método.

Jacobiana (que es tridiagonal) son en su mayoria complejos (con las
partes reales de dichos autovalores comprendidas entre =10 y 0 y las
partes imaginarias comprendidas entre —14 y 14).

En la figura 4.3 mostramos la solucién numérica obtenida al aplicar
nuestro método a dicho problema. La solucién posee "shock waves"
que acaban uniéndose. Notese en este punto que la ecuacion de Bur-
gers puede ser considerada como ejemplo de un problema hiperbélico
con un término artificial de difusién para valores dev pequenos. Con-
viene observar también que las partes imaginarias de los autovalores
de la matriz Jacobiana introducen oscilaciones en las soluciones nu-
méricas (como se puede observar en la figura).
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Figura 4.3: Solucién numérica: aproximacion por el método
de lineas a la ecuacion de Burgers tomandor = 0.004, N = 24
y h=0.04.

Pasamos a continuaciéon a ver algin experimento numérico mas
para completar estd primera aproximaciéon a nuestros métodos para
sistemas.
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4.1.5 Varios experimentos numéricos de interés.Estudiare-
mos la siguiente familia de problemas tomada de [23|, pp. 34 (véase
también [37], pp. 233 y [21]).

T

I n —
y} =—(b+ (m)ylj— by} y1(0) =¢ (4.22)
Yo =1 — ays — Yy y2(0) = ¢
cuya solucion viene dada por
y1(z) = "e™ M ya(x) = ce” . (4.23)

Tomaremos los valoresa = 0.1, c=1,n=4y b= 100" (i = 0,1,2,3)
en el intervalo 0 < z < 10. Cuanto mayor es la constante b mas rigido
es el sistema (de hecho los autovalores a lo largo de la solucion exacta
verifican que A\; & —b and Ay & —a) y cuanto mayor es n mayor es el
caracter no lineal del problema (véase [23] para més detalles).

Con paso fijo h = 27 para los valores & = 0,1,2,...,10 inte-
gramos a lo largo de 10 - 2¥ pasos y obtenemos las aproximaciones a
la solucién exacta y que nos proporciona nuestro método de dos eta-
pas. El tamafio del error global E' cometido (en norma L), para los
diferentes tamanos de paso h y para cada uno de los distintos proble-
mas considerados, se muestra en la figura 4.4 en doble escala logarit-
mica. Se observa en dicha figura que el orden de convergencia para
el problema (4.22) es menor que tres (de hecho dos) cuando tomamos
b = 1000000 (viene representada por cruces en la figura) y b = 10000
(circulos) para el rango de tamanos de paso que estamos considerando.
Cuando tomamos b = 100 (diamantes) el orden se incrementa de dos
a tres cuando reducimos el tamano del paso considerado. El fenémeno
de la reduccién en el orden de convergencia esta relacionado con el
concepto de B-convergencia y muchos métodos implicitos muestran
este comportamiento cuando son aplicados a algunas ecuaciones di-
ferenciales rigidas (no lineales). Para el valor b = 1 (cuadrados) el
problema no es rigido y nuestro método muestra orden tres como era
de esperar.

Consideraremos asimismo dos problemas rigidos no auténomos. El
problema A esta tomado de [36], pp. 27 y viene dado por

y = —10°y +cosx + 10%sinz, y(0) =1, (4.24)

con solucién .
y(r) =sinz +e 107, (4.25)
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E-8

-10y¢

-12¢

3 2 1 0
h

Figura 4.4: Error como funcién del tamano de paso en doble
escala logaritmica para nuestro método (problema auténomo).

Notese que este problema es un caso particular de la familia de ecua-
ciones escalares propuesta por Prothero y Robinson en [34].
El problema B viene dado por el siguiente sistema no auténomo

Yy = —2y1 +yo +2sinx y1(0) =2 (4.26)
yh =998y, — 999y + 999(cos x — sin x) y2(0) =3 '
tomado de [27], pp. 213, para el cual la solucion exacta viene dada por

yi1(x) =2 " +sinz, yo(r) =2 "+ cosz. (4.27)

Ambos problemas son rigidos (los autovalores son A = —1000000
para el problema A y A\; = —1, Ay = —1000 para el problema B).
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Aplicamos el método de dos etapas a estos problemas con paso fijo
h = 27% para los valores de la constante k& = 0,1,2,...,11 sobre
10 - 2% pasos. La figura 4.5 muestra el error global E (en norma Lo)

-1t

E-5/

PROBLEM A

PROBLEM B

4 3 2 1 0
h

Figura 4.5: Error como funcién del tamano de paso en doble
escala logaritmica para nuestro método (problemas no auténo-
mos).

frente al tamano de paso en doble escala logaritmica. Como ocurria en
un ejemplo anterior, podemos observar que el orden de convergencia
que manifiesta nuestra formula al ser aplicada al problema A parece
ser dos (para el rango de tamanos de pasoh que hemos considerado).
Tomando un tamano de paso suficientemente pequeno el orden cambia
a tres como era de esperar. Para el problema B el orden parece variar
de dos a tres seglin vamos reduciendo el tamano del paso, como puede
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observarse en la figura. Como ya hemos comentado anteriormente,
este fenomeno puede ser explicado en términos del concepto de B-
convergencia.

4.2 Orden de consistencia de los métodos
para sistemas.

4.2.1 Condiciones de orden para los métodos de dos etapas.
Como ya hemos mostrado en los experimentos numéricos anteriores,
es posible obtener métodos de dos etapas para sistemas del tipo (4.1)
con orden de consistencia tres. De hecho, en este caso, las condiciones
de orden tres coinciden con las que se obtienen del caso escalar auto-
nomo. Anélogamente a como se vié en el caso escalar, basta deducir
las condiciones de orden para los métodos de tipo polinomial, pues
a partir de éstas se pueden deducir las condiciones de orden para los
demas métodos.

Anéalogamente a como ocurria en el caso escalar, los métodos de
dos etapas de tipo polinomial (para sistemas) vienen definidos por

Yn+1 = Yn + hG3(52) k1, (4.28)
donde las etapas son

ki = f(yn), ko= f(yn + heoky), (4.29)

Sy es la matriz

Ji1(Uny+hezerkr) —fi1(Yn(1) Jim (Unmy+heaemks) = fim (Ynim) )
CQ€1]€1 CQemkl

S (Yny+hezerky) = (Yna)) o Jimm Yn(my+hczembr) = frnm (Yn(m))

02611{?1 CQGmkl
(4.30)
y donde la funciéon G3 en términos de S; toma la forma
T3 )
Gg(SQ) = C3 <[ + ZCL,S;) y r3 € ]N, (431)
i=1

y donde con I denotamos la matriz identidad de dimension m. Las
condiciones de orden (para orden tres) coinciden con las recogidas
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en (3.57-3.60) para el caso escalar autonomo y por eso no las repro-
ducimos aqui. Tras resolver las condiciones de orden tres, se deduce
que ¢o = 2/3 y que la funcion Gs asociada a cualquier método de
orden tres de tipo polinomial admite una expresion del tipo

1

T3 4
6 522 + ZaiS;, r3 € ]N, (432)

1
G3<52) — [ + *SQ +
2 =3
donde los parametros libres a; (con @ > 3) pueden tomarse arbitraria-
mente.
Las condiciones adicionales para orden cuatro difieren ahora de
las del caso escalar. De hecho tenemos cuatro condiciones de orden
adicionales (en vez de las tres del caso escalar) que vienen dadas por

cscaa; = 1/4,
c3Coany = 1/12,
c3Coay = 1/4,

cza3 = 1/24,

dos de las cuales son claramente incompatibles ((4.34) y (4.35)). Es
facil comprobar que las tres primeras ecuaciones no se satisfacen para
los valores de las constantes que ha de tomar un método de dos etapas
y orden tres, por lo que no es posible obtener métodos de orden cuatro
con sblo dos etapas (como ya habiamos deducido en el caso escalar).
Sin embargo, es posible satisfacer la cuarta ecuacién tomandoas =
1/24 y minimizando de este modo la parte principal del error local de
truncacion. Ademads, para esta eleccion de la constante ag (tomando
ademés a; = 1/2, a3 = 1/6, co = 2/3 y ¢3 = 1 para que el método sea
de orden tres) las formulas resultantes exhiben orden cuatro cuando
las aplicamos a problemas lineales a coeficientes constantes.

Ahora es facil deducir las condiciones de orden para los métodos
para sistemas de dos etapas definidos en términos de funciones racio-
nales a partir de las obtenidas para las féormulas de tipo polinomial,
siguiendo un procedimiento parecido al que vimos al tratar el caso
escalar. Un método de dos etapas de tipo racional para sistemas viene
dado (generalizando la situacion ya estudiada en el caso escalar) por
las formulas (4.12)—(4.14), donde la funciéon G3 en términos de Ss
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admite la siguiente expresion

3 - n;
G3(SQ) =cC3 ([ + ZdZSZZ) (I + ZTLZS;) , n§,d§ € IN,
=1 j
(4.37)

Analogamente a como se hizo en el caso escalar, es suficiente tomar
Go = ¢l con ¢o = 2/3 e imponer que la funcion G3 dada por (4.37)
verifique la condicion

1 1
Gs(Sy) =1 + 3%+ 683 +0(S3). (4.38)

Bastara pues con considerar los valoresnj = dj = 2 en (4.37) a la hora
de obtener las condiciones de orden tres para el método de tipo racional
a partir de las correspondientes al caso polinomial. Se obtienen de este
modo sin dificultad las cuatro condiciones recogidas en (3.97)—(3.100).

Si ademas se desea minimizar la parte principal del error local
de truncacion, bastara tomar nj = dj = 3 en (4.37) y desarrollar el
segundo miembro en (4.38) un orden mas, obteniendo asi la condicion
adicional recogida en (3.101).

A partir de las consideraciones anteriores se deduce que la expre-
sion general de un método de dos etapas y orden tres de tipo racional
para sistemas (del tipo considerado en este capitulo) es

Ynt1 = Yn + hG3(S2) k1, (4.39)

donde las etapas son

2
la matriz Sy es

fu (yn(1)+ %helkl) —f11(Yn(1)) fim (yn(m)+ %hemk'l) —fim(Yn(m))
e 5
3

%611431 emki

fml (yn(l)‘l' %hellﬁ) _fml (yn(l)) fmm (yn(m)‘l' %hemkl) _fmm(yn(m))

2 2
gelkl gem]ﬁ

(4.41)
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y la funciéon Gy es

1=3

s -1
G3(Ss) = ([ +d1Sy + d2522 + ZdiSQi)

14 2d 1+ 3d, + 6d i
(I—+ +é Loy T é_% 253%—}27%85). (4.42)
=3

La expresion general de un método de dos etapas y orden tres de
tipo racional para sistemas, con minimizacion de la parte principal del
error local de truncaciéon, vendra dada por las formulas (4.39-4.41),
donde ahora la funcién G5 toma la forma

dx -1
G3(9,) = ([ + dy Sy + dyS% + d3S3 + Zd@%)

i=4
14+ 2d 1+ 3d; + 6d
( I+ + 2d; + o1 + bas

SQ"’TSQ

1+ 4d, + 12d, + 24d s
- 35§+-§jn¢g) L (443)
=4

4.2.2 Condiciones de orden para los métodos de tres etapas.
Ahora la situacién cambia respecto del caso de dos etapas. Por una
parte la definicién de la matriz S5 que introduciremos, muestra alguna
diferencia con respecto al caso escalar como ya hemos adelantado en
el apartado 4.1.2. Por otra parte, al intervenir dos matrices Sy y 3,
la posible no conmutatividad de los productos de ambas habra de ser
tenida en cuenta e introducira mayores diferencias con respecto al caso
escalar estudiado en capitulos precedentes que las que se daban en el
caso de dos etapas.

Empecemos considerando la expresion general de los métodos GRK
de tres etapas (para sistemas del tipo descrito en (4.1.1)) que se deduce
de (4.1.2) particularizando parap = 3. Se tiene

Ynt1 = Yn + hG4(527 53) kl ) (444>

donde y,,, Y11y k1 son vectores de IR™ y los S; son matrices cuadradas
de dimension m.
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Las etapas k; (con 1 <i < 3) vienen dadas en la forma

k1 = f(yn>
k2 = f(yn + hG? kl)
ks = f(yn + hG3(S2) k1), (4.45)

(con Go = ¢I) en términos de las matrices cuadradas Sy definida
como en (4.14) y S3 dada por

fll(yn(l) + al) - fll(yn(l)) . flm(yn(m) + Oém) - flm(yn(m))
61G3(SQ) ]{71 emGg(Sg) ]{?1

fml (yn(l) + al) - fml (%(1)) o fmm(yn(m) + am) - fmm<yn(m))
€1G3(SQ) k‘l 6mG3(S2) kl

(4.46)
donde o = he;jG3(S2) k; (con 1 < j < m) y con e; denotamos el
vector de IR™ que tiene todas sus componentes nulas a excepciéon de
la que ocupa la componente j-ésima que vale 1. Notese que el elemento
que ocupa la fila p y columna ¢ (con 1 < p,q < m) en la matriz S;
viene dado por

qu(yn(q) + heaG3(Sa) k1) — qu(yn(q)) .
Gng(SQ) k?l

(4.47)

Evidentemente, G; k1 denota el producto de la matriz G; por el vec-
tor k.

En primer lugar nos centraremos en obtener las condiciones de
orden para para los métodos de tres etapas de tipo polinomial, esto
es, aquellos para los cuales se tiene que las funciones Gy, G35 y G4 que
los caracterizan son polinomiales. Mas concretamente, Gy = col (con
co constante), y las otras dos funciones pueden expresarse como

r3 A
G3(SQ) = C3 <I+Za3722...252’>, 7“3€]N,
i=1

G4(SQ, Sg) = C4 ([ + Zaio_l ooy 501502 o Sai) , ’I“Z c H\I, (448)

=1

donde los coeficientes a3 25..2 que aparecen en el primer sumatorio
de (4.48) sustituyen a los coeficientes a; que utilizibamos en el caso
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escalar y en los métodos de dos etapas para sistemas separados. Cada
uno de los subindices o), que aparece en el segundo sumatorio de (4.48)
pueden tomar los valores 2 o 3. Nos hemos visto obligados a introducir
estos subindices oy, , por la posible no conmutatividad de los productos
de las matrices Ss y S3, que obliga a distinguir los coeficientes de los
productos de dichas matrices cuando, pese a estar formados por los
mismos factores, éstos aparecen multiplicados en diferente orden.

Como ya comentamos en el caso escalar, s6lo algunos de los pa-
rametros libres de los que disponemos apareceran en las condiciones
de orden (pues las matrices Sy y S5 son O(h)), pero atn asi las con-
diciones de orden resultantes son relativamente complicadas. Por ello
definiremos una nueva matriz S; que sustituird a la matriz S5 y sim-
plificara el estudio que sigue. Tomaremos S5 = S3 — S, con lo cual
se verificara que S3 = O(h?) y de este modo el namero de parametros
involucrados en las condiciones de orden sera inferior, simplificando
éstas. Con la introduccion de Ss los métodos de tres etapas de tipo
polinomial pueden describirse ahora asi

Yn+1 = Yn + hé4(527 5'3) kl y (449)

donde §3 = 53— 53, con Sy y S3 definidos como hemos visto anterior-
mente en términos de las etapas dadas por (4.45) y donde ahora

é4(527 gd) = (I + Za4,01 g9 - O; 50'1502 e Sal') ) T4 S m?

i=1

(4.50)
(las funciones G y G3 vienen dadas como hemos visto anteriormente).
Los subindices oy, , que aparecen en el sumatorio de (4.50), pueden to-
mar los valores 2 o 3 y pondremos S,, = S cuando o, =2y S,, = 5}
cuando sea o, = 3. Obsérvese que en el sumatorio de (4.50), al ser
Sy = O(h) y Ss = O(h?), bastara considerar unicamente aquellos
sumandos para los cuales se verifique que ny + 2n3 < r4, donde con
ny denotamos el nimero de subindices oy, (del coeficiente a4 o, oy - ;)
que toman el valor 2, y con ng el nimero de subindices o, que toman
el valor 3. De este modo, s6lo aparecerdn en el sumatorio aquellos
términos (y sus coeficientes asociados) que intervienen en las condi-
ciones de orden menor o igual que r4 + 1 y prescindimos de aquellos
otros términos superfluos que intervienen tinicamente en condiciones
de orden superiores a ry + 1.
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Veremos que ahora no es posible obtener métodos de orden cinco
con so6lo tres etapas, a diferencia de lo que ocurria en el caso escalar.
Sin embargo, es posible obtener orden cuatro y retener el resto de
propiedades de estabilidad lineal observadas en el caso escalar. Méas
aln, como veremos, es posible satisfacer casi todas las condiciones de
orden cinco con lo que las formulas asi obtenidas muestran orden cinco
cuando son aplicadas a algunos problemas concretos.

Para orden cinco es suficiente tomar 73 = 2 en (4.48) y ry = 4
en (4.50), por lo que las condiciones de orden cinco quedan expresadas
y completamente determinadas en funcion de los parametrose; (2 <
7 S 4), ag,g, a3722 y a4,,,1 09 0 (COIl N9 —+ 2713 S 4)

Las condiciones de orden que ha de satisfacer una formula de tres
etapas de tipo polinomial para tener orden cinco, vienen dadas por

Cy = 1, ( )
C4CL472 = 1/2, ( )
¢y (c2(aso — ass) +csass) = 1/3, ( )
C4Q4.22 = 1/67 ( )
2 2 _

Cy (02(6L472 — a473) + 030/473) = 1/4, < )
Cyq (02(a4722 — CL4723) + 03a4,23) = 1/12, <456>
ca (c2(agor — asse) + c3(aasa + asgas3)) = 1/4, ( )
CaQ4 222 = 1/247 ( )
Cy (cg(am — CL4,3) + c§a473) = 1/5, ( )
Cy (C%(a4722 — CL4,32) + C§<CL4,32 + 2&3’201473)) = 3/10, < )
Cy (Cg(ﬁu,m — ay3) + 0;2),04,23) = 1/20, ( )

cy (c%(a4,22 — Q423 — Q432 + G433)
+cacs(ay03 + a3 — 2433 + a32a43) + C§a4,33) = 2/15, ( )
Cq (C2(@a200 — Aq320) + C3(@a 320 + az2a43)) = 1/15, ( )
C4C303 204 32 = 1/20, (464)
Cyq (02(a4,222 — Q4232 + C3(a4,232 + a3,2a4,23)) = 1/207 ( )
¢y (C2(au,202 — Aa203 + C304,203) = 1/60, ( )
C4Q4.2222 = 1/120 (467)

Es facil comprobar que no es posible satisfacer todas las condiciones
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anteriores simultaneamente, si bien, como ya habiamos adelantado, es
posible satisfacer la mayoria de ellas. Por tanto, no es posible obtener
ninguna féormula de tres etapas y orden cinco para sistemas separados.
Sin embargo, se obtiene una familia infinita de métodos de tres etapas
y orden cuatro resolviendo las condiciones de orden (4.51-4.58). Para
ello bastara seguir los pasos siguientes:

Paso 1. De (4.51) deducimos que ha de ser ¢4 = 1 (que es la
condicion de consistencia). Tras sustituir este valor en el resto de
ecuaciones, se obtienen directamente los coeficientesay o, s 22 y @4222
de las ecuaciones (4.52), (4.54) y (4.58).

Paso 2. Sustituyendo los valores obtenidos en las restantes ecua-
ciones y resolviendo el sistema no lineal dado por las ecuaciones (4.53)
y (4.55) obtenemos los valores de ¢o y as3 (en funcion del parametro
Cg).

Paso 3. Finalmente, se obtienen los coeficientesay 23 y a3 2 a partir
de las ecuaciones (4.56) y (4.57) (en términos de los parametroscs y
a4,32).

Las soluciones obtenidas de este modo vienen dadas por

3 —4cs 1 1 1 1
2 92 (2 _ 303) ) 4 ) 4,2 9 y 4,22 6 ) 4,222 24 )
(9—39¢3+58¢2—30¢3) + (54— 288¢5+600c2 — 5763 +216¢2) a3
az9o = ’
263 (2 — 363)
1 1—c¢
(4,3 = 4,23 = ] (4.68)

" 6(3—8c3+6c3)° 6 (3 —8cs +6c3)
El resto de parametros se pueden tomar de manera arbitraria.

Las condiciones adicionales para orden cinco, que vienen dadas
por las ecuaciones (4.59-4.67), pueden ser satisfechas en su mayoria.
Concretamente, es posible satisfacer todas las condiciones a excep-
cion de una (las ecuaciones (4.60) y (4.64) no pueden ser satisfechas
simultaneamente). Para ello basta proceder como sigue:

Paso 1. Sustituimos los valores (4.68), obtenidos tras resolver las
condiciones de orden cuatro, en las nueve condiciones adicionales para
orden cinco. Tras esta sustitucion, las condiciones (4.59) y (4.61)
dan lugar a la misma ecuacién. Obtenemos de este modo un sistema
no lineal de ocho ecuaciones con ocho incognitas (los parametros que
restan por determinar) que no tiene solucion.
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Paso 2. Se obtienen directamente dos valores para el coeficientecs
que satisfacen la ecuacion (4.59) (que coincide con (4.61)), y un valor
para ay 2992 a partir de la ecuacion (4.67).

Paso 3. Tras las oportunas sustituciones de los valores calculados
en el paso anterior, es posible ahora obtener directamente (sin mas
que despejar) los coeficientes a3 vy @423 de las ecuaciones (4.62)
y (4.66) respectivamente. También se observa que las ecuaciones (4.60)
y (4.64) no pueden satisfacerse simultaneamente por depender ambas
unicamente del pardmetro ay 32 y ser incompatibles. Nosotros optamos
por satisfacer la primera de estas dos ecuaciones (también se podria
optar por satisfacer la segunda obteniéndose entonces un par de valores
distintos para el coeficiente a4 32).

Paso 4. Finalmente, tras las oportunas sustituciones de valores ya
calculados, se obtienen los restantes coeficientes as 2o y 4232 de las
ecuaciones (4.63) y (4.65) (as 22 viene dado en términos del parametro
libre a47322).

Los valores de los coeficientes que se obtienen siguiendo el proce-
dimiento anterior son

_6FV6 _6£V6

—3+2V6

@=—79 » BT o “= I, aszp= 5
(17 + 144 CL47322> :F (3 + 96 CL47322)\/6 1
322 = Q42 =5,
50 2
9+ 6 1 6F 6 —-1++6
Q43 = 36 Q4,22 = 6 ,  A423 = 79 ,  a432 = T )
14+ 46 1 —-3+2V6
A4.33 = T y (4222 = ﬂ y (4232 = T )
3Fv6 1
(a298 =~ G422 = o5 (4.69)

El pardmetro a4 322 v el resto de pardmetros (que no aparecen en las
condiciones de orden cinco) pueden tomar valores arbitrarios.

Si en el paso 3 hubiésemos optado por satisfacer la ecuacion (4.64)
(en vez de la ecuacion (4.60)) la solucion descrita en (4.69) se veria
modificada Gnicamente en lo que respecta a los coeficientesas o, @432
Y 4232, que pasarian a venir dados por

_ £V6 ~1+6
5 12

-1++6
(4,232 = BT (4.70)

a32 Q432 =
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o bien por

:6:F2\/6 . :4i\/6 . _5F
5 ’ 4,32 24 ’ 4,232 48 )

pues en este caso se obtienen dos valores para el coeficienteay 3o (para
cada una de las soluciones ya obtenidas).

Seguidamente estudiaremos el caso racional. Un método de tres
etapas para sistemas, definido en términos de funciones racionales,
viene dado, con las modificaciones vistas en el caso polinomial, por
una expresion como la considerada en (4.49), esto es

S

as,2

(4.71)

Yns1 = Yn + hG4(Sa, S3) k1 . (4.72)

Sin embargo, aunque las etapas ki, k2 y k3 vienen dadas formalmente
como en el caso polinomial (véase (4.45)) y las matrices Sy y S3 tam-
bién (véanse (4.14) y (4.46)), ahora las funciones G3 y G4 toman la
forma

=1

& -1 n
Gg(SQ) = C3 ([+Zd3722..‘252i) (I+Zn3722‘..2 521) R

d; -1
G4(S5,53) = ¢4 (HZ@,UI@W Sy, Sy, - --sai)

i=1

=1

(1 + > N4 01050y Sy Sy + Sgi) : (4.73)

La funcion Gy viene dada por Go = o (con ¢y constante) como viene
siendo habitual.

Recordemos que los subindices oy, de (4.73) pueden tomar los valo-
res 2 0 3 y pondremos S,, = Sz cuando 0, =2y S,, = 5’3 cuando sea
or = 3. Ademaés, en los sumatorios de (4.73) que definen la funcion
G., consideraremos tnicamente aquellos sumandos para los cuales se
verifique que ny + 2n3 sea menor o igual que dj (en el primer suma-
torio) o nj (en el segundo), donde con ny denotamos el numero de
subindices o del coeficiente correspondiente que toman el valor2, y
con ng el nimero de subindices o que toman el valor 3.

Pasamos a ver a continuacion las condiciones de orden correspon-
dientes a los métodos de tres etapas de tipo racional. Como viene
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siendo habitual, deduciremos dichas condiciones a partir de las ya ob-
tenidas para el caso polinomial. Procederemos analogamente a como
hicimos en el caso escalar y para los métodos de dos etapas, si bien
ahora hay que tener en cuenta la posible no conmutatividad de los
productos a la que ya nos hemos referido con anterioridad.

Empecemos considerando las condiciones de orden cuatro que, para
los métodos de tipo polinomial, venian dadas por el sistema de ecua-
ciones (4.51-4.58), cuya solucion recogiamos en (4.68). Una vez deter-
minados los coeficientes correspondientes a los métodos de tres etapas
y orden cuatro de tipo polinomial, bastara imponer que las funciones
G, G5 v G4 asociadas a las formulas de tipo racional coincidan con las
de tipo polinomial hasta el orden adecuado. Para ello bastara tomar
ni=di=1ynj=d;=3en (4.73).

Igualando se obtiene que G5 viene dado como en el caso polinomial,
esto es, Go = ¢l con la constante ¢ dada en términos del parametro
libre ¢3 como veiamos en (4.68). Al comparar las funciones G5 y G,
definidas por (4.73) con las correspondientes al caso polinomial, se
obtiene que el pardmetro c3 se puede tomar arbitrariamente y que
ha de ser ¢4 = 1. Los restantes coeficientes que definen la funciéon
G3 vienen dados en términos de los calculados en el caso polinomial
(véase (4.68)) a través de las relaciones

n32 = dz2 +azz, ( )
Nap = dao+ a2, ( )
Nag = daz+ sz, ( )
Nyoe = dyoo + Qaodss+ g2, (4.77)
Ngo3 = dao3 + as3dss+ as23, ( )
Nage = dago + asodsz+ aszo, ( )

(4.80)

N4292 = dy299 + Qg2 dy 0 + Qg0 dao + ayg209

Notese que hay que sustituir los coeficientes (4.68) en dichas formulas
(no lo hacemos para no complicar las relaciones innecesariamente).
Si ademés tratamos de minimizar en lo posible el error local de
truncacion de modo que se satisfagan casi todas las condiciones de
orden cinco (todas menos una como ya vimos en el caso polinomial),
bastara tomar nj = di = 2y nj = dj = 4 en (4.73). Se obtiene asi
que los coeficientes ¢; (con 2 < i < 4) vienen dados como en (4.69) y
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se han de verificar las relaciones

n3o = d3o +asz,
N30 = dz 2 + azadza + as 2,
Ngo = dyo+ ay2,
Ng3 = dag+ as3,
Nage = dago + Gsodss + as29,
Nao3 = dao3 + agzdyo + G423,
Nase = dyso + aa2dsz+ as32,
Na33 = da3z3 + aszdys + as33,
N4 292 = dy299 + g2 dy00 + Qg0 dyo + @222,
Na223 = da293 + Aa3ds20 + Ag03dso + 4293
Na232 = da232 + Qa2 a3 + g 32 dap + ag232,
Nagzoa = da322 + Qa2 dazo + Qa0 da3 + ag392 ,
Nag292 = Ay 2929 + Qa2 ds 299 + Ag92 Ay oo + Ay 200 dyo + 2290 . (4.93)

Recordemos que en las relaciones anteriores hay que sustituir los coe-
ficientes (4.69) (modificados y completados si se desea con (4.70)

v (4.71)).

4.3 Propiedades de estabilidad lineal de los
métodos para sistemas.

4.3.1 Funcién de estabilidad lineal de los métodos para sis-
temas. El estudio de las propiedades de estabilidad lineal se complica
ahora respecto al que hicimos en el caso escalar auténomo. Esto es
asi porque ahora (al estudiar los métodos para sistemas separados)
hemos de considerar en vez de la ecuacion testy’ = Ay con A € C, el
sistema test ' = Ay donde A es una matriz cuadrada de dimension
m con m autovalores distintos A\; € € (1 <1 < m) cuyas partes reales
son negativas. Las condiciones anteriores permiten asegurar que las
soluciones (exactas) del sistema considerado tienden a cero cuandox
tiende a infinito y que existe una matriz no singular @) tal que se ve-
rifica Q1A Q = A = diag[A1, Mg, ..., A\, La transformacion y = Q 2
nos permitira simplificar el estudio de la estabilidad lineal de los méto-
dos. De hecho dicho estudio se reduce a considerar la ecuacion escalar
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test que hemos mencionado anteriormente, pues tanto el sistema test
como las formulas en diferencias que definen los métodos quedan de-
sacopladas tras aplicar la transformacion. Para ver que esto es asi,
basta aplicar un método cualquiera de p etapas para sistemas (defi-
nido por (4.4-4.6)) al sistema testy’ = Ay (verificando las condiciones
que hemos mencionado) tras lo cual se obtiene

Ynt1 = Yn + hGp+1(SQ7 537 SE) Sp) kl ) (494)

donde ahora las etapas k; vienen dadas recursivamente por

kl = Ayn

ky, = A(I + hG,(hA, hA, ... hA) A)y,,

pues, aplicadas a este sistema, las matrices cuadradas S; verifican que
S;=hA (parai=23,...,p).

Definimos ahora y, = Qw, y k; = Qa; (parai = 1,2,...,p),
esto es, realizamos la transformacion para desacoplar el sistema. Tras
multiplicar por Q! por la izquierda las relaciones (4.94) y (4.95), y
realizar la transformacion (recordando que @ 'AQ = A) obtenemos

wn+1 = Wy + hGp+1(hA7 hA, cey hA)) aq ., (496)

con las etapas dadas recursivamente por

oap = Aw,
Ay — A(I+hG2A)wn

ap = A(I+hGy(hA RA, ... hA) A)w,,

como se deduce sin dificultad observando que se verifica la relacion
Q7 'Gi(hA A, ... ,hA) AQ = G;(hA, hA, ..., hA) A,

Hemos visto de este modo que los sistemas en diferencias que de-
finen nuestros métodos (cuando son aplicados al sistema test) que-
dan desacoplados y es evidente que tras realizar la transformacion
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y = Qw, el sistema test también queda desacoplado (pasa a tener la
forma w’ = Aw). Por esta razon, en lo que sigue bastara considerar
la ecuacion escalar test dada pory’ = Ay con A € Cy R(A\) <0, a la
hora de realizar el estudio de las propiedades de estabilidad lineal de
los métodos aplicables a sistemas separados.

Al aplicar un método de p etapas para sistemas definido por (4.4—
4.6) a la funcion escalar test obtenemos

Yn+1 = R(Z) Yn s (498)

donde R(z) es la funcion de estabilidad lineal asociada conz = hA. A
partir de (4.4-4.6) se obtienen recursivamente

kl = )\yn
Sg =z
Sy =z,

y por tanto, la funcién de estabilidad lineal toma la forma
R(z) =1+ 2Gpii(z,2,...,2). (4.100)

Obsérvese que con la modificacién en la definicion de los términos
(matriciales) S; (mediante la inclusion de las funciones G;) a la que
nos hemos visto obligados en el caso de sistemas separados, la funcion
de estabilidad lineal viene dada de forma mas sencilla.

Conviene comentar en este punto que, con la modificacion intro-
ducida cuando hemos estudiado los métodos de tres etapas para sis-
temas mediante la introduccion del término matricial 5'3 = S3 — 5
en el apartado 4.2.2, se verificara trivialmente a partir de (4.99) que
Sy = 0 (cuando aplicamos el método a la ecuacion escalar test). Por
tanto, la funciéon de estabilidad lineal vendra dada en este caso por
R(2) = 14 2G4(z,0), como es facil deducir de (4.49).

4.3.2 Un primer ejemplo de método L-estable de tres eta-
pas y orden cuatro. En el apartado 4.1.3 vimos un primer ejemplo
de método L-estable de dos etapas y orden tres para sistemas sepa-
rados, asi como varios experimentos numéricos en los dos apartados
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siguientes que nos sirvieron para ilustrar el buen comportamiento de
dicha formula al ser aplicada a diversos problemas rigidos.

En (4.2.2) hemos obtenido la expresion general de los métodos de
tres etapas y orden cuatro para sistemas separados. Evidentemente la
mayor parte de dichos métodos no seran de interés practico, pues el
coste computacional que requieren para su implementaciéon puede ser
demasiado alto, hasta el punto de anular la principal ventaja de los
mismos (disponer de aproximaciones a la matriz Jacobiana sin eva-
luaciones adicionales). Para reducir dicho coste computacional, como
ya hemos comentado con anterioridad, nos centraremos en aquellas
formulas que requieran de una tnica factorizacion LU por cada paso
de integracion. Ademaés, buscaremos férmulas con buenas propiedades
de estabilidad lineal (tales como la A-estabilidad y la L-estabilidad)
para que sean aplicables a problemas rigidos.

A continuacién pasamos a ver un primer ejemplo de método L-
estable de tres etapas y orden cuatro para sistemas del tipo conside-
rado. Analogamente a como ocurre al estudiar formulas diagonalmente
implicitas de tipo Runge-Kutta (SDIRK), hemos de elegir una funcion
de estabilidad lineal de tipo racional con un tnico polo real (de este
modo bastaré realizar una tnica factorizaciéon LU por cada paso de in-
tegracion). Se puede comprobar que para que el método sea de orden
cuatro y L-estable, es necesario que la funcién de estabilidad lineal
tenga el anico polo (real) de multiplicidad al menos cuatro. Ademas,
existe un unico valor (del polo) que permite obtener las propiedades
anteriores con multiplicidad exactamente cuatro, y viene dado por la
raiz del polinomio

242* —962° +722% — 162+ 1, (4.101)

que toma aproximadamente el valor a ~ 0.57281606 (véase 20|, pp.
96-98 para més detalles). La correspondiente funcion de estabilidad
lineal es una funcion racional R(z) cuyo numerador es de grado tres y
cuyo denominador es de grado cuatro, y que viene dada en términos
del valor a al que hemos hecho referencia anteriormente por

_ 6+6(1—4a)z+3(1-8a+12a%)2*+(1—12a+36a* —24a°)2°
B 6(l—az)? .

R(z)

(4.102)
Una forma sencilla de obtener un método verificando todo lo anterior,
es proceder como sigue:



104 4. Meétodos de p etapas para sistemas

Paso 1. Damos a los parametros libres as30 v c3 en (4.68) los

valores
a =0 Cc3 = V6
432 = U, T

Notese que el valor que tomamos paracs es el que nos permitia obtener
orden cinco con tres etapas en el caso escalar.

Paso 2. Sustituimos estos valores en (4.68), y a su vez la solucion
asi obtenida (que nos proporcionaba orden cuatro para los métodos de
tres etapas de tipo polinomial) en las relaciones (4.74-4.80). Obtene-
mos asi una familia de métodos de tres etapas de tipo racional y orden
cuatro. Notese que una formula de dicha familia queda completamente
determinada a partir de los valores de los coeficientesd,.

Paso 3. Finalmente, de entre las muchas opciones que tenemos a la
hora de obtener un método cuya funcién de estabilidad lineal asociada
sea la que deseamos, optamos por anular los siguientes coeficientes

(4.103)

daz = dyp3 = ds320 =10, (4.104)

y por tomar
d32 = —a, (4.105)

obteniendo de este modo en términos del valor a que mencionamos
anteriormente la solucién

6 —6 646
Co = =
2 10 10
dig=—4a, dyz3=0, dig=06a>, dip=0, dizp=0,

d4,222 =—4ad° ) d4,2222 =a’ y N3z = 5 )
1-8a 9++6 36a* —12a+1
Ny = 9 ,  Ny3 = 36 Ny 20 = 6 )
6(1—12a)— (1+8a)Vv6
Ny23 = ( ) 72( ) ,  Nyg32 = 0,
—96a®+72a®> —16a+1
N4,222 = 1 : (4.106)

El resto de parametros los consideramos nulos.
Notese que en la formula anterior se ha introducido el coeficiente
d4 2292 pese a que, como ya sabemos, no interviene en las condiciones
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de orden cuatro. La razén que nos mueve a introducir dicho coeficiente
(v el término S5 que lo acompaiia) no es otra que la de lograr que el
método tenga asociada la funcion de estabilidad lineal (4.102) (cuyo
denominador es de grado 4) y sea por tanto L-estable.

Pasamos a resumir las razones que nos han movido a anular los
coeficientes en (4.104). Hemos anulado en (4.104) los coeficientesd.
correspondientes a aquellos términos que aparecerian multiplicados
por algin factor S, (esto es, los que tienen algin tres en el subindice),
de modo que a la hora de hacer la factorizacion LU sélo intervenga la
matriz Ss.

Por otra parte, hemos tomado el pardmetrods» = —a en (4.105)
para que de este modo no sean necesarias factorizaciones LU adicio-
nales a la hora de calcular las etapas (concretamente la etapa ks).
Podria parecer mejor reducir el coste computacional asociado al mé-
todo, anulando el coeficiente d3 5 en (4.105), pero diversos experimen-
tos numéricos muestran que esta eleccién del parametro conduce en
ocasiones a errores muy grandes al integrar algunos problemas rigidos
con tamanos del paso h moderados.

Conviene comentar en este punto que la formula L-estable de tres
etapas y orden cuatro que acabamos de construir (y otras que po-
driamos haber construido anilogamente) mejora, en lo que respecta
al nimero de evaluaciones de la funcién f que se requieren en cada
paso de la integracion, los resultados que se obtienen con las formulas
diagonalmente implicitas de tipo Runge-Kutta (SDIRK). En [20], pp.
98, se muestra que son necesarias al menos cuatro etapas si se desea
obtener una formula SDIRK de orden cuatro y L-estable.

A continuacion ilustraremos mediante varios experimentos numé-
ricos el comportamiento de la formula que acabamos de describir.

4.3.3 Varios experimentos numéricos con problemas rigidos.
Repetimos a continuacién los experimentos numéricos que realizamos
en su momento en los apartados 4.1.4 y 4.1.5, pero utilizando ahora
el método L-estable de tres etapas y orden cuatro que acabamos de
describir.

Al aplicar nuestro método al sistema de EDOs asociado a la ecua-
cion de Burgers (obtenido por el método de lineas) que describimos
en (4.21), tomando los valores N = 24 y v = 0.2 e integrando con
paso fijo h = 0.04, se obtiene una representacioén gréafica de la solu-
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cion numérica que no mostramos por ser indistinguible de la recogida
en la figura 4.1 del apartado 4.1.4.
En la figura 4.6 se muestra en doble escala logaritmica el error £

0

-10

Figura 4.6: Error como funcién del paso h (doble escala loga-
ritmica) para nuestro método.

(utilizando la norma euclidea en IR**) en el punto t = 1 que se produce
al integrar con paso fijo h = 27% para los valores k = 2,3,...,10 el
problema anterior. Al comparar dicha grafica con la figura 4.2 que
obteniamos en el apartado 4.1.4 se observa que para tamanos del paso
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h grandes se comporta algo mejor el método de orden tres, pero al ir
reduciendo el tamano del paso h acaba siendo mas preciso el de orden
cuatro como cabia esperar.

Tomando los valores N = 24 y v = 0.004 en (4.21) e integrando con
paso fijo h = 0.04 se obtiene una representacion grafica de la soluciéon
numérica que tampoco reproducimos aqui por ser indistinguible de la
mostrada en la figura 4.3 (obtenida con el método de orden tres).

En la grafica 4.7 representamos en doble escala logaritmica el error
E en la norma Ly que se comete al integrar a lo largo de 10 - 2* pa-
sos el problema (4.22), utilizando los tamafios de pasoh = 27% (con
k=0,1,...,10). Los valores de los pardmetros en dicho problema se
han tomado como en el apartado 4.1.5 para facilitar la comparacién de
los resultados obtenidos con este método de tres etapas con aquellos
que obtuvimos para la formula de dos etapas (véase la figura 4.4). Se
observa (comparando dichas figuras) que para los valoresb = 1000000
(cruces en la figura) y b = 10000 (circulos) se obtienen resultados
muy parecidos con ambos métodos. En ambos casos, para el rango
de tamanos de paso considerados, se observa un orden de convergen-
cia proximo a dos (claramente inferior al que cabria esperar). Al to-
mar b = 100 (diamantes) podemos ver en la figura 4.7 que el orden
se incrementa de dos a cuatro cuando reducimos el tamano del paso
considerado y, para pasos pequenos, el error es bastante menor que el
obtenido con el método de dos etapas. Como ya hemos comentado an-
teriormente, el fenémeno de la reducciéon en el orden de convergencia
esta relacionado con el concepto de B-convergencia y muchos métodos
implicitos muestran este comportamiento cuando son aplicados a al-
gunas ecuaciones diferenciales rigidas (no lineales). Finalmente, para
el valor b = 1 (cuadrados) el problema no es rigido y nuestro método
muestra orden cuatro (como era de esperar) y proporciona una apro-
ximacion a la solucion exacta mucho mejor que la que obteniamos con
el método de dos etapas.

Finalmente, hemos repetido los experimentos numéricos que reali-
zamos en el apartado 4.1.5 para los problemas A y B (véanse (4.24)
v (4.26) resp.) y los resultados obtenidos se muestran en la figura 4.8 .
Comparandola con la grafica 4.5 que obteniamos al aplicar el método
de orden tres se observa que, en estos dos problemas, las diferen-
cias entre los resultados obtenidos aplicando ambos métodos son poco
apreciables para el rango de tamanos de paso que hemos considerado.
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-12

-14

Figura 4.7: Error como funcién del tamano de paso en doble
escala logaritmica para nuestro método (problema aut6nomo).

4.3.4 Otros ejemplos de métodos de dos y tres etapas A-
estables y L-estables. En apartados anteriores hemos obtenido un
par de métodos L-estables para sistemas separados y nos proponemos
ahora describir algiin método mas para completar nuestro estudio.

Partiendo de la expresion general de los métodos de dos etapas y
orden tres de tipo racional para sistemas separados (véase (4.39-4.42))
construiremos ahora un método A-estable. Para ello partiremos de
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PROBLEM A

PRCBLEM B

4 3 2 1
h

Figura 4.8: Error como funcion del tamano de paso en doble
escala logaritmica para nuestro método (problemas no auténo-
mos).

una funcion G3(S;) de la forma (I — aSy)™2 N(S;) para una cierta
constante a € IR y una cierta funciéon polinomial N de grado dos,
de modo que s6lo sea necesaria una factorizacion LU por paso de
integracion. Como deseamos que el método resultante sea de orden
tres, lo anterior equivale a tomar en (4.42) los valoresd; = —2ay dy =
a? (el resto de parametros n; = d; = 0 para i > 3). Ahora solo falta
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determinar el valor de la constantea de modo que la férmula resulte ser
A-estable. Recordando que la funcion de estabilidad lineal asociada
R viene dada en la forma R(z) = 1+ z G3(z) (véase el apartado 4.3.1)
se tiene en nuestro caso que

_ 6+6(1—2a)z+3(1 —4a+2a?) 2* + (1 — 6a + 6a®) 2

B 6(1l—az)? ’
(4.107)

y obtenemos el valor de a al anular el coeficiente del término en z* del

numerador de (4.107), esto es resolviendo 1 —6a + 6a* = 0. De los dos

posibles valores que se obtienen, el que proporciona la A-estabilidad

viene dado por

R(z)

3+43
6

. (4.108)

Para mas detalles relativos a la A-estabilidad que proporciona la an-
terior funcion R(z), [20], pp. 97 es de nuevo una buena referencia.
Resumiendo, los parametros no nulos que determinan el método A-
estable de dos etapas y orden tres para sistemas separados vendran
dados por

3+/3 2443 3423
g da= T = ST

ngg, 63:1, dlz— 6
(4.109)

Veamos ahora como obtener un método de dos etapas y orden tres
de tipo racional para sistemas, con minimizaciéon de la parte principal
del error local de truncacion y L-estable. Para ello partimos de la ex-
presion general que vendra dada por (4.39-4.41), pero donde ahora la
funcion G toma la forma (4.43) y nos garantiza todas las propiedades
que buscamos a excepcion de la L-estabilidad. Razones analogas a las
ya comentadas al construir otros métodos nos mueven a tomarGs(Ss)
de la forma (I — a S;)"* N(Sy) para una cierta constante a € IR y
una cierta funcion polinomial N de grado tres. Esto equivale eviden-
temente a tomar en (4.43) los valoresd; = —4a, dy = 6a?, d3 = —4a®
y d;y = a* (el resto de pardmetros d; nulos y los n; = 0 para i > 4).
El valor de la constante a lo determinaremos de modo que la féormula
resulte ser L-estable. Tras anular el coeficiente del término en z* del
numerador de la funcion de estabilidad lineal asociada R(z), es facil
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comprobar que se obtiene la siguiente funcion de estabilidad lineal

_ 6+6(1—4a)z+3(1-8a+12a%)2*+(1—12a+36a* —24a°)2°

B 6(l—az)? ’
(4.110)

para el método L-estable resultante, en funcién del valor de a que

viene dado por la raiz del polinomiol —16a+72a?—96a®+24a* =0

que toma aproximadamente el valor

R(z)

a ~ 0.57281606 . (4.111)

En la tabla de [20], pp. 98 se recoge este valor que proporciona la
L-estabilidad. Obsérvese que el valor dea en (4.111) es el mismo que
obteniamos en el apartado 4.3.2 para el método L-estable de tres eta-
pas y orden cuatro. Mas atn, la funcion de estabilidad lineal asociada
a dicho método (véase (4.102)) coincide con la asociada al método que
acabamos de construir.

La formula L-estable de dos etapas y orden tres con minimizacién
de la parte principal del error local de truncacién queda completa-
mente determinada (en funcion del valor dea recogido en (4.111)) por
los valores

2
szg, C3:1, d1:—4a, d2:6(12, d3:—4a3,
4 1-8a 1—12a+36a*
d4:(l, ny = , No = )
2 6
1-16a+72a* - 964

ng = (4.112)

24 ’
y tomando el resto de parametros nulos.
A continuaciéon describiremos un método de tres etapas y orden
cuatro de tipo racional para sistemas separados que es A-estable. Par-
tiendo de la expresion general obtenida en el apartado 4.2.2 y en la
linea de lo que venimos comentando al construir los métodos, descri-
bimos los pasos seguidos para obtener la formula:
Paso 1. Damos a los parametros libres as30 v c3 en (4.68) los

valores
. 6+ \/6
ag32 =0, 3 = 0

El valor que tomamos para c3 es el que nos permitia obtener orden
cinco con tres etapas en el caso escalar.

(4.113)
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Paso 2. Tras sustituir estos valores en (4.68) trasladamos la solu-
cion asi obtenida (que nos proporcionaba orden cuatro para los mé-
todos de tres etapas de tipo polinomial) a las relaciones (4.74-4.80).
Obtenemos asi una familia de métodos de tres etapas de tipo racional
y orden cuatro que queda completamente determinada a partir de los
valores de los coeficientes d,.

Paso 3. De entre las muchas opciones que tenemos a la hora de
obtener un método cuya funcion de estabilidad lineal asociada sea la
que deseamos, optamos por anular los siguientes coeficientes

daz = dyp3 = dy30 =0, (4.114)
y por tomar el resto de parametros libres como sigue
d3,2 = —a, d472 = —361, d4722 = 3&2 s d47222 = —a?’, (4115)

para que so6lo sea necesaria una factorizacion LU por cada paso de
integracion.

Paso 4. Finalmente determinamos el valor de a de modo que la
formula resulte ser A-estable. Para ello obtenemosa como una raiz
del polinomio —1+412a—36 a®+24 a® = 0 que toma aproximadamente

el valor
a ~ 1.06857902 , (4.116)

y la funcion de estabilidad lineal del método vendra dada en términos
de a por

Bx) — 6-+6(1—3a)z+3(1—6a+6a?)2%+(1—9a+18a*—6a%)2>
(2) = 6(l—az)? '
(4.117)
La tabla de [20], pp. 97 recoge este valor de a que proporciona la
A-estabilidad.
La formula A-estable de tres etapas y orden cuatro queda comple-
tamente determinada (en funcion del valor de a recogido en (4.116))

por los valores
C_6—\/6 6+ 6
S A T
dio=—-3a, dyz=0, dys =30, dsa3=0,
(6—5a)— 6
5 )

ca=1, d3s=—a,

)

3
d4,32 =0, d4,222 =—a, MN32=
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L—6a 946 . 1842 —9a+1
n = = =
4,2 9 ) 4,3 36 ) 4,22 6 )
6(1—9a)—(1+6a)Vv6
N4 23 = ( ) 72( ) y  MNa3z2 = 0,
—24a®+36a®>—12a+1
M4,222 = 2 , (4.118)

y tomando el resto de parametros nulos.

Por altimo describiremos un método de tres etapas y orden cuatro
de tipo racional para sistemas, con minimizacién de la parte principal
del error local de truncacion y L-estable. En el apartado 4.2.2 obtuvi-
mos la expresion general de las formulas de tres etapas y orden cuatro
de tipo racional para sistemas, con minimizacion de la parte principal
del error local de truncacion. Concretamente (aunque hay otras posi-
bilidades) y en linea con lo que venimos comentando al construir los
otros métodos, describimos los pasos seguidos para obtener la féormula:

Paso 1. Anulamos el parametro libre ay 300 en (4.69) y sustituimos
los valores asi obtenidos en las relaciones (4.81-4.93). Obtenemos
asi los coeficientes de una familia de métodos de tres etapas de tipo
racional y orden cuatro con minimizacién de la parte principal del error
local de truncaciéon. Un método de dicha familia queda completamente
determinado al fijar los valores de los coeficientes d..

Paso 2. De entre las distintas posibilidades que tenemos a la hora
de obtener un método cuya funcion de estabilidad lineal asociada sea
la que deseamos, optamos por anular todos los coeficientes d, que
aparecen multiplicados por términos que contienen a S3. El resto de
parametros libres los tomaremos como sigue

2 2
d3,2=—2@7 d3722:a, d4,2=—5@, d4722:10a,

digos = —10a®, dygses =5a", dyoesmm = —d°. (4.119)

En la féormula anterior hemos introducido el coeficiente dg 22220 pese
a que, como ya sabemos, no interviene en las condiciones de orden
cuatro ni en las de orden cinco (que utilizamos para minimizar la
parte principal del error local de truncacion). Hacemos esto para
lograr que el método tenga asociada una funciéon de estabilidad lineal
que veremos a continuacion (cuyo denominador es de grado cinco) y
sea por tanto L-estable.
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Paso 3. Finalmente determinamos el valor de a de modo que la
formula resulte ser L-estable. Para ello debemos tomara como la raiz
del polinomio —1 + 25a — 200 a? + 600 a® — 600 a* + 120a® = 0 que
toma aproximadamente el valor

a ~ 0.27805384 , (4.120)

y la funcion de estabilidad lineal R(z) del método vendra dada en
términos de a por

 24+424(1—5a)2+12(1—10a+20a?)z*
N 24(1—az)
4(1—15a+60a*—60a?) 2%+ (1—20a+120a*—240a+120a) 2*
+ :
24(1 —az)®

R(2) (4.121)

En [20], pp. 98 se recoge este valor de a que proporciona la L-
estabilidad.
Resumiendo, los coeficientes del método obtenido vienen dados por

6 -6 6+ 6 1, d 2
Co = C = C g = — a
2 10 ) 3 10 ) 4 ) 3,2 )
d3,22 = CL2, d4,2 =—-da, d4,22 =10 CLQ, d4,222 =—10 a3,
—(34+10a)+ 26
d4,2222 =5a’ ) d4,22222 = —a’ , MN32 = ( 5 ) )
(17 +60a + 50a?) — (3 +40a) V6 1-10a
n3 o2 = , Ny = )
50 2
9+ 6 60a% —15a+1
n — n =
4,3 36 4,22 6 )
6(1—15a) — (1 +10a) V6 —1+6
N4 23 = y NMy3e = —(5—
72 8
1+4v6 —240a® +120a® — 20a + 1
n = - =
4,33 79 ;o T4,222 o4 )
3(1—20a+120a%) + (—1+ 10a + 404?) V6
N4 9223 = ,
144
3(=1+10a)+2(1 —15a) V6
N4,232 = 48 )

600 a* — 600 a® +200a® — 25a + 1
N42200 = 120 , (4.122)
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en funcion del valor de a recogido en (4.120) y tomando los restantes
parametros nulos.

4.3.5 Experimentos numéricos con los métodos de dos y tres
etapas A-estables y L-estables: La ecuacién de Van der Pol.
Con el fin de ilustrar el comportamiento numérico de los métodos GRK
que hemos descrito, realizaremos a continuaciéon varios experimentos
numeéricos. Para ello aplicaremos nuestros métodos a varios proble-
mas y compararemos los resultados asi obtenidos con aquellos que se
obtienen al utilizar algunas formulas clasicas.

El primer problema que consideraremos surge de la conocida ecua-
cion de Van der Pol, que viene dada por

e+ (-1 +2=0, 2(0)=a, 2(0)=0b. (4.123)

Notese que nuestros métodos no son aplicables al sistema de EDOs de
primer orden dado por

2 = 2(0) =

(L-2)y—2)  y0)=b (4.124)

y' =

m | =<

que se obtiene procediendo como es habitual a la hora de transformar
este tipo de ecuaciones de segundo orden, por no ser dicho sistema
separado. Sin embargo, utilizando coordenadas de Liénard (véase [20],
pp. 372 para mas detalles) el problema (4.123) toma la forma

a3

Yy =—z y(O)zeb—a—i-E

Y= i <y el Z;’) 0) = a (4.125)

y nuestros métodos si son aplicables.
Integramos el problema anterior en el intervalo [0,0.5], tomando
e = 107°. Consideramos las condiciones iniciales siguientes

y(0) = 0.66666000001234554549467,  2(0) =2.,  (4.126)

obtenidas a partir de las consideradas en [20], pp. 403, tras pasar a
coordenadas de Liénard. Con los seis métodos numeéricos obtenidos
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en este capitulo, hemos integrado el problema anterior con paso fijoh
y hemos medido el error relativo cometido en ambas componentes en
el punto 0.5. Los errores se han medido respecto de una soluciéon de
referencia obtenida con un método de paso variable (concretamente el
"gear" implementado en MAPLEV, trabajando con 30 digitos y una
tolerancia de 1072°) suficientemente precisa para nuestros propositos.

A efectos comparativos hemos realizado el mismo experimento nu-
mérico utilizando el método de tipo Rosenbrock de dos etapas y orden
tres recogido en [12], pp. 334 y conocido como Calahan.

En las figuras 4.9 y 4.10 mostramos los errores relativos corres-
pondientes a la primera y a la segunda componente respectivamente
como funcién del tamafio de paso h (tomando h = 0.1 - 27% para
k=0,1,2,...,12) en doble escala logaritmica para los distintos méto-
dos de orden tres. El método de Calahan viene representado en dichas
figuras por cuadrados. Con diamantes representamos el método de or-
den tres y A-estable, con circulos la primera férmula de orden tres y
L-estable que obtuvimos y con cruces el tltimo método de orden tres
y L-estable que hemos descrito.

Se observa en dichas figuras que el método de Calahan al que he-
mos hecho referencia anteriormente se comporta mejor que los tres
propuestos para tamanos de paso "grandes". Cuando vamos dismi-
nuyendo el tamano del paso, los métodos se comportan de manera
muy parecida y alguno de ellos mejoran los resultados proporcionados
por la formula de Calahan. Conviene senalar en este punto que el
problema considerado es muy rigido, con uno de los autovalores de la
matriz Jacobiana variando en [—300000, —150000] y el otro pequeno
y negativo a lo largo del intervalo de integraciéon. Recordemos que el
método de Calahan hace uso en cada paso de la integraciéon de una
evaluacion de la matriz Jacobiana asociada al problema, en tanto que
nuestros métodos, como ya hemos comentado con anterioridad, uti-
lizan la aproximacion a dicha matriz Jacobiana que proporciona la
matriz Se/h. Esto explica el comportamiento que se observa para ta-
maitios del paso h grandes, pues entonces no cabe esperar que la apro-
ximacion proporcionada por la matriz Sy sea demasiado precisa (lo
que en algunos problemas deteriora la aproximacion obtenida). Cabe
esperar que al utilizar dichas férmulas con paso variable la situacion
mejore considerablemente, pero en esta memoria no abordaremos la
construccion de métodos de dicho tipo y dejamos esta cuestion para
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Figura 4.9: Error relativo (primera componente) como fun-
ci6n del tamano de paso en doble escala logaritmica para los
métodos de orden tres.

posteriores investigaciones.

Hemos repetido el experimento anterior con los tres métodos de
orden cuatro. Los resultados se recogen en las figuras 4.11 y 4.12.
En dichas figuras representamos con diamantes el método A-estable,
con circulos la primera férmula de orden orden cuatro y L-estable
que obtuvimos y con cruces el tltimo método de orden cuatro y L-
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-11

Figura 4.10: Error relativo (segunda componente) como fun-
cién del tamano de paso en doble escala logaritmica para los
métodos de orden tres.

estable que hemos propuesto. En la formula descrita con cruces en
dichas figuras hemos suprimido los resultados que se obtienen para
tamanos del paso h grandes. Ello se debe a que en alguna de las
integraciones la matriz a invertir resulta ser singular en alguno de
los pasos. Observamos ademas que para tamanos de paso grandes
los resultados numéricos no son en modo alguno satisfactorios, siendo
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Figura 4.11: Error relativo (primera componente) como fun-
ci6n del tamano de paso en doble escala logaritmica para los
métodos de orden cuatro.

peores que los que obteniamos con las formulas de orden tres. Las
razones son las mismas que las comentadas anteriormente para los
métodos de dos etapas, pero la situacion se ve incluso agravada por
ser la aproximacion Ss/h a la matriz Jacobiana (para tamanos grandes
del paso) atin peor que Sp/h. Se observa sin embargo que al reducir
el tamano del paso la situacién mejora considerablemente.
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Figura 4.12: Error relativo (segunda componente) como fun-
cién del tamano de paso en doble escala logaritmica para los
métodos de orden cuatro.

En cualquier caso, los métodos de dos y tres etapas que hemos
introducido proporcionan buenas aproximaciones a la solucién exacta
del problema cuando consideramos tamanos de pasoh moderados. De
hecho, se obtienen buenas aproximaciones a la solucién integrando con
tamanos de paso mucho mayores que los que requeriria cualquier mé-
todo explicito clasico. Las reducciones en el orden efectivo de los mé-
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todos que se observan para este problema ocurren también al utilizar
otros métodos A-estables y L-estables de tipo Runge-Kutta (véase [20],
pp. 403-404).

Figura 4.13: Error como funcion del tamano de paso en doble
escala logarftmica para los métodos de orden tres.

4.3.6 Experimentos numéricos con los métodos de dos y tres
etapas A-estables y L-estables: La ecuaciéon de Burgers.Pase-
mos a considerar otro problema. Concretamente repetiremos el experi-
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mento numérico realizado en el apartado 4.1.4 y consistente en aplicar
los métodos obtenidos al sistema de EDOs que describimos en (4.21).
En dicho problema, obtenido por el método de lineas a partir de la
ecuacion de Burgers, tomaremos los valores N =24 y v = 0.2.

-10

-1

-3 -2
h
Figura 4.14: Error como funcién del tamano de paso en doble
escala logaritmica para los métodos de orden cuatro.

En la figura 4.13 se muestra en doble escala logaritmica el error £
(utilizando la norma euclidea en IR24) en el puntot = 1 que se produce
al integrar con paso fijo h = 27% para los valores k = 3,4,...,10 el
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problema anterior con los distintos métodos de orden tres. Hemos re-
presentado los métodos con los mismos simbolos que utilizamos en las
figuras 4.9 y 4.10. Se observa en la grafica que el método de Calahan
se comporta ligeramente mejor para los tamanos mas grandes de paso
h considerados, pero segin vamos reduciendo el tamano de paso las
diferencias se reducen y en algunos casos acaban siendo menores para
las formulas que hemos introducido. Ademas, para este problema, los
tres métodos introducidos proporcionan aproximaciones muy pareci-
das y son dificiles de distinguir en la figura. Es facil comprobar que las
pendientes de las curvas representadas en la grafica son muy proximas
a tres (como cabia esperar).

Repitiendo el experimento anterior con los tres métodos de orden
cuatro se obtiene la figura 4.14. Hemos utilizado los mismos simbolos
que en las figuras 4.11 y 4.12 para representar los métodos. Es fécil
observar que para tamanos grandes del pasoh las aproximaciones nu-
méricas que proporcionan los métodos de orden cuatro son en algunos
casos peores que las que obteniamos con las férmulas de orden tres.
Sin embargo, cuando vamos considerando tamanos de paso mas pe-
quenos las formulas de orden cuatro acaban siendo mas precisas que
las de orden tres. Observamos asimismo que el método que propor-
ciona las mejores aproximaciones para tamanos de paso pequenos es
el representado en la figura por cruces, aunque también es el que lleva
asociado un mayor coste computacional. Las pendientes de las curvas
representadas en la figura se aproximan a cuatro a medida que vamos
reduciendo el tamano de paso considerado.



124 4. Meétodos de p etapas para sistemas



Capitulo 5

Métodos para ecuaciones especiales
de segundo orden.

En muchas aplicaciones practicas, aparecen ecuaciones diferenciales
de segundo orden del tipo y” = f(z,y). Es una practica comtn en
estos casos transformar este sistema en otro equivalente de primer
orden y aplicar al sistema resultante uno de los muchos y bien co-
nocidos métodos numéricos existentes. Sin embargo, existen métodos
especificos (para ecuaciones de segundo orden) que obtienen impor-
tantes ventajas de la aplicacion directa a este problema. Entre otros
podemos citar los métodos multipaso de Stérmer [42] y los métodos
Runge-Kutta-Nystrom [33] (para mas detalles véase por ejemplo [18]).

Nos proponemos estudiar a modo de ejemplo una modificacion de
los métodos propuestos en capitulos precedentes, de modo que sean
aplicables a algunas EDOs de segundo orden del tipo anterior. Ve-
remos que esto es posible y que, anadlogamente a como ocurria para
ecuaciones de primer orden, se obtienen importantes ventajas respecto
de los métodos clasicos (incluyendo los especificamente disenados para
este tipo de problemas) que se aplican a este tipo de ecuaciones.

En este capitulo, tras motivar la introducciéon de los nuevos méto-
dos y dar un primer ejemplo de formula de dos etapas y orden cuatro,
pasaremos a dar la expresion general de los métodos de dos etapas
que consideraremos. Posteriormente estudiaremos las condiciones de
orden de los métodos y obtendremos formulas de dos etapas y orden
cuatro con buenas propiedades de estabilidad cuando son aplicadas a
problemas oscilatorios. Finalmente realizaremos algunos experimentos
numeéricos con problemas oscilatorios.

125



126 5. Meétodos para ecuaciones de segundo orden

5.1 Meétodos de dos etapas para ecuaciones
especiales de segundo orden.

5.1.1 Expresiéon general de la ecuacién especial de segundo
orden. Los métodos que proponemos en este capitulo son aplicables
a problemas escalares auténomos del tipo

y'(x) = fly(@)), y(@o) =0, ¥(v0) =2, f:R—MR, (51)

esto es, ecuaciones escalares autéonomas de segundo orden que no de-
penden de la primera derivada y/(z), con condiciones iniciales de tipo
Dirichlet.

Es bien conocido que para este tipo de problemas existen méto-
dos clasicos que sacan partido de la no dependencia de la funcion f
respecto de ' a la hora de conseguir una reducciéon en el nimero de
evaluaciones por paso necesarias para obtener un determinado orden
de consistencia (entre otras ventajas). Por ejemplo, entre la familia
de métodos de tipo multipaso, encontramos los llamados métodos de
Stormer, disenados especificamente para reducir el nimero de evalua-
ciones necesarias para alcanzar un determinado orden en problemas
generales de este tipo. En [18], pp. 461-474, se estudian estos méto-
dos con cierto detalle. Los métodos de tipo Runge-Kutta disenados
para reducir el nimero de etapas necesario a la hora de obtener un
determinado orden, se conocen como métodos Runge-Kutta-Nystrom
(abreviadamente RKN), o simplemente métodos de Nystrom. Para
mas detalles véase por ejemplo [18], pp. 283-301.

Los métodos que propondremos a continuacién estan mas relacio-
nados con los RKN pues, como éstos, vienen dados en términos de
ciertas etapas. Las formulas que veremos a continuaciéon son expli-
citas y permitiran obtener, para el tipo de problemas considerado,
6rdenes de consistencia mayores que en el caso de los métodos RKN
del mismo nimero de etapas.

En esta memoria no abordaremos el estudio de las posibles gene-
ralizaciones del tipo de métodos que introduciremos a continuacién
a otros problemas mas generales de segundo orden. Tampoco pre-
tendemos estudiar el caso general de p etapas, si bien es evidente el
procedimiento a seguir a partir de lo visto en anteriores capitulos para
EDOs de primer orden. El propésito de este capitulo es mostrar, a
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modo de ejemplo, como se pueden aplicar las ideas vistas en capitulos
precedentes a otro tipo de problemas.

En algunos momentos, sera conveniente reescribir el problema (5.1)
en forma de sistema. Para ello denotaremos por z(z) = y/(x) tras lo
cual el problema toma la forma

y'(z) = z(x),  y(xo) = w0,
Z(x) = flylx)),  2(xo) = 2. (5.2)

Pasamos a ver ya un primer ejemplo.

5.1.2 Un primer ejemplo de método para la ecuacién es-
pecial de segundo orden. Para empezar, describiremos un método
explicito de orden cuatro y dos etapas para el problema visto en el
apartado anterior, que resulta ser exacto (salvo errores de redondeo)
para y” = —ay + (6 con a > 0,5 € IR. El método viene descrito por

cosy/—s—1 , seny/—s\ ,
Ynt1 = Yn + h <<S> (kl - Clsyn) + (\/—_S> yn) )

SEeNn \/ —sS
Yni1 = Yt ((cos —s— 1)y, + (¢_—S> (b — s yé)) . (5:3)
donde

ki = hf(yn + hcry,),
k2 = hf(:yn + h(CQy;L + kol)) y
ko — Ky

= 5.4
5 (Cg — cl)yﬁl + Clgk'l ’ ( )

y los valores de los parametros vienen dados por

3—vV3 3 3 3
CcC1 = 6\/_ s Cy = +6\/_ s d2 = \é_ . (55)

El método esta especialmente indicado en el caso de problemas alta-
mente oscilatorios. Es facil ver que el término s proporciona una apro-
ximacion a h?f,, y que de hecho se verifica que s = h? f,,(y,) + O(h3).
En apartados posteriores realizaremos un estudio detallado de las con-
diciones de orden y propiedades de los métodos de dos etapas.
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Obsérvese que el método (5.3) aparentemente no esta definido para
valores de s positivos (pues entonces tendriamos una raiz de un niimero
negativo) o nulos. Sin embargo, veremos mas adelante que en realidad
si que esta bien definido también en estos casos.

De momento, ilustramos lo anterior mediante el siguiente experi-
mento numérico: para el problema (oscilador perturbado)

y'=—ay+ey’, y(0)=1, y(0)=0, (5.6)

tomando distintos valores de los pardmetroa y ¢, y distintos tamanos
de paso (con paso fijo), hemos integrado el problema anterior con el
método anteriormente descrito y con el método de Nystrom de orden
cuatro y tres evaluaciones por paso (véase [18], pag. 285). En las si-
guientes tablas se recogen los errores obtenidos. Como el problema an-
terior no admite soluciéon en términos de funciones elementales, hemos
optado por medir el error en la integral primera (ay? +y?)/2 — ey* /4.
En todos los casos se ha medido el error en x = 1000 y tomando
e = 1073, Obsérvese que nuestro método es siempre superior al

Tabla 5.1: Errores para nuestro método.

error h=0.1 h =0.05 h = 0.025 h =0.0125
o =100 | 5.912D — 03 2.103D — 04 6.751D — 06 2.122D — 07
a= 101(6.912D — 06 2.192D — 07 6.930D — 09 2.203D — 10
a= 1[6.621D —09 1.970D — 10 5.520D —12 1.296D — 13

Tabla 5.2: Errores para el método de Nystrom de orden 4.

error h=0.1 h =0.05 h =0.025 h = 0.0125
a =100 | 5.000D + 01 3.309D + 01 1.667D + 00 5.294D — 02
a= 10 |1.701D —01 5.389D — 03 1.675D —04 5.172D — 06
a= 1|1.7156D —-05 5.307D —07 1.626D — 08 4.882D — 10

RKN, si bien la diferencia es méas acusada cuando aumenta el caracter
oscilatorio del problema (esto es, cuandoa >> 1).
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5.1.3 Una primera aproximaciéon a los métodos de dos eta-
pas. Anélogamente a como hicimos en el capitulo introductorio de esta
memoria, a la hora de motivar la introduccion de los nuevos métodos
para EDOs autéonomas de primer orden, nos proponemos estudiar una
propiedad que nos lleva a formular los nuevos métodos para ecuaciones
de segundo orden.

Comenzaremos suponiendo que la funcion f en (5.1) (y por tanto
también en (5.2)) es lo suficientemente regular como para garantizar
que los desarrollos que siguen tengan sentido. Es facil deducir de la
ecuacion (5.1), derivando sucesivamente respecto de la variablex y
utilizando la relacion y” = f(y), que se verifican las relaciones

y”(ﬂf) fy(@)), (5.7)
)

)+ fy(y(@) Y (@)
(@) + £y (y(@) fy(@)),
(' (@) +3fy (y(@)) y" () ' (2) + f, (y(2)) 5 (2)
(Y (2))*+3fy (y(2)) f(y(2)) ¥/ (@) + £ (y(2)) ¥/ () -

Consideremos ahora los desarrollos de Taylor de la solucion y de su
derivada en un entorno del punto z (esto es, centrado en h = 0)

Yo+ 1) = (o) + o' @) At Gy @) W+ gD ) B (o) b
0)

’<x>+y"<>h+§y3><x>h2+6 (o) 4 g7 () B
0) 659

o equivalentemente, tras sustituir las derivadas por sus correspondien-
tes expresiones en términos de la funcion f y de la derivada ¢/ (x) vistas
n (5.7) (recordando las notaciones z(z) = y/'(z)), tendremos

_|_

y'(z+h)

y(x+h) = y(x)+zh+;fh2+éfyzh3
+ 214(fyy P4 Ly 00,

z(x+h) = z(:z:)+fh—|—;fyzh2—|— é(fyyzQ—l—fyf)h3
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+ 214 (fyuy 2>+ 3 fyu f 2+ ny z)h* + O(R%), (5.9)

donde hemos obviado el punto de evaluacion que para losz es z (luego
con z denotamos z(z) = y/(x)) y para las funciones f y sus derivadas
parciales viene dado por y(z).

Para los métodos de dos evaluaciones por paso que pasamos a
describir, las dos etapas vendran dadas por

k’l = hf(y + hCl,Z) s
k’g = hf(y -+ h(CQZ + dgkl)) 5 (510)

esto es, coinciden con las que tendriamos al considerar un método
Nystrom de dos etapas. Esto no debe resultar sorprendente, puesto
que para los métodos de dos etapas para EDOs auténomas que hemos
considerado en capitulos precedentes las etapas coincidian con las co-
rrespondientes a las formulas explicitas de Runge-Kutta del mismo
nimero de etapas. Si hacemos los desarrollos de Taylor de dichas
etapas (como funciones del paso h en un entorno de h = 0) obtenemos

1 1.
ki(h) = fh+eif,zh? + 3 Afy2t b+ 6 A fuw?® h +O(h°),
1
ka(h) = fh+cafyzh®+ 3 (3 fyy?” + 2dafy f) B
1 .
+5 (63 fyyy?® + 6 cada fyy f2 4+ 6 crda foz) B + O(R°), (5.11)

donde, como antes, estamos obviando los puntos de evaluacién. Defi-
nimos ahora un nuevo término s por
ko — k1

= ) 12
iy (CQ — C1)Z -+ dgkl (5 )

Es evidente que puede ser considerado la modificacion del término s
definido al tratar los métodos de dos etapas para EDOs auténomas
de primer orden, de modo que sea aplicable a la nueva situacion. Las
razones que nos han movido a tomar de este modo el denominador
en la definicion del término s quedan més claras si observamos lo
siguiente: haciendo el desarrollo de Taylor de f(y + @) en un entorno
del punto a = 0 hasta orden tres se tiene

fly+a)=f+ fya+ ;fnyQ + (13fyyya3 + O(a4) . (5.13)
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Si ahora tomamos a = hcyz y sustituimos en (5.13) se obtiene, tras
multiplicar el resultado por h, el desarrollo de Taylor en potencias
de h de k1 que vimos en (5.11). Analogamente, si tomamos a =
h(cez 4 doky) y sustituimos en (5.13) obtenemos, tras multiplicar por
h, el desarrollo en potencias de h para ks

1
ka(h) = fh+ fy(coz + daky) B> + §fyy(022 + dyky)?

1 )
-+ 6fyyy(022 + d2k1)3 h4 -+ O(hS) s (514)

que coincide, tras las oportunas simplificaciones (teniendo en cuenta
como viene dado k;), con el resultado obtenido en (5.11). Para nues-
tros propositos (ilustrar por qué tomamos de este modo el denomina-
dor en la definiciéon de s) es conveniente dejarlo asi. Notese que las
composiciones en los desarrollos que estamos haciendo estén justifica-
das puesto que en ambos casos se tiene que sih = 0 entonces a = 0.
Ahora se deduce facilmente de lo anterior que

kg — kl = fy<(02 — Cl)Z + dz]ﬁ) h2 + ;fyy ((CQZ + d2k1)2 - (012’)2) h3
+ éfyyy ((c2z + doky)® = (c12)*) B + O(h)
= ((CQ — Cl>Z + d2/€1) <fy h2 + ;fyy<(01 + CQ)Z + d2k1> h3

1
* éfyyy ((012)2 + c12 (caz + dakn) + (22 + d2/€1)2) h4>
+ O, (5.15)

lo que justifica el tomar el denominador en s del modo que lo hemos
hecho. Ademés si dividimos el desarrollo anterior por (ca — ¢1)z + doky
se obtiene el desarrollo de s. Tras las oportunas sustituciones (de k;
por su desarrollo visto anteriormente) y simplificaciones, se comprueba
que el desarrollo de Taylor de s como funcién de h en un entorno del
punto h = 0 viene dado en la forma

1
s(h) = fyh* + 2 (c1+ o) fyy2 h°
1
+ 5 (] + crca + ) frpy?® + Bdafyy f) h* + O(h°) (5.16)
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Ahora es facil comprobar que, al igual que ocurria con las féormulas
para ecuaciones de primer orden, es posible obtener muchos parame-
tros adicionales que permiten aspirar a obtener érdenes de consisten-
cia mas altos que los que se obtienen con los métodos Runge-Kutta-
Nystrom del mismo ntimero de etapas. Para ello, observemos que
ademas de las propias etapas ki y k2, podemos incorporar a las for-
mulas que definen los métodos los productos de h por expresiones de
la forma

z Zaisi, y Kk Zﬁisi, (5.17)
i=1 i=1

para las aproximaciones a la soluciéon y a la derivada, obteniendo de
este modo muchos parametros libres adicionales.

Es sencillo comprobar que los desarrollos en serie de Taylor de
dichos factores (convenientemente escalados con h cuando sea necesa-
rio) son idénticos a los de la solucion exacta (y su derivada) en lo que
respecta a las diferenciales elementales que intervienen en los mismos
(aunque los coeficientes pueden variar). Més atin, se pueden incor-
porar a las formulas que definen los métodos, productos de la forma
2G(s) vy k1H(s) (para ciertas funciones G y H).

Estamos ya en condiciones de dar la forma general de los métodos
de dos etapas que consideraremos.

5.1.4 Expresion general de los métodos de dos etapas.En lo
que sigue, consideraremos métodos de dos etapas para el problema

y'(@) = fly(@), y(xo) =w, ¥'(r0) =2, f:R—IR, (518)

d(x) = fly(z),  2(x0) =2, (5.19)

en forma vectorial. Estos métodos de dos etapas vienen dados por

Ynt1 = Yn + 0 (P1(S) 2 + Pa(s) k1)
Zn+l1 = Ql(S) Zn + QQ(S) kl . (520)
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Las funciones P;, P5, Q1 v (2 se pueden tomar en principio de forma
arbitraria. Las etapas y el término s vendran dados por

k1 = hf(yn + hclzn) >
k2 = hf(yn + h(c2zn + d2k1)) )
ko — kq

= . 21
° (ca — €1)2n + doky (5 )

Por ejemplo, el método que hemos utilizado en el apartado 5.1.2 y que
venia definido por las formulas (5.3-5.4), se obtiene tomando en las
expresiones anteriores los valores de los pardmetros vistos en (5.5) y
las funciones definidas por

seny/—s  3—+3
ar + G (1—COS\/—_S>7

cosy/—s—1
Py(s) = ——,

s
Q1(s) = cosv/—s+ 3_6\/3\/—_ssen\/—_s,

Q2(s) = Seil/\_/—? (5.22)

Pasamos ahora al estudio de las condiciones de orden correspon-
dientes a los métodos de dos etapas.

Pl(S) =

5.1.5 Condiciones de orden para los métodos de dos etapas.
Empezaremos considerando métodos de dos etapas de tipo polinomial,
esto es, formulas definidas por las expresiones (5.20-5.21) en las cuales
las funciones Py, Py, ()1 y Q2 que los definen son polinomios. Descri-
biremos dichas funciones polindémicas por

p1 D2
Pi(s) = ZPUSZ, P2(3):Zp2i517
1=0 i=0
9 ) q2 '
Qi(s) =D qus',  Qas) =D qus', (5.23)
i=0 i=0

analogamente a como hemos hecho en capitulos precedentes.
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Pasamos a definir la convergencia de orden ¢ de los métodos que
hemos propuesto, imponiendo las mismas condiciones que han de sa-
tisfacerse en el caso de las formulas de Runge-Kutta-Nystrom (véase
por ejemplo 18], pag. 284).

Definicion 5.1 Diremos que el método (5.20) es de ordenq para pro-
blemas del tipo (5.18) suficientemente regulares, si se verifican las con-
diciones

y(@o+h) =y =0(R"™),  y(zo+h) -y =00, (5.24)

Es facil comprobar que, para las condiciones de orden cuatro, basta
tomar en (5.23) los valores p; = po = @2 = 1y 1 = 2, pues los
restantes pardmetros so6lo intervienen en las condiciones de 6rdenes
superiores. Esto se deduce de que, como hemos visto anteriormente,
se tiene que k; = O(h) y s = O(h?).

Las condiciones de orden cuatro para estos métodos vienen dadas
por

pio =1, (5.25)
1

P2 = 5, (5.26)
1

P+ Cip2 = 5 (5.27)
1

(c1+ c2) pu1 + ¢ pao = iR (5.28)
1

= 2

P = 51 (5.29)

qo = 1, (5.30)

g0 = 1, (5.31)
1

Gt =5, (5.32)
1

(14 ¢2) qu1 + ¢ g0 = 3 (5.33)
1

@1 = g (5.34)
1

(A +crca+c3)qu+cigu = 1 (5.35)
1

(c1+ca)gn +dagn = 1 (5.36)
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1

o1 (5.37)

q12 +C1q21 =
donde las cinco primeras corresponden a la aproximaciéon a la solucién
y v las restantes a la aproximacion a la derivada de dicha solucion
z = y. Lasolucién a dicho sistema de ecuaciones es sencilla de obtener
y viene dada por

o = 32‘/5, ey = 3i6\/§, dy = if (5.38)
e . S |
Pio = 1, P20 = 5 P11 = B y P21 = o4
qo = 1 q20 =1 qnzj:i\/g 6121:1 6112:L2\/g
’ ’ 6 6’ 72 '

Es posible también en este caso satisfacer algunas condiciones de or-
den cinco (aunque no todas). De hecho, para obtener las condiciones
correspondientes a orden cinco, bastarad tomar en (5.23) los valores
p2=1y p1 =q = q =2, y anadir a las ecuaciones correspondientes
a orden cuatro (dadas por (5.25-5.37)) las asociadas a orden cinco,
esto es

1
(& +crca+ ) pu+cipo = 20 (5.39)
1
(c1 4 ) pa1 +dap1 = 20 (5.40)
1
P12 +C1p21 = 120" (5.41)
1
(¢ +cieatercs+c3)qu+cl o = 5 (5.42)
3
(C% +cre+ 03) g+ (a1 +2c)dygn = 10 (5.43)
1
2(c1+c)qua+c1(2c1+¢2) g +c1daqn = 12’ (5.44)
1
d = — 4
2421 20’ (5 5)
1
G2 = 120 (5.46)

de las cuales las tres primeras corresponden a la aproximacion ay y
las cinco restantes a la aproximacion a la derivada z = ¢/
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Tras sustituir los valores obtenidos en (5.38) para orden cuatro
en las ecuaciones (5.39-5.46) correspondientes a orden cinco, se com-
prueba que seis de ellas no pueden ser satisfechas (por no depender
de los parametros libres), por lo que no es posible obtener formulas
de orden cinco del tipo considerado con sblo dos etapas. Sin embargo,
si es posible minimizar la parte principal del error local de truncacién
satisfaciendo las otras dos condiciones de orden cinco, concretamente
las ecuaciones (5.41) y (5.46). Para ello basta tomar los valores

—9£53 1
70 T 10

y anadirlos a los obtenidos en (5.38) para orden cuatro.

En lo anterior hemos deducido las condiciones de orden para los
métodos de dos etapas de tipo polinomial (dados por las expresio-
nes (5.20), (5.21) y (5.23)) y las hemos resuelto obteniendo de este
modo todas las féormulas de orden cuatro. Es facil obtener, anéloga-
mente a como ya hicimos en capitulos anteriores, las condiciones de
orden correspondientes a métodos de dos etapas mas generales. Para
ello, basta considerar los desarrollos en potencias des de las funciones
Py, Py, Q1 y Q2 del método general de dos etapas, definido por (5.20)
y (5.21), y comparar dichos desarrollos con los correspondientes a los
métodos de dos etapas de tipo polinomial, con las etapasky, ko v el
término s definidos del mismo modo. Ilustraremos lo anterior dedu-
ciendo que el método visto en el apartado 5.1.2, que evidentemente no
es de tipo polinomial, es de orden cuatro.

Observemos en primer lugar que el método no polinomial al que
aludimos era

cosy/—s —1 , seny/—s\ ,
Yn1 = Yn +h <<s> (k1 —c1syy,) + <_S> yn> ’

1
o = ot ((eosv=s = ) () - asif) ) 5.8

donde

P12 = (5.47)

kl = hf(yn + hcly;z) )
ky = hf(yn + h(coy,, + doky1))
ko — Ky

pu— .4
5 (CQ — cl)yg + dgk’l ’ (5 9)
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y los valores de los parametros vienen dados por

3—+3 3 3 3
= 6\/_a Co = +6\/_’ d2:\{3—; (5.50)

C1
0 sea, es

Ynt1 = Yn + B (PL(8) 20 + Pa(s) k1)
Zn+l1 = Ql(S) Zn + QQ(S) kl (551)

para las funciones

seny/—s 3—4/3
Pi(s) = W + 5 <1 — cos \/—3> ,
cosy/—s—1

Py(s) = ——,

Q1(s) = cosv/—s+ 3 _6\/3\/—_58611\/—_8,
Serx_s__s. (5.52)

Las etapas ki, ks y el término s vienen dadas exactamente igual que
en los métodos de tipo polinomial de orden cuatro, por venir definidas
del mismo modo y coincidir las constantes c¢i, co ¥ do con los valores
de (5.38) tomando el signo superior. Los desarrollos en potencias de
s de las funciones P;, Py, Q1 y Q2 (convenientemente redefinidas por
continuidad en s = 0) que definen dicho método, vienen dados por

“14+v3  —94+53
+fs+ +f82+0

Qa(s) =

Pi(s) =1+ — 720 (s%),

Py(s) = ; 2145+7;032 +0(s%),

Q1(s) = 1+\g§8+_3+722\/382 +0(s%),

Qo(s) = 1+és+1éos2 +O(s%), (5.53)

y permiten deducir trivialmente que el método es de orden cuatro con
minimizacion de la parte principal del error local de truncacion (com-
parense los coeficientes de (5.53) con los obtenidos en (5.38) y (5.47)
para el caso polinomial.
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5.1.6 Construcciéon de métodos de dos etapas para proble-
mas oscilatorios. En los ultimos anos han surgido distintos métodos
disenados para la integracion de problemas oscilatorios. Entre otros
cabe senalar a modo de ejemplo los discutidos en [7], [30], [31], |46],
[47], [48], [39] v [40].

Nos proponemos construir formulas de dos etapas del tipo descrito
en (5.20-5.21) especificamente disefiadas para integrar eficientemente
problemas altamente oscilatorios. Un primer ejemplo de férmula de
este tipo lo hemos utilizado para introducir el capitulo y viene descrito
al final del apartado precedente. A continuacién veremos como obtener
dicha formula.

Nuestro punto de partida es la ecuacion test
y'=—ay, y(xo) =vo, ¥Y(x0) =2, (5.54)
con « > 0. El problema anterior tiene una solucién bien conocida que
viene dada por

N en(vole = 1) (v

Va

—ya sen (Vo (x —xg)) cos(ya(x — xg))
donde, como viene siendo habitual, con z denotamos y'. En adelante
tomaremos, sin pérdida de generalidad, zo = 0. Notese que para valo-
res « positivos y muy grandes la solucion presenta rapidas oscilaciones
que dificultan su integracién numérica con pasos de tamano razonable.

Al aplicar un método de dos etapas de la familia descrita por (5.20—
5.21) a la ecuacion test (5.54) obtenemos para las etapas

ki = —ha(y, + hciz,),
ky = —ha ((1=h ads)yn +h(ca— Wadya)z) ,  (5.56)
y el término s toma la forma
s=—h’a. (5.57)

Por tanto, aplicado a la ecuacién test, cualquier método descrito por
(5.20) tomara la forma

- 1—h2aPy(—h*a) h(P(—h*a)—h*aci Py(—h*a)) y
< >_ —ha Qy(—h*a) Qi (—h*a)—h*ac1Qa(—h*a) <Zn>

) (5.55)

20

Zn+1

(5.58)
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De la expresion (5.55) (con zo = 0) que nos proporciona la solucion
exacta del problema (5.54) es facil deducir que se verifica

wim)_ [ eostvarny CRVOEENN
(o) | sV (e ) (Ao H) (%)

CcoS (\/ah) M (y(x)

- va
—v/a sen (y/ah) cos(y/ah)

Cuando integramos con paso fijo h el problema (5.54), con cualquiera
de los métodos que estamos considerando, pretendemos quey, v z,
en (5.58) proporcionen aproximaciones a las cantidadesy(nh) y z(nh)
de (5.59) respectivamente.

Podemos ir mas lejos e imponer que, salvo errores de redondeo, la
solucion numeérica coincida con la solucion exacta del problema consi-
derado. Para ello basta imponer que la matriz considerada en (5.58)
coincida con la segunda matriz de (5.59). Tras igualar coeficiente a
coeficiente y despejar se obtiene que las funciones P, y (); que definen
los métodos han de verificar

Pi(—h*a) = Sen\%im +c (1 - COS(\/ah)) )
Py(—h?a) = Lo cosvah)

h2a ’

Q1(—h*a) = cos(v/ah) + civ/ahsen(vah),

Qa(—h*a) = Sen\%im (5.60)

Finalmente, de la relaciéon s = —h? a se deduce sin dificultad que el
primer método visto en este capitulo integra exactamente problemas
oscilatorios del tipo ¢y = —ay + [ con a > 0y f € IR. Ademas,
como ya vimos, la eleccion de los parametrosc;, co y dy que hemos
hecho en (5.5) nos permite asegurar que el método es de orden cuatro
para problemas escalares autonomos del tipo (5.1) y minimiza la parte
principal del error local de truncacion.

Conviene observar en este punto que el estudio que acabamos de
realizar es analogo al que en su momento realizamos al estudiar las
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propiedades de estabilidad lineal de los métodos para problemas de
primer orden. De hecho la segunda matriz en (5.59) juega un papel
analogo al de la funcion de estabilidad lineal R que obteniamos a partir
de la ecuacion test y' = Ay. Mas atn, vimos en la seccion (2.3.4)
que es posible obtener métodos de dos etapas a partir de funciones de
estabilidad prefijadas, y siguiendo un procedimiento similar es también
posible construir métodos de dos etapas para el problema (5.1) a partir
de matrices prefijadas. De hecho el estudio previo es un ejemplo de
como hacer ésto, pero no entraremos en mas detalles a este respecto.

Aprovechamos para hacer un comentario relativo a la aplicabilidad
del método obtenido a problemas para los cuales el término s resulte
ser positivo o nulo, caso en el aparentemente la formula resultante no
esta definida (en el primer caso v/—s no esta definido en IR y en el
segundo aparecen indeterminaciones). Esta situacion, que no se da
en las formulas de tipo polinomial por razones obvias, se soluciona sin
mas que observar que cuando s es positivo se puede poner/—s = i+/s
y utilizar las conocidas relaciones

ch(z) = cos(i z), sh(z) = —i sen(i z), z e, (5.61)

tras lo cual bastara reescribir como sigue las funciones P; y @); que
caracterizan nuestro método

shy/s 3—+/3
N
Py(s) = BVEZL

s
Q1(s) = chy/s — 3_6\/3
sh+/s
5
cuando s resulte ser positivo. Cuando s = 0 es facil deducir (tras
resolver las indeterminaciones que surgen) que bastara tomar

1
Pi(s)=1, Py(s)= 3 Qi(s) =1, Qas)=1. (5.63)
De las observaciones anteriores podemos concluir que el primer método
propuesto en este capitulo integrara exactamente problemas del tipo
y" = —ay+pcona, B € IR (nétese que hemos suprimido la condicion

a > 0).

Pi(s) = (1_Ch\/§) )

Vssh/s,

(5.62)
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5.1.7 Experimentos numéricos con los métodos de dos eta-
pas. Pasamos a ilustrar el comportamiento numérico de los métodos
de dos etapas y orden cuatro que acabamos de obtener. Hemos visto un
primer ejemplo en el apartado 5.1.2 para motivar el interés de las for-
mulas que hemos introducido y estudiado en los apartados siguientes.
Completamos a continuacion los experimentos numeéricos iniciados en
dicho apartado.

Empezaremos integrando numéricamente problemas del tipo des-
crito en (5.6), tomando distintos valores de los pardmetrosa y €, y
utilizando distintos tamanos de paso (siempre con paso fijo). Los mé-
todos que utilizaremos para ello son:

1. El método Runge-Kutta-Nystrém de orden cuatro y tres evalua-
ciones por paso descrito en [18], pag. 285 y que denotaremos por
RKN43.

2. El método de orden cuatro y dos evaluaciones por paso de tipo
polinomial descrito por las expresiones (5.20), (5.21) y (5.23),
que se obtiene tomando el signo superior en (5.38) y el resto de
parametros nulos. A dicho método lo denotaremos por MSO42.

3. El método de orden cuatro y dos evaluaciones por paso de tipo
polinomial descrito por las expresiones (5.20), (5.21) y (5.23),
que se obtiene tomando el signo superior en (5.38) y (5.47). A
dicho método (cuya parte principal del error local de truncacion
queda minimizada) lo denotaremos por MSO42M.

4. El método de orden cuatro y dos evaluaciones por paso, que es
exacto para problemas del tipoy” = —ay + ( con a > 0,5 € IR
y que describimos en los apartados 5.1.2 y 5.1.5. Lo denotaremos
por MSO42T.

Como el problema (5.6) no admite una solucion en términos de fun-
ciones elementales, hemos optado por medir el error cometido en la
integral primera (ay? + y?)/2 — ey?/4 en los experimentos numéricos
que realizamos. También aportaremos en algunos casos los errores
cometidos para la solucion y su derivada, medidos respecto de una
solucion de referencia suficientemente precisa.

La figura 5.1 muestra los resultados numéricos obtenidos al aplicar
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Figura 5.1: ¢ = —y +1073y3, y(0)=1, 4/ (0)=0, h=0.1,
te |0, 207].

los métodos anteriores al problema
y'=—ay+ey’, y(0)=1, y(0)=0, (5.64)

tomando los valores @« = 1 y ¢ = 1073 e integrando con paso fijo
h = 0.1 en el intervalo [0, 207] (esto es 10 revoluciones). Es evidente,
a la vista de la grafica para el error (medido respecto de la integral
primera), que el método que muestra un mejor comportamiento es
aquél que denotamos con MSO42T. Los métodos MSO42 y MSO42M
muestran un comportamiento parecido al del método de referencia
RKN43, si bien no olvidemos que ambos utilizan una evaluacion de
funcion menos por paso.

En las figuras 5.2 y 5.3 se muestran los errores medidos respecto de
una solucién de referencia cuidadosamente calculada, para la solucion
y la derivada de la solucion respectivamente (tomando los mismos
valores que en la figura 5.1).

Repetimos a continuacion el mismo experimento numérico toman-
do ahora a = 100 (el resto de valores vienen dados como en el expe-
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Figura 5.2: ¢ = —y +1073y3, y(0)=1, 4/(0)=0, h=0.1,
te|0,207].

rimento que gener6 la grafica 5.1) de modo que el problema muestre
un mayor caracter oscilatorio. Los resultados obtenidos para el error
medido respecto de la integral primera se muestran en la figura 5.4.
Se observa en dicha grafica que el inico método que proporciona una
aproximacion satisfactoria es el de tipo trigonométrico que denotéba-
mos por MSO42T. Esto es asi por el tamano de paso considerado y
por ser éste el tinico de entre los considerados disenado especificamente
para problemas de caracter oscilatorio.
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Figura 5.3: ¢/ = —y +1073y3, y(0)=1, »'(0)=0, h=0.1,
t €10, 207].
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