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Prólogo.

La Tesis Doctoral que presenta Jorge Álvarez para optar al grado de
Doctor en Ciencias Matemáticas posee un aspecto esencial que con-
viene señalar. Y es que, lejos de constituir una disquisición puramente
teórica, de mucha importancia cientí�ca, pero de dudosa aplicación a
tareas prácticas (al trabajo diario de cálculo, que diríamos mejor),
pretende en todo momento mantenerse anclado a las necesidades de
quien desea enfrentarse a la integración efectiva de problemas de valo-
res iniciales. El espectro de cientí�cos y técnicos a los que estas notas
pueden interesar es muy amplio. Este hecho se debe a que, hoy, buena
parte de los problemas prácticos a los que todos nos enfrentamos es-
tán ligados a la resolución, especialmente numérica, de problemas de
valores iniciales formulados en términos de sistemas de ecuaciones di-
ferenciales.

Quienes somos conscientes de la importancia del tema a que aludi-
mos, estamos en condiciones de reconocer las ventajas que nos propor-
cionan los denominados Métodos GRK (por 'generalized Runge-Kutta
methods'). Su orientación al tratamiento de los problemas rígidos
(o 'sti�' como aparece frecuentemente en la literatura) marcha simul-
tánea con la atención que en las últimas décadas se viene prestando
a este tipo de comportamiento. Enfocados a este propósito, los mé-
todos GRK permiten aumentar el orden manteniendo el número de
etapas. Es cierto que el número de etapas viene constituyendo el cri-
terio empleado en la valoración del 'coste' de un método, aunque hay
que reconocer que, dependiendo del problema, pueden existir mayores
ingredientes de 'gasto computacional'.

Pero, a esta ventaja que ya sería importante por ella misma, hay
que añadir otras que no lo son menos. Contrariamente a la generalidad
de los métodos diseñados para problemas rígidos, los métodos GRK
no incluyen la necesidad de evaluar la (generalmente costosa) matriz

xi



xii Prólogo

Jacobiana.
Y, dejada para el �nal por ser una de las características mayores,

está la importante mejora de la estabilidad lineal sin perder el carácter
explícito (o linealmente implícito) de los métodos.

No cabe duda de que las anteriores ventajas no pueden ser gratui-
tas. En efecto, el autor de la Tesis nos hace ver que estos métodos
no pueden ser aplicados a cualquier tipo de sistemas. Pero nos mues-
tra al mismo tiempo la fecundidad de los problemas a los que los
métodos GRK sí que pueden enfrentarse. Justamente termina el tra-
bajo con una exploración, ligera pero importante, de las técnicas para
ecuaciones especiales de segundo orden (entre los que se encuentran
importantes problemas orbitales) a las que sus métodos permiten tra-
tar ventajosamente. Posiblemente será éste el campo en el que los
derivados de los métodos GRK presentarán mayores ventajas de uso.
El futuro tendrá, como siempre, la última palabra.

Jesús Rojo, Valladolid 2002 .
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Capítulo 1

Introducción.

En este capítulo, tras una breve reseña histórica, nos proponemos
plantear el problema general del que nos ocuparemos, así como los
métodos numéricos que construiremos y estudiaremos en posteriores
capítulos. Asimismo introduciremos algunos conceptos y resultados
que nos serán de utilidad en lo que sigue, en especial a la hora de
comprender la estructura de los nuevos métodos.

Por el momento, el problema general vendrá dado por la ecuación
escalar autónoma de primer orden y′(x) = f(y(x)) con condición ini-
cial y(x0) = y0 (problema de Cauchy). Las razones que nos mueven
a considerar únicamente el caso escalar autónomo en este capítulo in-
troductorio, en lugar del más habitual caso vectorial, se pondrán de
mani�esto más adelante, cuando motivemos la introducción de nuevos
métodos numéricos y veamos las di�cultades que plantea su extensión
al caso vectorial.

En cuanto a los métodos numéricos que aplicaremos a la resolu-
ción numérica de nuestro problema de partida, podemos adelantar
que, en un sentido que precisaremos posteriormente, constituyen una
generalización de los conocidos métodos Runge-Kutta y asimismo se
relacionan con los denominados Rosenbrock. Por esta razón nos refe-
riremos a ellos en ocasiones con el términométodos GRK (abreviatura
de "generalized Runge-Kutta methods").

Conviene señalar sin embargo que existen diferencias esenciales
entre los métodos que construiremos y los anteriormente citados. De
hecho, los esquemas numéricos de cuya construcción y estudio nos
ocuparemos, no aparecen publicados en la literatura especí�ca sobre
el tema.

1



2 1. Introducción

1.1 Breve reseña histórica.
En las últimas décadas, gran número de libros y artículos en revis-
tas internacionales se han ocupado del estudio de métodos numéricos
para la integración de ecuaciones diferenciales rígidas (sti�). Se han
propuesto multitud de métodos buscando buenas propiedades de es-
tabilidad lineal y no lineal. Casi todos estos métodos son ímplicitos
en mayor o en menor medida. Una buena referencia en lo relativo a
métodos para problemas rígidos es [20].

Los más usados en la práctica son aquellos basados en métodos
lineales multipaso, especialmente los métodos BDF (véanse por ejem-
plo [27, 18]), por ser muy e�cientes para un gran número de problemas
de este tipo. No obstante, Dahlquist probó en [15] que ningún método
lineal multipaso de orden mayor que dos puede ser A-estable, por lo
que estas fórmulas no son adecuadas cuando se trata de integrar algu-
nos problemas rígidos (por ejemplo, aquellos cuya matriz Jacobiana
tiene algún autovalor con parte imaginaria grande).

También han sido utilizados con cierta frecuencia métodos Runge-
Kutta implícitos [12], debido a sus buenas propiedades de estabilidad
(A-estabilidad, L-estabilidad y B-estabilidad entre otras). Sin em-
bargo, es necesario resolver un sistema no lineal de ecuaciones (alge-
braicas) en cada paso de la integración, lo que hace estas fórmulas
poco competitivas especialmente cuando la dimensión del problema es
grande. De hecho, al integrar numéricamente un sistema de ecuaciones
diferenciales de dimensión N con un método Runge-Kutta implícito
de m etapas, es necesario en general resolver en cada paso un sistema
no lineal de ecuaciones de dimensión m ·N . Por otra parte, y con el
�n de retener las buenas propiedades de estabilidad de estos métodos,
el sistema algebraico ha de ser resuelto en general mediante un mé-
todo del tipo Newton-Raphson. El método de Newton requiere de la
evaluación de m matrices Jacobianas y de la resolución de un sistema
lineal de dimensión m·N (cuya factorización LU requiere a su vez del
orden de m3·N3/3 productos) en cada iteración. Con el �n de reducir
el número de evaluaciones de la matriz Jacobiana, se suele recurrir a
un método de Newton modi�cado (a la hora de resolver las ecuacio-
nes algebraicas) consistente en sustituir en el método de Newton lasm
evaluaciones de la matriz Jacobiana, por una única evaluación de dicha
matriz (perdiendo de este modo la convergencia cuadrática). De este
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modo se reduce el coste computacional asociado a la evaluación de la
matriz Jacobiana, pero sigue siendo necesario realizar la factorización
LU de una matriz de dimensión m·N .

Para reducir el coste computacional que requiere la solución del sis-
tema algebraico mediante un método de Newton modi�cado al aplicar
un método Runge-Kutta implícito, se han identi�cado subfamilias de
métodos Runge-Kutta cuya implementación permite ahorrar opera-
ciones a la hora de obtener la factorización LU. Así, para la clase
de métodos Runge-Kutta diagonalmente implícitos (DIRK) dem eta-
pas, el coste computacional asociado a la factorización LU se reduce a
m·N3/3 operaciones de multiplicación. Considerando la clase de mé-
todos Runge-Kutta simplemente diagonalmente implícitos (SDIRK) o
la clase de métodos Runge-Kutta simplemente implícitos (SIRK), es
posible reducir aún más el coste de dicha factorización hasta lasN3/3
operaciones de multiplicación (véanse [20, 12, 1] para más detalles).

En un intento de superar algunas de las di�cultades mencionadas
anteriormente, en los últimos años se han introducido clases de mé-
todos más generales (véanse por ejemplo [10, 11, 8]) que combinan
métodos lineales multipaso y Runge-Kutta.

Con el �n de reducir el coste computacional que se requiere en
cada paso de la integración numérica, también se han considerado
métodos linealmente implícitos, eliminando de este modo la necesidad
de resolver sistemas no lineales de ecuaciones algebraicas por medio de
fórmulas del tipo Newton (que requieren evaluaciones adicionales en
cada iteración). Para implementar estas fórmulas, basta resolver un
sistema lineal de ecuaciones algebraicas en cada paso, con las ventajas
que esto supone sobre los métodos considerados con anterioridad.

De entre los muchos métodos de este tipo cabe destacar los conoci-
dos como métodos Rosenbrock [35] así como los ROW-métodos (tam-
bién conocidos como métodos Rosenbrock-Wanner o métodos Rosen-
brock modi�cados) [32, 24, 25]. Estos métodos tienen el inconveniente
de que es necesario evaluar la matriz Jacobiana en cada paso, lo que
les hace poco competitivos cuando esta evaluación es costosa desde
un punto de vista computacional. Por esta razón se han considerado
extensiones de los métodos Rosenbrock para las cuales la matriz Jaco-
biana sólo ha de ser evaluada cada cierto número de pasos [45, 22, 43].
Más aún, se han desarrollado métodos de tipo Rosenbrock que no re-
quieren de la evaluación de la matriz Jacobiana. Entre otros podemos
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citar los W-métodos [41], los MROW-métodos [53] y los métodos de
Runge-Kutta generalizados [44] (véase también [16]). Para una exce-
lente exposición de algunos de estos métodos véase [20].

También se han propuesto otros métodos no lineales que prescin-
den del uso de la matriz Jacobiana, entre los que cabe destacar los
métodos racionales especialmente diseñados para problemas cuya so-
lución posee singularidades. Dichos métodos vienen descritos en [26]
pp. 209�216 (para más detalles véanse también [28] y [38]).

Los métodos explícitos (linealmente implícitos) que propondremos
en esta memoria, pueden ser considerados como una generalización de
los clásicos métodos Runge-Kutta explícitos, que permite una sensible
reducción del número de etapas necesario para obtener fórmulas de
un orden determinado. Veremos asimismo cómo los métodos GRK
propuestos permiten obtener fórmulas explícitas (linealmente implí-
citas) con buenas propiedades de estabilidad (como A-estabilidad y
L-estabilidad) y generalizaremos los mismos para hacerlos aplicables
a algunos problemas no escalares y no autónomos que surgen con cierta
frecuencia en las aplicaciones. Conviene señalar en este punto que, a
diferencia de lo que ocurre con otros métodos especí�camente diseña-
dos para problemas rígidos (y de los que hemos hablado con anterio-
ridad), nuestros métodos no requieren del uso de la matriz Jacobiana
ni en su diseño ni en su implementación. También propondremos una
generalización de los mismos para problemas de segundo orden de un
tipo especial.

Tras este primer capítulo justi�cativo e introductorio, nos ocupa-
remos en el segundo capítulo del estudio de los nuevos métodos de dos
etapas para problemas escalares autónomos de primer orden. En el
tercer capítulo obtendremos la expresión general de los métodos dep
etapas para este tipo de problemas y estudiaremos la convergencia, el
orden y las propiedades de estabilidad lineal de los mismos. Una gene-
ralización de los métodos considerados en los tres primeros capítulos,
para hacerlos aplicables a problemas vectoriales de primer orden de
un tipo especial, se considera en el capítulo cuatro. Finalmente, en
el último capítulo estudiamos brevemente una generalización de los
métodos que permite obtener fórmulas aplicables a ecuaciones espe-
ciales de segundo orden (que también pueden ser consideradas una
generalización de los métodos Runge-Kutta-Nyström).
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1.2 Ventajas y limitaciones de los nuevos
métodos.

Como se hará enseguida obvio, apenas comencemos la descripción de
los nuevos métodos GRK para ecuaciones escalares, la principal y muy
notable ventaja de los mismos es la mejora del orden manteniendo un
número reducido de evaluaciones. El único tributo a pagar es un au-
mento del coste computacional asociado, que se traduce en un mayor
número de operaciones de suma y multiplicación (y en ocasiones en la
necesidad de introducir también alguna división) que en los tradicio-
nales métodos Runge-Kutta explícitos del mismo número de etapas.

Si dejamos momentáneamente aparte la importante limitación que
supone la restricción al caso escalar autónomo, conviene señalar que
obtenemos métodos explícitos, de orden muy alto y con notables pro-
piedades de estabilidad lineal, hechos todos ellos imposibles con el
diseño usual de los métodos de Runge-Kutta explícitos. A título de
ejemplo elemental: obtener, con sólo dos evaluaciones de la función
por paso, orden 3 y L-estabilidad justi�ca ya ampliamente la conside-
ración de los métodos que presentamos. El método que consigue las
ventajas anteriores tiene la simple formulación

k1 = f(yn) , k2 = f
(
yn +

2

3
hk1

)
,

s =
3(k2 − k1)

2k1

,

yn+1 = yn + h k1

(
6− s

6− 4 s + s2

)
. (1.1)

Conviene señalar en este punto que, como veremos más adelante en
esta memoria, es también posible construir fórmulas de dos etapas y
orden tres (pertenecientes a la familia de métodos que introducimos)
a partir de funciones de estabilidad lineal pre�jadas. Esto puede ser
de gran utilidad al tratar problemas perturbados para los que se co-
nozca la solución exacta del problema no perturbado, pues permite
construir de forma sencilla fórmulas especí�camente diseñadas para
integrar exactamente el problema no perturbado.

Cuando pasamos a abordar el problema de valor inicial para sis-
temas, nos encontramos sin embargo con el inconveniente de que la
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precedente construcción de s no es punto por punto transportable al
caso en que k1 y k2 son vectores. Como es ya sabido, los sistemas no
autónomos pueden ser formulados de manera sencilla como sistemas
autónomos, de manera que nuestro tratamiento será exclusivamente
para sistemas autónomos. Cuando abordemos este problema, veremos
que la fórmula que en (1.1) proporciona s debe ser transformada en
una fórmula que proporcionará s como una matriz cuadrada cuyo ta-
maño es la dimensión del sistema. La "división" por el vectork1 sólo
tendrá sentido en el caso en que la función vectorialf que proporciona
el sistema

y′ = f(y) (1.2)
sea de un tipo especial que llamaremos "separada" (y "separado" al
sistema que origina). Esto signi�ca que f tendrá que ser de la forma

f(1)(y(1) , y(2) , . . . , y(m)) = f11(y(1)) + f12(y(2)) + . . . + f1m(y(m)) ,

f(2)(y(1) , y(2) , . . . , y(m)) = f21(y(1)) + f22(y(2)) + . . . + f2m(y(m)) ,

... ... (1.3)
f(m)(y(1) , y(2) , . . . , y(m)) = fm1(y(1)) + fm2(y(2)) + . . . + fmm(y(m)) ,

lo que deja los métodos GRK fuera de uso para el caso más general.
Esta limitación, aún siendo importante, se compensa con las mejoras
que se obtienen (mayor orden de convergencia y mejores propiedades
de estabilidad lineal) en los problemas para los que las nuevas fórmulas
son aplicables, respecto a métodos clásicos de propósito más general
(como por ejemplo los métodos Runge-Kutta explícitos).

Pese a las limitaciones anteriormente expuestas, hemos explorado
algunos casos de trascendencia práctica a los que nuestros métodos
se aplican. El resultado ha sido el convencimiento de que un nú-
mero importante de problemas de interés pueden ser abordados con
las fórmulas que aportamos en esta memoria, tanto en el caso de las
ecuaciones diferenciales ordinarias como en el caso de las ecuaciones
en derivadas parciales.

En el primero de dichos casos se encuentra la posibilidad de in-
tegrar ecuaciones no autónomas de�nidas como sistemas autónomos
"separados". Cuando observamos los casos citados como prácticos en
la literatura vemos que un buen número son problemas que podemos
resolver con nuestros métodos. Sin ser exaustivos, (4.18) (véase [20]
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pp. 349�443), (4.24) (véanse [36] pp. 27 y [34]) y (4.26) (tomado de [27],
pp. 213) son ejemplos, por lo demás muy interesantes, de nuestra a�r-
mación. Dando un paso más en esta línea de las ecuaciones escalares,
hemos adaptado nuestros métodos a la integración de buena parte de
los problemas de segundo orden, siempre de un tipo especial, con lo
que tocamos uno de los problemas de mayor interés en el tratamiento
del caso orbital.

En el caso de las ecuaciones en derivadas parciales, las ideas so-
bre semi-discretización que transforman estos problemas en sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias llevan, o pueden llevar, en mu-
chos casos a sistemas "separados", para los que nuestros métodos son
aplicables. Más adelante ponemos ejemplos de esta opción y, en par-
ticular, retomamos el ejemplo de [20] (pp. 349�443) sobre la ecuación
de Burgers

ut + uux = ν uxx , ν > 0 , (1.4)
que, tras la discretización por el Método de líneas (MOL) adquiere la
forma

u′i = −u2
i+1 − u2

i−1

4∆x
+ ν

ui+1 − 2ui + ui−1

(∆x)2
, i = 1, 2, . . . , N , (1.5)

que resolvemos con uno de nuestros métodos comparando las solucio-
nes obtenidas con las de [20] y relacionando el trabajo de integración
empleado en ambos métodos de resolución numérica.

Resumiendo, esta sección ha querido dejar clara la importante li-
mitación de los métodos GRK cuyo diseño sigue, en lo relativo a su
ámbito de aplicabilidad. Objetivo esencial de lo anterior es no pro-
ducir engaño alguno al lector rápido de esta memoria. Pero dicho
esto, hemos tratado de dejar claramente establecido que los nuevos
métodos se pueden usar en gran cantidad de problemas considerados
como prácticos en la literatura seria ya conocida. Además, en aque-
llos problemas para los cuales estos métodos explícitos (o linealmente
implícitos) se pueden aplicar, la ganancia en orden y sobre todo en lo
relativo a las propiedades de estabilidad lineal para problemas rígidos
("sti�") es notable y justi�ca plenamente su introducción y su estudio.

Establecido lo que precede, estamos en condiciones de comenzar
la descripción de los nuevos métodos, comenzando por dar una idea
intuitiva de su origen. Este punto será el que nos ocupe el resto de
este capítulo introductorio.
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1.3 Cómo surgen los nuevos métodos.
1.3.1 La ecuación escalar autónoma de primer orden.Para
empezar nos ocupamos de buscar métodos más e�caces para la in-
tegración de la ecuación escalar autónoma de primer orden, o más
concretamente del correspondiente problema de Cauchy

y′(x) = f(y(x)) , y(x0) = y0 , (1.6)

donde f : IR→ IR.
En ocasiones, nos restringiremos a estudiar el problema de valo-

res iniciales en un intervalo I = [a, b] de IR y tomaremos a = x0.
Asimismo, dependiendo del contexto, supondremos que la funciónf
veri�ca ciertas propiedades, que precisaremos en el momento opor-
tuno.

Como ya hemos dicho, los esquemas numéricos que aportamos me-
joran considerablemente el orden de consistencia y las propiedades
de estabilidad lineal que se obtienen con los métodos clásicos de tipo
Runge-Kutta (abreviadamente R-K) explícitos con el mismo número
de evaluaciones.

1.3.2 Una primera aproximación a los nuevos métodos.Es
bien conocido que muchos métodos numéricos para la integración de
ecuaciones diferenciales ordinarias pueden ser obtenidos de manera
análoga a como se obtienen las fórmulas de cuadratura de tipo inter-
polación. Veamos a continuación, a modo de ejemplo, cómo es posible
obtener el método de Euler y alguno de los nuevos métodos que nos
proponemos introducir, siguiendo la idea antes expuesta.

A partir del problema de valor inicial (1.6) se deduce la identidad

y′(x)

f(y(x))
= 1 , ∀x ∈ IR , (1.7)

supuesto que la función f no se anula. Integrando la identidad anterior
en el intervalo [xn, xn+1] deducimos

∫ xn+1

xn

y′(x)

f(y(x))
dx = xn+1 − xn , (1.8)
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o equivalentemente, tras un cambio de variable en el primer miembro
∫ y(xn+1)

y(xn)

dy

f(y)
= xn+1 − xn . (1.9)

La igualdad anterior nos permite obtener aproximaciones numéricas
a la solución del problema (1.6) sin más que aproximar la integral
por una regla de cuadratura. Pasamos a considerar algunas posibles
elecciones de fórmulas de cuadratura, para ver a qué tipo de métodos
numéricos dan lugar.

Si utilizamos la regla del rectángulo, esto es
∫ b

a
g(t) dt ≈ (b− a) g(a) , (1.10)

se deduce de (1.9) que

xn+1 − xn =
∫ y(xn+1)

y(xn)

dy

f(y)
≈ y(xn+1)− y(xn)

f(y(xn))
. (1.11)

Si denotamos por h = xn+1−xn y de�nimos yn+1 e yn como aproxima-
ciones a y(xn+1) y a y(xn) respectivamente (de modo que la igualdad
aproximada (1.11) pase a ser una igualdad), obtenemos el método

h =
yn+1 − yn

f(yn)
, (1.12)

que no es otro que el método de Euler explícito dado por

yn+1 = yn + hf(yn) . (1.13)

Análogamente, si consideramos la regla del trapecio dada por
∫ b

a
g(t) dt ≈ b− a

2
(g(a) + g(b)) , (1.14)

se tiene que

xn+1 − xn =
∫ y(xn+1)

y(xn)

dy

f(y)

≈ y(xn+1)− y(xn)

2

(
1

f(y(xn))
+

1

f(y(xn+1))

)

=
y(xn+1)− y(xn)

2

f(y(xn)) + f(y(xn+1))

f(y(xn)) f(y(xn+1))
, (1.15)
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y, haciendo uso de las notaciones anteriores, la correspondiente fórmula
viene dada por

yn+1 = yn + 2 h
f(yn) f(yn+1)

f(yn) + f(yn+1)
. (1.16)

La fórmula anterior es implícita. Con el �n de obtener un método
explícito, podemos sustituir en el segundo miembro de la igualdad
anterior yn+1 por la aproximación dada por yn + h f(yn) (esto es, por
la aproximación que nos proporciona el método de Euler explícito) con
lo que se obtiene la fórmula

yn+1 = yn + 2 h
f(yn) f(yn + h f(yn))

f(yn) + f(yn + h f(yn))
, (1.17)

que puede ser descrita de forma análoga a como se hace en el caso de
los métodos de tipo Runge-Kutta, mediante la expresión

yn+1 = yn + 2 h
k1 k2

k1 + k2

, (1.18)

donde
k1 = f(yn) , k2 = f(yn + h k1) . (1.19)

Es fácil comprobar que la fórmula anterior proporciona un método de
orden dos.

Finalmente, la regla de cuadratura de tipo Radau I de dos abscisas
dada por

∫ b

a
g(t) dt ≈ b− a

4

(
g(a) + 3 g

(
a +

2

3
(b− a)

))
, (1.20)

da lugar a la siguiente aproximación

xn+1 − xn =
∫ y(xn+1)

y(xn)

dy

f(y)

≈ y(xn+1)− y(xn)

4


 1

f(y(xn))
+

3

f
(
y(xn) + 2

3
(y(xn+1)− y(xn))

)



=
y(xn+1)−y(xn)

4

3f(y(xn))+f
(
y(xn)+ 2

3
(y(xn+1)−y(xn))

)

f(y(xn)) f
(
y(xn) + 2

3
(y(xn+1)− y(xn))

) , (1.21)
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que permite deducir la fórmula

yn+1 = yn + 4 h
f(yn) f

(
yn + 2

3
(yn+1 − yn)

)

3f(yn) + f
(
yn + 2

3
(yn+1 − yn)

) . (1.22)

De nuevo, la fórmula así obtenida es implícita. Sustituyendo en el
segundo miembro de la igualdad anterior yn+1 por la aproximación
dada por yn + h f(yn), obtenemos el siguiente método explícito

yn+1 = yn + 4 h
k1 k2

3 k1 + k2

, (1.23)

donde
k1 = f(yn) , k2 = f

(
yn +

2

3
h k1

)
. (1.24)

Más adelante veremos que la fórmula anterior proporciona un método
de orden tres y dos evaluaciones por paso.

Es fácil comprobar que la función de estabilidad lineal asociada a
los métodos (1.18) y (1.23) viene dada por una función racional. Esto
nos permite contemplar la posibilidad de construir métodos como los
anteriormente descritos con buenas propiedades de estabilidad lineal
(A-estabilidad y L-estabilidad). En posteriores secciones veremos que
de hecho es posible construir métodos de dos etapas A-estables y L-
estables de orden tres.

Podemos observar en los tres ejemplos anteriores que la funciónf
interviene en los segundos miembros de las fórmulas a través de una
función racional dada por el cociente de dos polinomios homogéneos
(en las etapas k1 y k2), siendo el grado del numerador una unidad ma-
yor que el grado del denominador. Esta observación nos va a permitir
dar una expresión general de los nuevos métodos GRK de dos etapas,
que más adelante generalizaremos al caso de más etapas. Pero antes
veamos un modo alternativo de motivar la introducción de los nuevos
métodos.

1.3.3 Otra aproximación a los nuevos métodos.También es
posible llegar a nuestros métodos partiendo de un enfoque completa-
mente distinto. Para ello supondremos que la funciónf en el problema
de Cauchy (1.6) es lo su�cientemente regular como para que todas las



12 1. Introducción

derivadas que van a intervenir tengan sentido. Derivando la igualdad
y′(x) = f(y(x)) respecto de la variable x obtenemos

y′′(x) = fy(y(x)) y′(x) = fy(y(x)) f(y(x)) , (1.25)

donde fy denota la derivada de f respecto de su argumento y hemos
aplicado la regla de la cadena en el segundo miembro de la igualdad.
Podemos abreviar la expresión así obtenida y escribirla en la forma
y′′ = fy(y) f(y), o equivalentemente, haciendo uso de la ecuación de
partida, como

d

dx
f(y) = fy(y) f(y) , (1.26)

que pone de mani�esto que, formalmente, el operadord/dx actuando
sobre f ◦ y se comporta como el producto de fy ◦ y por f ◦ y. La
sencilla propiedad que acabamos de observar y que, como veremos, se
extiende sin di�cultad a derivadas de mayor orden de f ◦ y respecto
de x, es la llave que nos permitirá llegar a la expresión de los nuevos
métodos explícitos de un paso, de un modo completamente distinto al
descrito en el apartado anterior.

Pasemos a estudiar con más detalle la propiedad anterior, su ex-
tensión a derivadas de orden superior y sus aplicaciones a la hora de
reescribir el desarrollo en serie de Taylor de la solución, en una forma
más conveniente para nuestros propósitos.

Partiendo de la última igualdad obtenida, derivamos sucesivas ve-
ces respecto de la variable x haciendo uso de la regla de la cadena, de
la ecuación y de que derivamos a lo largo de una solución de la misma
y obtenemos

d

dx
f(y) = fy(y) f(y) ,

d2

dx2
f(y) = [fyy(y) f(y) + (fy(y))2] f(y) , (1.27)

d3

dx3
f(y) = [fyyy(y) (f(y))2 + 4fyy(y) fy(y) f(y) + (fy(y))3] f(y) .

Es fácil ver que, en general, la derivada de cualquier orden admite
una expresión análoga a las anteriores, esto es, en su segundo miembro
aparece f(y) como factor (consecuencia inmediata de la regla de la
cadena y de la ecuación).
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Veamos en qué se traduce esto, a la hora de calcular el desarro-
llo limitado de Taylor de la solución exacta de nuestro problema de
Cauchy.

Consideremos, por simplicidad, el desarrollo de Taylor de grado
cuatro de la solución en un entorno del puntox. Se tendrá

y(x + h) = y(x) + y′(x) h +
y(2)(x)

2
h2

+
y(3)(x)

6
h3 +

y(4)(x)

24
h4 + O(h5) , (1.28)

o equivalentemente, tras sustituir las derivadas por sus correspondien-
tes expresiones en términos de la función f , tendremos

y(x + h) = y(x) + f h +
fy f

2
h2 +

[fyy f + f 2
y ] f

6
h3

+
[fyyy f 2 + 4 fyy fy f + f 3

y ] f

24
h4 + O(h5) , (1.29)

donde hemos obviado el punto de evaluación que en todos los casos
es y(x). Si ahora manipulamos ligeramente la igualdad anterior, ésta
tomará la forma

y(x + h)− y(x)

h
=

(
1 +

fy

2
h +

fyy f + f 2
y

6
h2 (1.30)

+
fyyy f 2 + 4 fyy fy f + f 3

y

24
h3

)
f + O(h4) ,

que pone de mani�esto que el segundo miembro de la igualdad apro-
xima a la derivada y′(x) = f . Hagamos ahora una observación más
importante. Si elevamos al cuadrado ambos miembros de la igualdad
y dividimos la expresión así obtenida por f , suponiendo no nulo este
valor, tendremos

(y(x + h)− y(x))2

f h2
=

(
1 + fy h +

4fyy f + 7f 2
y

12
h2 (1.31)

+
fyyy f 2 + 6fyy fy f + 3f 3

y

12
h3

)
f + O(h4) ,

y es fácil observar que los términos que aparecen en el segundo miem-
bro de la igualdad, son idénticos a los que observábamos en el segundo
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miembro de la igualdad precedente, salvo en los coe�cientes numéri-
cos de los mismos. El proceso anterior se podría repetir sin di�cultad
(elevando ambos miembros a la potencia n y dividiendo por fn−1)
y seguiríamos observando el mismo comportamiento en el segundo
miembro.

Vamos a ver a continuación cómo se traslada esta propiedad de la
solución y de nuestra ecuación autónoma de partida a la funciónf .

Consideremos el desarrollo en serie de Taylor hasta orden tres de
la función f(y(x + h)) (esto es, de f a lo largo de una solución de la
ecuación escalar autónoma), en un entorno del puntox. Tendremos

f(y(x + h)) = f + fy f h +
fyy f 2 + f 2

y f

2
h2

+
fyyy f 3 + 4 fyy fy f 2 + f 3

y f

6
h3 + O(h4) , (1.32)

(en el segundo miembro de la igualdad anterior hemos omitido el punto
de evaluación que es en todos los casos y(x)). Equivalentemente se
tiene

f(y(x + h)) =

(
1 + fy h +

fyy f + f 2
y

2
h2

+
fyyy f 2 + 4 fyy fy f + f 3

y

6
h3

)
f + O(h4) . (1.33)

Se puede comprobar de forma sencilla que, al igual que sucedía
anteriormente, si elevamos la igualdad anterior a la n-ésima potencia
y la dividimos por fn−1 (suponiendo que esta cantidad es no nula), los
términos que aparecen en el segundo miembro de la igualdad resultante
son idénticos a los que aparecían en la igualdad de partida, salvo en
los coe�cientes numéricos que, en general, habrán cambiado.

Partiendo de esta última observación, estamos en condiciones de
motivar la introducción de los nuevos métodos numéricos y abordar un
estudio preliminar de los mismos. Observaremos cómo estas propie-
dades aparentemente desprovistas de aplicaciones prácticas, nos per-
mitirán disponer de más parámetros libres a la hora de establecer el
orden de consistencia y las propiedades de estabilidad de los mismos,
sin necesidad de aumentar el número de evaluaciones por paso con
respecto a los esquemas de tipo Runge-Kutta clásicos.



Capítulo 2

Métodos de dos etapas.

En este capítulo nos ocuparemos del estudio de los métodos GRK de
dos etapas. Las razones que nos mueven a empezar considerando este
caso particular son las siguientes:

• La estructura de las fórmulas así obtenidas es notablemente más
sencilla que en el caso general de p etapas.

• La familia de métodos resultante es lo su�cientemente amplia
como para ilustrar las diferentes ventajas que se pueden obtener
sobre otros métodos clásicos.

De hecho, mostraremos cómo los nuevos métodos explícitos de dos
etapas, aplicados al problema escalar autónomo, permiten obtener or-
den tres con tan sólo dos evaluaciones por paso. Nótese en este punto
que los métodos Runge-Kutta explícitos de dos etapas sólo permiten
obtener fórmulas de orden dos. Más aún, veremos que de hecho es
posible obtener fórmulas explícitas A-estables y L-estables de orden
tres (para el problema escalar autónomo). Sabemos que esto último
es imposible cuando consideramos la familia de métodos Runge-Kutta
explícitos.

Describiremos asimismo cómo obtener métodos que minimizan, en
un sentido que precisaremos en su momento, la parte principal del
error local de truncación. Por último veremos cómo es posible cons-
truir métodos de la nueva familia a partir de funciones de estabilidad
pre�jadas y realizaremos unos experimentos numéricos para poner de
mani�esto las ventajas computacionales de nuestros métodos sobre
otros bien conocidos.

15
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2.1 Expresión general de los métodos de
dos etapas.

2.1.1 Descripción de los métodos.La versión más general de
los métodos que hemos propuesto informalmente, para el caso de dos
evaluaciones por paso, es la siguiente: consideraremos métodos que
admiten una expresión del tipo

yn+1 = yn + hF (k1, k2) , (2.1)
con k1 y k2 dados por

k1 = f(yn) , k2 = f(yn + hc2k1) , (2.2)
y donde F (x, y) es una función homogénea de grado uno de�nida en
un cierto cono A ⊂ IR2.

Por tanto, la función F satisface la condición
F (α x, α y) = α F (x, y) , ∀α > 0 , ∀(x, y) ∈ A ⊂ IR2 , (2.3)

y está de�nida en un cono A ⊂ IR2, esto es, en un subconjunto de IR2

que veri�ca
α (x, y) ∈ A , ∀α > 0 , ∀(x, y) ∈ A . (2.4)

Conviene comentar en este punto que, en lo que sigue, muy frecuen-
temente la relación (2.3) será válida tomandoA = IR2 y α ∈ IR.

La familia de métodos que acabamos de introducir, generaliza en
cierto sentido a los clásicos Runge-Kutta explícitos de dos etapas.
Aplicados al problema (1.6), éstos pueden ser descritos completamente
en términos de la subfamilia de los nuevos métodos que se obtiene
tomando F (x, y) = b1x + b2y y c2 = a21 en (2.1) y (2.2). Con la
nueva formulación conseguiremos considerables ventajas que iremos
detallando en lo que sigue, aunque a costa de perder la linealidad,
lo que complicará el estudio de los métodos y las expresiones que los
de�nen.

Prestaremos especial atención al caso en el que F (x, y) es una
función racional dada por el cociente de dos polinomios homogéneos
N(x, y) y D(x, y) de grados r + 1 y r respectivamente (para cierto
r ∈ IN). Las funciones racionales F del tipo anterior son homogéneas
de grado uno y pueden ser consideradas como una generalización de
las funciones consideradas en los apartados 1.3.2 y 1.3.3 del capítulo
anterior (véase especialmente la observación �nal en dicho capítulo).
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2.1.2 Una simpli�cación útil.En adelante asumiremos que la
constante c2 en (2.2) es no nula (cuando c2 = 0 el método podría
ser considerado de una etapa).

Con el �n de simpli�car el estudio de nuestros métodos, conviene
describir el segundo miembro de la expresión (2.1) de una forma más
adecuada. Con tal �n introducimos el nuevo término

s =
k2 − k1

c2 k1

, (2.5)

donde k1 y k2 vienen dados como en (2.2).
Es fácil ver que s = h fy(yn)+O(h2), lo que pone de mani�esto que

s aproxima numéricamente a h fy(yn) y nos será de utilidad cuando
busquemos métodos con buenas propiedades de estabilidad lineal y
cuando abordemos el estudio del orden de consistencia de los métodos.

En términos de s, cualquier método de la familia (2.1) con las
condiciones ya expuestas, puede ser descrito mediante una fórmula
del tipo

yn+1 = yn + hk1G(s) , (2.6)
donde k1 y s vienen dados como en (2.2) y (2.5).

Es fácil comprobar que a cada método dado en términos dek1 y k2

mediante una fórmula del tipo (2.1), le corresponde un único método
expresado en términos de k1 y s a través de una fórmula de la forma
(2.6) y recíprocamente. Para ello, basta observar que de la de�nición
de s (véase 2.5) se deduce que k2/k1 = 1 + c2 s, y que la función G se
puede obtener a partir de la función F (y recíprocamente F a partir
de G). En efecto, por ser F homogénea de grado uno se tiene

F (k1, k2) = k1F

(
1,

k2

k1

)
= k1F (1, 1 + c2 s) , (2.7)

y basta tomar
G(s) = F (1, 1 + c2 s) . (2.8)

Análogamente, se puede obtener F a partir de G observando que

G(s) = G

(
k2 − k1

c2 k1

)
, (2.9)

y tomando
F (k1, k2) = k1G

(
k2 − k1

c2 k1

)
. (2.10)
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De hecho, ambos métodos son en realidad el mismo, escrito de dos
maneras diferentes.

Nótese que sólo damos esta notación para los métodos de dos eva-
luaciones por paso. Se podrá generalizar al caso de tres o más evalua-
ciones (mediante la introducción de varios términossi), como veremos
en capítulos posteriores.

Cuando k1 = f(yn) = 0 (como consecuencia de lo cual k2 = 0)
tomaremos yn+1 = yn en vez de (2.6), por lo que la solución numé-
rica pasará a ser constante (al igual que sucede en otros métodos de
un paso). De este modo, aunque s no está de�nida cuando k1 = 0,
el método sí lo estará. Lo anterior habrá de ser tenido en cuenta
especialmente a la hora de implementar los métodos.

La introducción del término s simpli�cará considerablemente las
ecuaciones que surgen al estudiar el orden de consistencia de los méto-
dos así construidos. Podemos adelantar en este punto que, al sers =
O(h) (como hemos visto anteriormente), se tendrá que sk = O(hk),
por lo que muchos de los parámetros que caracterizan los métodos
sólo aparecerán en las ecuaciones relativas a las condiciones de orden
su�cientemente grande.

2.1.3 Métodos de tipo polinomial.Empezaremos considerando
métodos GRK de dos etapas dados por (2.1�2.2) para los cuales la
función homogénea de grado uno F viene dada por una expresión del
tipo

F (x, y) = x
r∑

i=0

Ai

(
y

x

)i

, (2.11)

para cierto entero no negativo r y ciertas constantes reales Ai. Lla-
maremos métodos de dos etapas de tipo polinomial a tales métodos.

Nótese que cuando x = 0 la función F en (2.11) puede no estar
de�nida. Sin embargo, como ya iremos viendo, en la mayoría de los
casos es posible de�nir la función F en los puntos de la forma (0, y)
extendiéndola por continuidad (de hecho, basta hacerlo para el punto
(0, 0), pues, como ya hemos observado anteriormente k1 = 0 ⇒ k2 =
0).

La familia de métodos de dos etapas de tipo polinomial sigue conte-
niendo todos los métodos Runge-Kutta explícitos de dos etapas (basta
tomar r = 1 en (2.11)).
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Si expresamos los métodos de dos etapas de tipo polinomial en
términos de s se tiene que la función F de�nida en (2.11) que carac-
teriza dichos métodos permite obtener una función polinómicaG (de
ahí el nombre que hemos dado a los métodos) de�nida a través de la
relación (2.8) que en nuestro caso concreto toma la forma

G(s) = F (1, 1 + c2 s) =
r∑

i=0

Ai (1 + c2 s)i . (2.12)

Por tanto, la función G puede ser descrita mediante una expresión del
tipo

G(s) =
r∑

i=0

ai s
i . (2.13)

Las razones que nos mueven a considerar esta familia de métodos de
tipo polinomial se pondrán de mani�esto más adelante, cuando abor-
demos el estudio de las condiciones de orden para nuestros métodos.
De hecho, podemos adelantar que las condiciones de orden para los
métodos más generales que estamos considerando, se obtienen sin di-
�cultad a partir de las condiciones de orden de los métodos de tipo
polinomial, sin más que considerar el desarrollo de Taylor de la función
G en términos de la variable s hasta un determinado orden.

2.1.4 Métodos de tipo racional.Como ya comentamos con ante-
rioridad, prestaremos especial atención a los métodos dados por (2.1�
2.2) para los cualesF (x, y) es una función racional dada por el cociente
de dos polinomios homogéneos N(x, y) y D(x, y) de grados r + 1 y r
respectivamente (para cierto r ∈ IN), esto es

F (x, y) =
N(x, y)

D(x, y)
=

r+1∑

i=0

Nix
r−i+1yi

r∑

i=0

Dix
r−iyi

. (2.14)

Denominaremos a tales métodos GRK, métodos de tipo racional.
En la expresión que de�ne a F (x, y) en (2.14), podríamos consi-

derar r ∈ ZZ, pero con ello no obtendríamos ningún método esencial-
mente distinto (pues si r es negativo, basta multiplicar el numerador
y el denominador de F (x, y) por x−ry−r para recuperar un método
equivalente perteneciente a la familia anterior).
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Nótese que si deseamos evitar la posibilidad de que un cierto mé-
todo de tipo racional, con r �jado, sea equivalente a un método del
mismo tipo pero con un valor de r más pequeño, bastará imponer que
N(x, y) y D(x, y) sean primos entre sí, y así lo haremos en adelante.

Por otra parte, queremos que los métodos, parah = 0, se reduzcan
a yn+1 = yn. Tomando h = 0 en la expresión que de�ne a estos
métodos (véase (2.2)), se tiene que k2 = k1 = f(yn) y por tanto

F (k1, k1) = k1
N(1, 1)

D(1, 1)
= k1

r+1∑

i=0

Ni

r∑

i=0

Di

. (2.15)

A la vista de la expresión anterior, y con el �n de queF esté de�nida
cuando h = 0, deberemos imponer que D(1, 1) 6= 0. De hecho, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer en adelante que los métodos
de tipo racional veri�can la condición

D(1, 1) =
r∑

i=0

Di = 1 . (2.16)

De este modo, obtenemos simultáneamente la unicidad en la represen-
tación de cada método.

Si reescribimos los métodos de tipo racional en términos des ha-
ciendo uso de la relación (2.8) se obtiene que la funciónG asociada a
la función F (véase (2.14)) viene dada por una expresión del tipo

G(s) =

n∑

i=0

nis
i

1 +
d∑

i=1

dis
i

, (2.17)

donde los valores de n y d, que dan cuenta respectivamente de los
grados de los polinomios (en la variable s) que de�nen el numerador y
el denominador de G(s), se pueden obtener a partir de (2.14) sin más
que tomar n = max{i ∈ IN/Ni 6= 0} y d = max{i ∈ IN/Di 6= 0}. Que
d0 = 1 es una consecuencia inmediata de la condición (2.16).

Por ser sk = O(hk), los parámetros nk y dk sólo aparecerán en las
ecuaciones relativas a las condiciones de orden igual o superior ak+1.
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Conviene señalar en este punto que en [49] Wambecq introduce una
familia de métodos no lineales de un paso para ecuaciones escalares de
primer orden, construidos a partir de aproximantes de Padé. Dichos
métodos, a los que denomina métodos no lineales Runge-Kutta, son
de tipo racional y Wambecq describe su construcción a partir de mé-
todos Runge-Kutta clásicos aplicando formalmente un procedimiento
de aceleración de la convergencia (mediante la construcción de una
pseudo tabla de Padé). Los métodos construidos de este modo pueden
ser considerados casos particulares de la familia de métodos de tipo
racional que consideramos en esta memoria (al menos formalmente).
No obstante, ninguno de los métodos propuestos por Wambecq tiene
un orden de convergencia superior al número de etapas considerado.
Además en [49] el autor considera la ecuación escalar general, en tanto
que nosotros restringimos nuestra atención al caso autónomo. Esto
nos permite obtener fórmulas con órdenes de convergencia superiores
al número de etapas consideradas (orden 3 con 2 etapas, orden 5 con
3 etapas, orden 7 con 4 etapas, etc) y evitar los problemas que pre-
sentan dichos métodos al ser generalizados para hacerlos aplicables a
sistemas de EDOs de primer orden.

En [50], [51] y [52] Wambecq propone una generalización de los mé-
todos introducidos en [49] para hacerlos aplicables a sistemas de EDOs,
basada en la de�nición de un nuevo producto de vectores compatible
con la inversa de Samelson de un vector y estudia las propiedades y
las condiciones de orden de las fórmulas propuestas. Distintos autores
como Hairer en [17] y Calvo en [14] se ocupan del estudio de algunas
propiedades de estabilidad de los métodos de Wambecq en años pos-
teriores. Liu en [29] pone de mani�esto una importante limitación de
los métodos propuestos por Wambecq para sistemas. Concretamente
en dicho artículo el autor muestra que en algunos problemas rígidos
pequeñas perturbaciones en las condiciones iniciales se ampli�can dra-
máticamente (al aplicar las fórmulas de Wambecq) hasta el punto de
producir grandes errores relativos tras muy pocos pasos de integración.
Veremos más adelante que la generalización de los métodos GRK que

propondremos para hacerlos aplicables a algunos sistemas de EDOs,
permite obtener órdenes de convergencia superiores al número de eta-
pas consideradas (entre otras ventajas que detallaremos) y además
no presentan los problemas observados en [29] para las fórmulas de
Wambecq para sistemas.
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2.2 Orden de consistencia de los métodos
de dos etapas.

2.2.1 Condiciones de orden para los métodos de dos etapas
de tipo polinomial.Veamos que es posible obtener métodos de dos
etapas de tipo polinomial con orden de consistencia tres.

Para ello, como es habitual en otros métodos de un paso, empe-
zaremos considerando el error local de truncaciónTn+1 asociado a un
método de tipo polinomial en el punto xn, que viene dado por una
expresión del tipo

Tn+1 = y(xn+1)− y(xn)− hk1G(s) , (2.18)

donde ahora k1, k2 y s son

k1 = f(y(xn)) , k2 = f(y(xn) + hc2k1) , s =
k2 − k1

c2k1

, (2.19)

y G viene de�nida por

G(s) =
r∑

i=0

ai s
i . (2.20)

Supondremos que la función f es lo su�cientemente regular como
para garantizar que las derivadas que van a aparecen tengan sentido.

Para mostrar que es posible obtener fórmulas de orden tres, bastará
considerar la subfamilia de métodos de tipo polinomial que se obtiene
tomando r = 2 en (2.20), por ser s = O(h).

El desarrollo de Taylor de y(xn+1) = y(xn + h) es

y(xn+1) = y(xn) + hf +
h2

2
fyf +

h3

6
[f 2

y f + fyyf
2] + O(h4) , (2.21)

donde f , fy y fyy se suponen evaluadas todas ellas en el punto y(xn).
Si desarrollamos s = s(h) como función de h (nótese que s depende
de c2), obtenemos

s = hfy +
h2

2
c2fyyf + O(h3) , (2.22)
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que pone de mani�esto que s = O(h). Ahora es fácil deducir que el
desarrollo del error local de truncación viene dado por

Tn+1 = h(1− a0)f +
h2

2
(1− 2a1)fyf

+
h3

6
[(1− 3c2a1)fyyf

2 + (1− 6a2)f
2
y f ] + O(h4) , (2.23)

y deducir las condiciones de orden:

a0 = 1 , (2.24)
a1 = 1/2 , (2.25)

c2a1 = 1/3 , (2.26)
a2 = 1/6 , (2.27)

a partir de las cuales obtenemos la expresión general de los métodos
de dos etapas de tipo polinomial y orden tres, que vendrán dados por

yn+1 = yn + hk1G(s) , (2.28)

donde k1, k2 y s vienen dados por

k1 = f(yn) , k2 = f
(
yn +

2

3
hk1

)
, s =

3(k2 − k1)

2k1

, (2.29)

y la función G admite la siguiente expresión

G(s) = 1 +
1

2
s +

1

6
s2 +

r∑

i=3

ais
i , (2.30)

esto es, basta tomar c2 = 2/3, a0 = 1, a1 = 1/2 y a2 = 1/6. Los
parámetros ai con i ≥ 3 se pueden tomar de manera arbitraria (pues
no afectan a las condiciones de orden ≤ 3). Por tanto, tomaremos
ai = 0 para i ≥ 3 salvo en aquellos casos en los que sea posible
obtener propiedades adicionales de interés que justi�quen no tomarlos
así.

Las condiciones de orden adicionales para orden cuatro (ahora to-
mando r = 3 en (2.20)) vienen dadas por

c2
2a1 = 1/4 , (2.31)

c2a2 = 1/6 , (2.32)
a3 = 1/24 , (2.33)
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y es fácil comprobar que ningún método de dos etapas de tipo po-
linomial tiene orden mayor que tres (las condiciones (2.31) y (2.32)
no pueden ser satisfechas). Sin embargo, la condición (2.33) se puede
satisfacer obteniendo de este modo métodos de orden tres que mini-
mizan la parte principal del error local de truncación. Nótese en este
punto que los otros términos de la parte principal del error local de
truncación (aquellos asociados a las condiciones (2.31) y (2.32)) son
los mismos para cualquier método de orden tres.

2.2.2 Condiciones de orden para los métodos de dos etapas
de tipo racional. A partir de las condiciones de orden de los méto-
dos de tipo polinomial, es sencillo deducir las de los métodos de tipo
racional. Para ello basta hacer el desarrollo de Taylor de la función
G de�nida en (2.17) (para los métodos de tipo racional) en térmi-
nos de s y comparar dicho desarrollo con el asociado a la funciónG
en (2.20) que se obtiene para los métodos de tipo polinomial. Para
ilustrar el procedimiento anteriormente descrito, pasamos a obtener
las condiciones de orden para los métodos racionales a partir de las
correspondientes condiciones de orden para los métodos polinomiales.

Para obtener todos los métodos de dos etapas de tipo racional de
orden tres, es su�ciente observar que de (2.25�2.26) se deduce que
c2 = 2/3 y que ha de veri�carse

G(s) =

n∑

i=0

nis
i

1 +
d∑

i=1

dis
i

= 1 +
1

2
s +

1

6
s2 + O(s3) . (2.34)

Evidentemente, cuando buscamos métodos de orden tres sin otras pro-
piedades adicionales bastará tomarn = d = 2 en (2.34). Llegamos así
a las siguientes relaciones

c2 = 2/3 , (2.35)
n0 = 1 , (2.36)

n1 =
1

2
+ d1 , (2.37)

n2 =
1

6
+

1

2
d1 + d2 . (2.38)
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Si deseamos además minimizar la parte principal del error local de
truncación, tendremos que tomar n = d = 3 en (2.34) y desarrollar el
segundo miembro hasta un orden superior, obteniendo de este modo
la condición adicional

n3 =
1

24
+

1

6
d1 +

1

2
d2 + d3 . (2.39)

La expresión general de un método de dos etapas de tipo racional y
orden tres viene dada por

yn+1 = yn + hk1G(s) , (2.40)

donde k1, k2 y s vienen dados por

k1 = f(yn) , k2 = f
(
yn +

2

3
hk1

)
, s =

3(k2 − k1)

2k1

, (2.41)

y la función G toma la forma

G(s) =

1 +
1 + 2d1

2
s +

1 + 3d1 + 6d2

6
s2 +

n∑

i=3

nis
i

1 + d1s + d2s2 +
d∑

i=3

dis
i

. (2.42)

Posteriormente veremos cómo es posible explotar la estructura de
nuestros métodos racionales, a la hora de obtener fórmulas con bue-
nas propiedades de estabilidad lineal tales como la A-estabilidad y la
L-estabilidad. Pero antes veamos un experimento numérico.

2.2.3 Un primer ejemplo de método de orden tres.Considere-
mos a modo de ejemplo sencillo el siguiente método de tipo polinomial

yn+1 = yn + hk1


5

8
+

3

8

(
k2

k1

)2

 , (2.43)

donde
k1 = f(yn) , k2 = f

(
yn +

2

3
hk1

)
, (2.44)
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Reescribiendo el mismo en términos de s, a través de la relación
k2/k1 = 1+ (2/3)s, que se deduce de la notación introducida en (2.5),
se obtiene la expresión

yn+1 = yn + hk1

(
1 +

1

2
s +

1

6
s2

)
. (2.45)

Estamos por lo tanto ante un primer ejemplo de método de dos eva-
luaciones por paso y orden tres (concretamente el que obteníamos en
el apartado anterior tomando ai = 0 para i ≥ 3).

Conviene en este punto ilustrar lo anterior mediante algún ejemplo
numérico. Para ello consideremos el siguiente problema de valores
iniciales

y′ = 1− y2 , y(0) = 0 , (2.46)
cuya solución exacta viene dada por y(x) = (e2x − 1)/(e2x + 1). Inte-
grando el problema anterior para distintos valores dex y con distintas
amplitudes de paso h y utilizando el método citado, se obtienen so-
luciones numéricas al mismo cuyos errores (en módulo) recogemos en
la tabla 2.1. Los resultados recogidos en la tabla con�rman numérica-

Tabla 2.1: Errores para el método de tipo polinomial.

error h = 0.1 h = 0.05 h = 0.025 h = 0.0125
x=1.0 0.6267D−05 0.8245D−06 0.1057D−06 0.1338D−07
x=3.0 0.5719D−05 0.6606D−06 0.7936D−07 0.9725D−08
x=5.0 0.2464D−06 0.2846D−07 0.3419D−08 0.4189D−09
x=7.0 0.7107D−08 0.8215D−09 0.9868D−10 0.1209D−10
x=9.0 0.1776D−09 0.2054D−10 0.2468D−11 0.3022D−12

mente que el orden de consistencia de nuestro método es tres.
Como ya hemos comentado previamente, los correspondientes mé-

todos de tipo Runge-Kutta explícito de dos etapas no tienen en ningún
caso orden de consistencia superior a dos, ni tan siquiera aplicados al
problema que nos ocupa. Por ejemplo, el método de Heun de dos
etapas y orden dos, viene dado por

yn+1 = yn + h
(

1

4
k1 +

3

4
k2

)
, (2.47)
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donde
k1 = f(yn) , k2 = f

(
yn +

2

3
hk1

)
, (2.48)

y hace uso, exactamente, de las mismas evaluaciones y en los mismos
puntos (k1 y k2 coinciden en ambos métodos). Aplicando este último
esquema numérico al mismo problema de valores iniciales, se obtienen
los resultados recogidos en la tabla 2.2, que con�rman el ya conocido
orden dos. Observando los errores obtenidos en uno y otro caso, po-

Tabla 2.2: Errores para el método de Heun de dos etapas.

error h = 0.1 h = 0.05 h = 0.025 h = 0.0125
x=1.0 0.7298D−03 0.1745D−03 0.4267D−04 0.1055D−04
x=3.0 0.1532D−03 0.3540D−04 0.8534D−05 0.2096D−05
x=5.0 0.5758D−05 0.1309D−05 0.3142D−06 0.7706D−07
x=7.0 0.1611D−06 0.3615D−07 0.8645D−08 0.2118D−08
x=9.0 0.4002D−08 0.8866D−09 0.2114D−09 0.5175D−10

demos concluir que el estudio de los métodos que nos ocupa, puede
aportar ventajas considerables respecto de los clásicos. Más aún, si
consideramos el método de Heun de tres etapas y orden tres dado por

yn+1 = yn + h
(

1

4
k1 +

3

4
k3

)
, (2.49)

donde

k1 = f(yn) , k2 = f
(
yn +

1

3
hk1

)
, k3 = f

(
yn +

2

3
hk2

)
, (2.50)

y lo aplicamos al problema que nos ocupa, obtenemos la tabla 2.3 que
recoge los errores cometidos. Es evidente, a la vista de las tablas, que
nuestro primer ejemplo de método de tipo polinomial de dos etapas
se comporta, en cuanto al orden de consistencia y al error, de forma
muy parecida al método de Heun de tres etapas y orden tres, y ello
haciendo uso de una evaluación menos por paso. Las �guras 2.1 y 2.2
complementan las observaciones anteriores.
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Tabla 2.3: Errores para el método de Heun de tres etapas.

error h = 0.1 h = 0.05 h = 0.025 h = 0.0125
x=1.0 0.6910D−05 0.8471D−06 0.1045D−06 0.1298D−07
x=3.0 0.6283D−05 0.7298D−06 0.8793D−07 0.1079D−07
x=5.0 0.2568D−06 0.2975D−07 0.3578D−08 0.4387D−09
x=7.0 0.7298D−08 0.8451D−09 0.1016D−09 0.1245D−10
x=9.0 0.1811D−09 0.2097D−10 0.2521D−11 0.3090D−12

log10(error)
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Figura 2.1: y′ = 1− y2, y(0) = 0, h = 0.05, x ∈ [0, 10].

2.3 Propiedades de estabilidad lineal de los
métodos de dos etapas.

2.3.1 Función de estabilidad lineal de los métodos de dos
etapas. Pasamos ahora a estudiar las propiedades de estabilidad lineal
de nuestros métodos de dos etapas (en su formulación más general).
Cuando aplicamos uno de estos métodos (expresado en términos de la
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HEUN2
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Figura 2.2: y′ = 1− y2, y(0) = 0, h = 0.01, x ∈ [0, 2].

función G) a la ecuación test dada por

y′ = λ y , λ ∈ C , (2.51)

obtenemos una relación del tipo

yn+1 = R(z) yn , (2.52)

donde R(z) denota la función de estabilidad lineal asociada al método
considerado, con z = hλ. Más aún, de las expresiones que de�nen k1

y s obtenemos las relaciones

k1 = λ yn , (2.53)
s = z , (2.54)

que nos permiten deducir la siguiente expresión para la función de
estabilidad lineal

R(z) = 1 + z G(z) . (2.55)
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2.3.2 Métodos de dos etapas A-estables y L-estables.Es fácil
deducir del apartado anterior que la función de estabilidad lineal de
un método de tipo polinomial es siempre un polinomio. Por tanto, no
es posible obtener fórmulas de tipo polinomial con buenas propiedades
de estabilidad lineal tales como A-estabilidad y L-estabilidad. No obs-
tante, también es claro que la función de estabilidad lineal asociada a
nuestros métodos de tipo racional viene dada por una función racional,
lo que permite albergar ciertas esperanzas a la hora de buscar fórmu-
las A-estables y L-estables. Nuestras esperanzas se ven con�rmadas
en lo que sigue y ello sin renunciar al orden máximo de consistencia,
que para el caso de dos etapas que nos ocupa venía dado por tres.

Por ejemplo, tomando d1 = −1/2, d2 = 1/12 y ni = di = 0 para
i ≥ 3 en (2.42) (recuérdese que c2 = 2/3) se obtiene un método de
dos etapas de tipo racional y de orden tres cuya función de estabilidad
asociada viene dada por

R(z) =
12 + 6z + z2

12− 6z + z2
, (2.56)

esto es, el (2, 2)�aproximante de Padé de la función ez. De este modo
obtenemos un primer método A�estable de dos etapas y orden tres,
que admite la expresión

yn+1 = yn + hk1

(
12

12− 6s + s2

)
, (2.57)

en términos de s, y en nuestra primera formulación vendría dado en
la forma

yn+1 = yn + h

(
16 k3

1

31 k2
1 − 18 k1 k2 + 3 k2

2

)
. (2.58)

Es fácil comprobar que la condición (2.39) se satisface para los valores
de los parámetros que hemos tomado, por lo que el método anterior
minimiza la parte principal del error local de truncación.

Asimismo es sencillo obtener métodos L-estables de orden tres (da-
dos por una función G(s) racional). Por ejemplo, para la elección de
los parámetros dada por d1 = −2/3, d2 = 1/6 y ni = di = 0 para
i ≥ 3 (y c2 = 2/3), se obtiene una fórmula de orden tres cuya función
de estabilidad lineal es el (1, 2)�aproximante dePadé de la función ez

R(z) =
6 + 2 z

6− 4 z + z2
, (2.59)
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y es por tanto L-estable. En términos de s vendrá dada por la expre-
sión

yn+1 = yn + h k1

(
6− s

6− 4 s + s2

)
, (2.60)

y en nuestra formulación original toma la forma

yn+1 = yn + h

(
10 k3

1 − 2 k2
1 k2

19 k2
1 − 14 k1 k2 + 3 k2

2

)
. (2.61)

También es posible construir un método de tipo racional, orden tres
y L-estable cuya función de estabilidad lineal asociada es el (1, 3)�
aproximante de Padé de la función ez

R(z) =
24 + 6z

24− 18z + 6z2 − z3
, (2.62)

y que minimiza la parte principal del error local de truncación (esto
es, se satisface la condición (2.39)). Para ello basta tomarc2 = 2/3 y
d1 = −3/4, d2 = 1/4, d3 = −1/24, ni = 0 para i ≥ 3 y di = 0 para
i ≥ 4 en (2.42), obteniendo de este modo la fórmula

yn+1 = yn + hk1

(
24− 6s + s2

24− 18s + 6s2 − s3

)
, (2.63)

esto es

yn+1 = yn + h

(
94 k4

1 − 36 k3
1 k2 + 6 k2

1 k2
2

181 k3
1 − 171 k2

1 k2 + 63 k1 k2
2 − 9 k3

2

)
. (2.64)

Nótese que los métodos de orden tres que minimizan la parte principal
del error local de truncación exhiben orden cuatro cuando son aplica-
dos a problemas lineales del tipo y′ = α y + β (con α y β constantes).

Conviene observar también en este punto que las funciones F
(homogéneas de grado uno) asociadas a los dos primeros métodos
(véase (2.58) y (2.61)) están de�nidas en IR2 − {(0, 0)}. Es fácil
comprobar que en ambos casos existe el límite de F (x, y) cuando
(x, y) → (0, 0) y vale 0, por lo que si tomamos F (0, 0) = 0, las funcio-
nes estarán de�nidas y serán continuas en todo IR2.

En el tercer método (véase (2.64)) la situación es diferente, pues el
denominador de la función asociadaF se anula en una recta que pasa
por el origen y además no se puede extender a dicha recta de modo
que pase a ser continua. Esto habrá de ser tenido en cuenta a la hora
de implementar dicho método.
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2.3.3 Experimentos numéricos con problemas rígidos.El es-
tudio teórico de las propiedades de estabilidad no lineal de las fórmulas
que hemos construido es complicado (por la estructura no lineal que
presentan) y no lo abordaremos en esta memoria. No obstante, reali-
zaremos algunos experimentos numéricos con problemas no lineales y
rígidos del tipo y′(x) = f(y(x)), en los cuales f tiene una constante de
Lipschitz unilateral igual a 0. Sabemos que para este tipo de proble-
mas las soluciones son contractivas, esto es, dadas dos solucionesu y v
del problema se veri�ca que |u(x)− v(x)| ≤ |u(x0)− v(x0)| , ∀x ≥ x0.

Con el �n de ilustrar el comportamiento de nuestros métodos A-
estables y L-estables, consideraremos el siguiente problema

y′ = −b y
√

c2 + y2 ,

y(0) = a , (2.65)

que depende de los parámetros positivosa, b y c, y cuya solución viene
dada por

y(x) =
a c

c ch(b c x) +
√

a2 + c2 sh(b c x)
. (2.66)

La derivada parcial respecto de y de la función f(y) = −b y
√

c2 + y2

en (2.65) es
fy = −b

c2 + 2y2

√
c2 + y2

, (2.67)

por lo que la función f tiene constante de Lipschitz unilateral igual
a 0 (fy < 0). Como consecuencia de lo anterior, las soluciones exactas
de este problema no lineal muestran un comportamiento contractivo.
De hecho las soluciones, tras una fase transitoria, tienden a la solución
estacionaria y(x) ≡ 0 (esto es, a la solución que se obtiene tomando
a = 0 en (2.65)). Más aún, es fácil deducir de (2.67) y de nuestro
comentario anterior que fy ≈ −b c a lo largo de la integración (al
menos después de la fase transitoria).

Aplicando las fórmulas obtenidas en el apartado anterior al pro-
blema rígido que obtenemos tomando b = 5 y c = 2000 en (2.65),
e integrando sobre el intervalo [0, 1] con condiciones iniciales a =
5, 10, 15, 20, se obtienen las �guras 2.3 y 2.4 para el método A-estable
de�nido en (2.57) y las �guras 2.5 y 2.6 para el método L-estable de-
�nido en (2.60), que muestran el comportamiento cualitativo de las
soluciones numéricas así obtenidas. Para el método L-estable de�nido
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en (2.63) se obtienen �guras análogas (casi idénticas) a las corres-
pondientes al método (2.60). El comportamiento de las soluciones
numéricas es contractivo en todos los casos, si bien es evidente que los
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métodos L-estables muestran un mejor comportamiento cualitativo.
Nótese que para el rango de valores de la condición inicial a que

estamos considerando, se tiene que fy ≈ −104 a lo largo de la integra-
ción. Es fácil comprobar que cuando aplicamos a este problema un
método Runge-Kutta explícito la integración fracasa (se produce un
"over�ow") a menos que tomemos el paso �joh lo su�cientemente pe-
queño. Esto es consecuencia inmediata de las regiones de estabilidad
absolutas que poseen dichos métodos.

Las soluciones numéricas que se obtienen al aplicar nuestras fór-
mulas al problema (2.65) con los parámetros a, b y c �jados de modo
que se veri�que la condición b c >> 1 (que garantiza el carácter rígido
del problema) y paso �jo h = 0.1, muestran que el comportamiento
cualitativo de las soluciones no siempre es tan bueno. Por ejemplo,
cuando fyy dada por

fyy = −b y
3c2 + 2y2

(c2 + y2)3/2
, (2.68)

es grande (y por tanto fy es una función que varía rápidamente) las
soluciones numéricas tienden al estado estacionario muy lentamente.
Sin embargo, disminuyendo el tamaño del paso h las cosas mejoran
rápidamente. De hecho, el tamaño del paso que debemos tomar al
proceder con la integración parece depender mucho más del carácter
no lineal de f (mayor cuanto mayor es b) que de la rigidez del problema
(mayor cuanto mayor es b c).

2.3.4 Construcción de métodos a partir de funciones de es-
tabilidad pre�jadas.Vamos a describir a continuación cómo es po-
sible construir métodos de dos pasos de nuestra familia a partir de
funciones de estabilidad lineal pre�jadas.

Conviene recordar que, como vimos en el apartado 2.3.1, al apli-
car un método de dos etapas descrito en términos de s a la ecuación
test (2.51), obteníamos s = z (con z = λh) independientemente del
valor del parámetro c2 considerado. Por otra parte, la funciónG que
determina el método de dos etapas considerado y la función de estabi-
lidad linealR asociada al método están relacionadas a través de (2.55).

Dada una funciónR(z), podemos construir una familia uniparamé-
trica de métodos de dos etapas cuya función de estabilidad lineal aso-
ciada venga dada por dicha funciónR(z). Basta observar que de (2.55)
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se deduce la relación
G(z) =

R(z)− 1

z
, (2.69)

que permite dar la familia uniparamétrica de fórmulas

yn+1 = yn + h k1 G(s) = yn + h k1
R(s)− 1

s
, (2.70)

dependiente del parámetro c2 a través de k1 y s que vienen dados por

k1 = f(yn) , k2 = f(yn + hc2k1) , s =
k2 − k1

c2k1

. (2.71)

El parámetro c2 puede ser determinado en ocasiones de modo que la
fórmula resultante satisfaga alguna propiedad de interés.

Para ilustrar el procedimiento anteriormente descrito, considere-
mos la familia de funciones racionales

R(z) =
1 + 1

2
(1− α)z + 1

4
(β − α)z2

1− 1
2
(1 + α)z + 1

4
(β + α)z2

, (2.72)

dependiente de los dos parámetros α y β.
Es fácil comprobar que la función R(z) es una aproximación de

orden dos (al menos) a la función exponencial ez para cualesquiera
valores de α y β, de orden tres (al menos) si α 6= 0 y β = 1/3, y de
orden cuatro si α = 0 y β = 1/3.

Un resultado de Liniger y Willoughby muestra que la funciónR(z)
es A-aceptable si y sólo si se veri�ca que α ≥ 0 y β ≥ 0, y que es L-
aceptable si y sólo si α = β > 0 (véase por ejemplo [27], pp. 233�234).

Para cada elección de los parámetros α y β en (2.72), el procedi-
miento que acabamos de describir permite obtener una familia unipa-
ramétrica de métodos de dos etapas (dependiente dec2), cuya función
de estabilidad lineal asociada viene dada por (2.72) y que admiten la
siguiente expresión

yn+1 = yn + h k1

(
R(s)− 1

s

)
= yn + h k1

1− 1
2
αs

1− 1
2
(1 + α)s + 1

4
(β + α)s2

.

(2.73)
donde k1 y s vienen dados como en (2.71).

De nuestros comentarios previos se deduce que los métodos así
obtenidos son A-estables cuando tomamosα ≥ 0 y β ≥ 0 y L-estables
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si tomamos α = β > 0. Más aún, es fácil comprobar a partir de las
condiciones de orden (para orden dos son (2.36) y (2.37)) que cualquier
método de�nido por (2.73) es de orden dos independientemente de los
valores que se tomen para los parámetrosα, β y c2. Tomando β = 1/3
y c2 = 2/3 se satisfacen también el resto de condiciones de orden
para orden tres (esto es, las condiciones (2.35) y (2.38)). Por tanto,
tomando β = 1/3 y c2 = 2/3 obtenemos métodos de orden tres que
son A-estables si además tomamos α ≥ 0 y L-estables para el valor
α = 1/3.

Nótese que cuando la función R(z) es una aproximación a la fun-
ción exponencial ez de orden al menos tres, bastará tomar el valor
c2 = 2/3 en las expresiones que de�nen k2 y s para poder garantizar
que el método construido a partir de dicha funciónR(z) sea de orden
tres.

2.3.5 Un método de dos etapas de tipo exponencial.Los mé-
todos GRK de dos etapas que hemos venido construyendo hasta ahora
eran de tipo polinomial o racional. Nos disponemos a dar un primer
ejemplo de método de dos etapas para el cual la función G que lo
caracteriza no es de tipo racional. Para ello, partiremos de la función
R(z) = ez y siguiendo el procedimiento descrito en el apartado ante-
rior, construimos una familia uniparamétrica de métodos cuya función
de estabilidad lineal viene dada por dicha funciónR(z) (con z = λh).
Obtenemos así la familia de fórmulas

yn+1 = yn + h k1

(
es − 1

s

)
, (2.74)

dependientes del parámetro c2 a través de (2.71). Los métodos así
obtenidos aplicados a problemas lineales a coe�cientes constantes (y′ =
α y + β), proporcionan la solución exacta (en ausencia de errores de
redondeo). Por tanto, las fórmulas anteriores no son mejorables en lo
que respecta a sus propiedades de estabilidad lineal.

Si tomamos c2 = 2/3 obtenemos un método de orden tres para
problemas escalares autónomos, que integra exactamente problemas
lineales a coe�cientes constantes.

Para ilustrar el comportamiento numérico de dicho método (el ob-
tenido de (2.74) tomando c2 = 2/3 en (2.71)) lo aplicamos al problema
no lineal rígido considerado en (2.65) tomando los mismos valores que
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consideramos en el apartado 2.3.3. Se obtienen así las �guras 2.7 y 2.8.
Las �guras son casi idénticas a las obtenidas para el método L-estable

x

y

0

5

10

15

20

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.7: Paso �jo
h = 0.1

x

y

0

5

10

15

20

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.8: Paso �jo
h = 0.05

del apartado 2.3.3. Conviene señalar sin embargo que, a la vista de
los resultados numéricos, las soluciones aproximadas que proporciona
este método exponencial tienden a más velocidad al estado estaciona-
rio una vez que están próximas a dicha solución estacionaria (aunque
en las �guras no es posible apreciar esto).
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Capítulo 3

Métodos de p etapas.

Tras haber estudiado con cierto detalle los métodos GRK de dos etapas
en el capítulo precedente, nos proponemos ahora abordar el estudio
del caso general completando asimismo el análisis de algunos aspectos
en los que no hemos incidido en el capítulo anterior tales como la cero
estabilidad, la consistencia y la convergencia de los métodos.

Empezaremos el capítulo dando la formulación general de los mé-
todos de p etapas e introduciendo reformulaciones de los mismos (en
la línea de lo ya visto en el caso de dos etapas) que nos permitirán
simpli�car el estudio posterior. Pasaremos después al estudio de la
convergencia y del orden de los métodos. Posteriormente, obtendre-
mos la forma general de los métodos de tres etapas y orden cinco, cen-
trando nuestra atención en algunos métodos concretos con propieda-
des especí�cas tales como A-estabilidad, L-estabilidad, minimización
de la parte principal del error local de truncación, etc. Para termi-
nar, realizaremos experimentos numéricos con las fórmulas obtenidas
y comparaciones con otros métodos clásicos.

3.1 Expresión general de los métodos de p

etapas.
3.1.1 Descripción de los métodos de p etapas. Para el pro-
blema escalar autónomo dado por

y′(x) = f(y(x)) , y(x0) = y0 , (3.1)

39
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consideraremos la familia de métodos de p etapas de�nidos por

yn+1 = yn + hFp+1(k1, k2, . . . , kp) , (3.2)

donde

k1 = f(yn)

k2 = f(yn + hF2(k1))

k3 = f(yn + hF3(k1, k2)) (3.3)
...

kp = f(yn + hFp(k1, k2, . . . , kp−1)) ,

y donde para cada i con 2 ≤ i ≤ p+1, las funciones Fi son homogéneas
de grado uno, esto es, veri�can que para todoα > 0 y (x1, x2, . . . , xi−1)
en un cono Ai ⊂ IRi−1 se tiene que

Fi(α x1, α x2, . . . , α xi−1) = α Fi(x1, x2, . . . , xi−1) . (3.4)

De nuevo conviene observar (como ya hicimos en el capítulo anterior)
que para muchos de los métodos que consideraremos en lo que sigue,
la relación (3.4) será válida tomando Ai = IRi−1 y α ∈ IR. Frecuen-
temente las funciones Fi no estarán de�nidas en el punto (0, 0, . . . , 0),
pero se podrán rede�nir por continuidad en dicho punto tomando
Fi(0, 0, . . . , 0) = 0. En otros casos no será posible hacer lo anterior
(véase el comentario que realizamos en el último párrafo del apar-
tado 2.3.2 al estudiar el método (2.64)) y ello habrá de ser tenido en
cuenta a la hora de implementar los métodos.

Como ya hemos comentado, la familia de métodos que acabamos
de introducir generaliza la familia de métodos Runge-Kutta explícitos
de p etapas. De hecho, tomando Fi(x1, x2, . . . , xi−1) = ai1x1 + ai2x2 +
· · · + aii−1xi−1 (2 ≤ i ≤ p) en (3.3) y Fp+1(x1, x2, . . . , xp) = b1x1 +
b2x2 + · · ·+ bpxp en (3.2), obtenemos todos los métodos Runge-Kutta
explícitos de p etapas.

Más aún, nuestros métodos pueden ser considerados como una ge-
neralización de los métodos Runge-Kutta explícitos en la que los coe�-
cientes pasan de ser constantes a depender de las etapas. Para mostrar
que esto es así basta observar que por ser las funciones Fi homogé-
neas de grado uno se veri�cará por el teorema de Euler para funciones
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homogéneas

Fi(k1, k2, . . . , ki−1) =
i−1∑

j=1

∂Fi

∂xj

(k1, k2, . . . , ki−1) kj , 2 ≤ i ≤ p + 1 ,

(3.5)
y por tanto será su�ciente tomar el tablero de Butcher

a21

a31 a32
... ... . . .

ap1 ap2 · · · app−1

b1 b2 · · · bp−1 bp

(3.6)

donde los parámetros aij y bi vienen dados en términos de las etapas
ki y de las funciones Fi a través de las relaciones

aij =
∂Fi

∂xj

(k1, k2, . . . , ki−1) (1 ≤ j < i ≤ p) ,

bi =
∂Fp+1

∂xi

(k1, k2, . . . , kp) (1 ≤ i ≤ p) . (3.7)

Asumiremos en lo que sigue que para cada i con 2 ≤ i ≤ p + 1
están de�nidas todas las derivadas parciales de las funcionesFi hasta
un determinado orden q ≥ 1 y son continuas en un entorno del punto
(1, 1, . . . , 1) ∈ IRi−1. Como consecuencia de lo anterior, se tendrá en
particular que los valores

ci = Fi(1, 1, . . . , 1) 2 ≤ i ≤ p + 1 , (3.8)
están perfectamente de�nidos.

Como se pondrá de mani�esto más adelante, estos ci juegan un
papel similar al de aquellos asociados a los métodos Runge-Kutta.
De hecho, las etapas ki pueden ser vistas como aproximaciones a los
valores y′(xn + cih).

Los nuevos métodos de p etapas que acabamos de describir son di-
fíciles de estudiar debido al carácter no lineal que los mismos pueden
presentar a través de las funciones Fi que los de�nen. Por razones
que ya hemos comentado en el capítulo precedente, y que se pondrán
de mani�esto más adelante al estudiar el orden de convergencia y las
propiedades de estabilidad lineal de los métodos, damos a continua-
ción una reformulación de los métodos que simpli�cará nuestra tarea
considerablemente.
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3.1.2 Reformulación de los métodos de p etapas. Asumiremos
en adelante que los valores ci = Fi(1, 1, . . . , 1) son no nulos. Aunque
con esto se pierde algo de generalidad, es fácil ver que para un número
de etapas �jado (al menos parap = 2, 3, 4) el orden máximo se alcanza
sólo cuando todos los ci son no nulos, y por tanto todos los métodos
de interés (al menos desde el punto de vista del orden de consistencia)
seguirán estando entre los considerados. Además obtendremos una
serie de ventajas adicionales que se irán poniendo de mani�esto en lo
que sigue.

De�namos los términos

si =
ki − k1

ci k1

, 2 ≤ i ≤ p , (3.9)

donde las etapas ki vienen dadas por (3.3). Cuando sea k1 = 0 no
estarán de�nidos los términos si, y simplemente tomaremos yn+1 = yn

en línea con lo ya comentado con anterioridad.
Como demostraremos en el Lema 3.1, se tiene que si = O(h),

análogamente a como ocurría con el términos en el caso de dos etapas,
lo que facilitará el estudio posterior. De hecho, los términossi pueden
ser considerados como aproximaciones a hfy(yn), pues se veri�ca que
si = hfy(yn) + O(h2) (si f es lo su�cientemente regular), por lo que
podemos obtener aproximaciones a la matriz Jacobianafy(yn) sin más
que tomar si/h.

Un proceso recursivo permite mostrar que las etapas ki (con 2 ≤
i ≤ p) se pueden obtener a partir de los valores dek1 y sj con 2 ≤ j ≤
i−1. Como consecuencia de lo anterior, es posible reescribir cualquier
método de p etapas de los descritos anteriormente (ahora en términos
de k1 y de los si) en la forma

yn+1 = yn + hk1Gp+1(s2, s3, . . . , sp) , (3.10)

donde los si vienen dados por (3.9) en función de las etapas

k1 = f(yn)

k2 = f(yn + hk1G2)

k3 = f(yn + hk1G3(s2)) (3.11)
...

kp = f(yn + hk1Gp(s2, s3, . . . , sp−1)) ,
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y las funciones Gi se obtienen a partir de las funciones homogéneas de
grado uno Fi (análogamente a como ocurría en el caso de dos etapas
en el capítulo anterior) a través de las relaciones

Fi(k1, k2, . . . , ki−1) = k1Fi

(
1,

k2

k1

, . . . ,
ki−1

k1

)

= k1Fi(1, 1 + c2s2, . . . , 1 + ci−1si−1) , (3.12)

sin más que tomar

Gi(s2, s3, . . . , si−1) = Fi(1, 1 + c2s2, . . . , 1 + ci−1si−1) , (3.13)

para 2 ≤ i ≤ p + 1. Nótese que cuando i = 2, G2 es simplemente la
constante G2 = F2(1) = c2.

De la relación (3.13) se deduce que para cadai con 2 ≤ i ≤ p+1 las
derivadas parciales de las funcionesGi existen y son continuas hasta un
determinado orden q ≥ 1 en un entorno del punto (0, 0, . . . , 0) ∈ IRi−2,
y por tanto se tendrá que ci = Gi(0, 0, . . . , 0).

A partir de las relaciones anteriores es posible reescribir cualquier
método (3.2) en la forma (3.10).

Recíprocamente, también es posible obtener las funciones homogé-
neas de grado uno Fi a partir de las funciones Gi, esto es, obtener a
partir de cualquier método descrito en términos de k1 y de los si, su
formulación en términos de los ki. Para ello, basta tomar

Fi(k1, . . . , ki−1) = k1Gi

(
k2 − k1

c2k1

, . . . ,
ki−1 − k1

ci−1k1

)
, 2 ≤ i ≤ p + 1 .

(3.14)
Cuando i = 2, tomaremos F2(k1) = k1G2.

Antes de pasar al estudio de la consistencia y convergencia de los
métodos, veamos el siguiente lema que garantiza (bajo hipótesis poco
restrictivas) que si = O(h).

Lema 3.1 Supongamos que f : IR→ IR en (3.1) es continua y Lips-
chitziana con constante de Lipschitz L, esto es: |f(y) − f(y∗)| ≤
L|y − y∗| , ∀y, y∗ ∈ IR . Supongamos también que para cada j con
2 ≤ j ≤ p + 1 las funciones Gj en (3.13) son continuas en un en-
torno Wj−2 del punto (0, 0, . . . , 0) ∈ IRj−2 y que los términos si (con
2 ≤ i ≤ p) vienen dados como en (3.9) en función de las etapas ki
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de (3.11) con y en lugar de yn. Entonces, para cada ε > 0 existe un
h1 > 0 tal que se veri�ca

|si| ≤ hL
|ci|+ ε

|ci| , 2 ≤ i ≤ p ,

|Gj(s2, s3, . . . , sj−1)| ≤ |cj|+ ε , 2 ≤ j ≤ p + 1 , (3.15)
para todo h con 0 < h ≤ h1 y para todo y ∈ IR tal que f(y) 6= 0 (esto
es k1 6= 0).
Recordemos que ci = Gi(0, 0, . . . , 0), como hemos apuntado anterior-
mente.
Demostración

La demostración se sigue de la condición de Lipschitz que satisface
la función f y de que las funciones Gj son continuas en un entorno
Wj−2 del punto (0, 0, . . . , 0) ∈ IRj−2, por un procedimiento recursivo.

De la continuidad de las funciones Gj en Wj−2 se sigue que para
cada ε > 0 existe un δ > 0 de modo que si max

1≤i≤p−1
|xi| ≤ δ se veri�ca

que |Gj(x1, x2, . . . , xj−2)| ≤ |cj|+ ε para 3 ≤ j ≤ p + 1. Cuando j = 2
se tiene que G2 es constante y por tanto también se veri�ca en este
caso |G2| = |c2| ≤ |c2|+ ε.

Ahora, de la condición de Lipschitz que satisface la función f ,
tomando h1 = δ min

2≤i≤p
(|ci|/(ε + |ci|)L) se obtiene recursivamente

|si| = |ki − k1|
|ci| |k1| =

|f(y + hk1Gi(s2, s3, . . . , si−1))− f(y)|
|ci| |k1|

≤ hL

|ci| |Gi(s2, s3, . . . , si−1)| ≤ hL
|ci|+ ε

|ci| ,

|Gi+1(s2, s3, . . . , si)| ≤ |ci+1|+ ε , (3.16)
para cada i con 2 ≤ i ≤ p, 0 < h ≤ h1 y para cada y ∈ IR.

Nótese que para los valores de yn tales que f(yn) = 0 (y por tanto
k1 = 0) tomábamos yn+1 = yn , por lo que es irrelevante que en este
caso los si no estén de�nidos.

Obsérvese asimismo que cuando k1 = f(y) = 0, supuesto que el
punto y es un cero aislado de la función f , podríamos haber de�nido
los si a través del límite (cuando exista)

si = lim
k1→0

ki − k1

ci k1

. (3.17)
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En este caso, consideremos una sucesión (y(n))
n∈IN con y(n) → y tal

que para todo n ∈ IN f(y(n)) 6= 0. Obviamente se veri�can las desi-
gualdades (3.16) para estos valores y(n), por lo que en el límite cuando
y(n) → y también han de veri�carse. De este modo, las conclusiones
del lema siguen siendo válidas también cuandok1 = 0.

3.2 Convergencia de los métodos de p eta-
pas.

3.2.1 Consistencia y orden de los métodos dep etapas. En lo
que sigue, asumiremos que la función f : IR→ IR en (3.1) es continua
y que existe una constanteL (constante de Lipschitz) tal que se veri�ca

|f(y)− f(y∗)| ≤ L|y − y∗| , (3.18)
para cualesquiera y, y∗ ∈ IR (condición de Lipschitz).

Es bien conocido que, en las condiciones anteriores, para caday0 ∈
IR existe una solución única y(x) al problema de valores iniciales (3.1)
(en cualquier intervalo [x0, b]) que es continua y diferenciable.

Estudiaremos a continuación la consistencia de los métodos de p
etapas descritos por (3.2). Para ello, supondremos únicamente que
y′(x) existe y es continua en un cierto intervalo [x0, b].

Las demostraciones las realizaremos suponiendo en todos los casos
que las funciones Fi que de�nen los métodos son homogéneas de grado
uno en IRi−1.

Usando las notaciones de Henrici para métodos de un paso, nues-
tros métodos pueden expresarse en la formayn+1 = yn +h Φ(xn, yn, h)
donde la función Φ (que en el caso que nos ocupa no depende de x
explícitamente por ser el problema (3.1) autónomo) viene dada por

Φ(y, h) = Fp+1(k1, k2, . . . , kp) , (3.19)
en términos de las etapas ki

k1 = f(y)

k2 = f(y + hF2(k1))

k3 = f(y + hF3(k1, k2)) (3.20)
...

kp = f(y + hFp(k1, k2, . . . , kp−1)) .
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De�nimos el error local de truncaciónT (x, h) asociado a cada uno
de los métodos por

T (x, h) = y(x + h)− y(x)− h Φ(y, h) (3.21)
= y(x + h)− y(x)− hFp+1(k1, k2, . . . , kp) , x ∈ [x0, b] ,

donde h > 0 y las etapas ki vienen dadas por (3.20), donde ahoray(x)
es la solución exacta de (3.1).

De�nición 3.2 Diremos que el método

yn+1 = yn + hFp+1(k1, k2, . . . , kp) , (3.22)

es consistente (con el problema (3.1) satisfaciendo las condiciones im-
puestas) si

lim
h→0

T (x, h)

h
= 0 , (3.23)

uniformemente para x ∈ [x0, b].

Como es bien sabido, la consistencia es una condición necesaria para
la convergencia, por lo que deseamos obtener la condición que han de
satisfacer nuestros métodos para ser consistentes. Estamos en condi-
ciones de dar el siguiente teorema:

Teorema 3.3 El método

yn+1 = yn + hFp+1(k1, k2, . . . , kp) , (3.24)

es consistente con el problema (3.1) (bajo las anteriores hipótesis) si
y sólo si se veri�ca que

cp+1 = Fp+1(1, 1, . . . , 1) = 1 . (3.25)

Demostración
Para cada x ∈ [x0, b] y cada h > 0 se tiene por el teorema del valor

medio que
y(x + h)− y(x) = hy′(αx) , (3.26)

para cierto αx ∈ (x, x + h). Se sigue de (3.21) que

T (x, h)

h
= y′(αx)− Fp+1(k1, k2, . . . , kp) . (3.27)
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En el límite cuando h → 0 se tiene que y′(αx) → y′(x) uniformemente
para x ∈ [x0, b]. Además ki → k1 para cada i con 2 ≤ i ≤ p. Final-
mente, por ser Fp+1 continua y homogénea de grado uno se veri�cará

lim
h→0

T (x, h)

h
= (1− Fp+1(1, 1, . . . , 1))f(y(x)) , (3.28)

(ya que y′(x) = f(y(x)) y k1 = f(y(x))) y es fácil deducir la condición
de consistencia (3.25).

Nótese en este punto que, usando las notaciones de Henrici para
métodos de un paso. la condición de consistencia (3.25) podría darse
en la forma equivalente Φ(y, 0) = f(y).

Se comprueba sin di�cultad que la condición de consistencia para
los métodos expresados usando la nueva formulación descrita en el
apartado 3.1.2 viene dada por Gp+1(0, 0, . . . , 0) = 1.

De�nimos ahora la consistencia de orden q análogamente a como
se hace para otros métodos de un paso.

De�nición 3.4 Diremos que el método (3.2) es consistente de orden
q (con el problema (3.1) ), si q es el mayor entero para el que existen
un N ≥ 0 y un h0 > 0 tal que se veri�ca que sup

x0≤x≤b
|T (x, h)| ≤ N hq+1

para todo h ∈ (0, h0].

Si todas las derivadas parciales de f(y) hasta orden q existen y son
continuas, entonces la consistencia se sigue de la consistencia de orden
q ≥ 1.

3.2.2 Convergencia de los métodos de p etapas. Ahora esta-
mos en condiciones de abordar el estudio de la convergencia de los
métodos GRK, para lo cual consideraremos el error global, esto es,
el error en la solución numérica al cabo de varios pasos. En lo que
sigue, se considerará el tamaño de paso h �jado con el �n de simpli-
�car el estudio, pero todos los resultados que obtendremos seguirán
siendo válidos con ligeras modi�caciones en otros casos. Nuestra tarea
se reduce a estimar el error global y esto se puede llevar a cabo de dos
maneras distintas:

• Considerando los errores locales y cómo se propagan a lo largo
de las curvas solución (exactas).
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• Estudiando cómo se propagan los errores locales de truncación
a lo largo de las soluciones numéricas.

Para más detalles véanse [18] y [12]. La primera estrategia es más
sencilla y puede proporcionar cotas muy ajustadas del error global
cuando se dispone de estimaciones precisas del error propagado para
las soluciones exactas. No obstante, nosotros seguiremos la segunda
estrategia por ser la más frecuentemente utilizada. Esto es debido
fundamentalmente a que esta segunda estrategia es fácilmente gene-
ralizable al caso de métodos multipaso y puede ser una herramienta
importante en el estudio de la existencia de desarrollos asintóticos.

Análogamente a como ocurre con otros métodos de un paso, nece-
sitamos mostrar que la funciónΦ(y, h) = Fp+1(k1, k2, . . . , kp) satisface
una condición de Lipschitz en la variabley para valores del paso h su-
�cientemente pequeños. Esta propiedad se deduce sin di�cultad para
la mayoría de los métodos de un paso, a partir de la condición de
Lipschitz que satisface la función f . Para nuestros métodos, la tarea
es bastante más complicada debido a que las fórmulas muestran en
general una dependencia no lineal de las etapas, a diferencia de lo que
ocurre con los métodos Runge-Kutta, por poner un ejemplo. Antes de
nada necesitamos algunos resultados previos.

Lema 3.5 Si todas las derivadas parciales de las funciones Fi hasta
orden q ≥ 1 existen y son continuas en un entorno convexoWi−1 del
punto (1, 1, . . . , 1) ∈ IRi−1, entonces existe una constante Λ tal que
para todo h con 0 < h ≤ h0 y para cualesquiera y, y∗ ∈ IR se veri�ca

|Φ(y, h)− Φ(y∗, h)| ≤ Λ |y − y∗| . (3.29)

Demostración
Empezamos observando que para cada i con 2 ≤ i ≤ p + 1 y para

cualesquiera y, y∗ ∈ IR tales que f(y) 6= 0 y f(y∗) 6= 0 (y por tanto
k1 6= 0 y k∗1 6= 0) se veri�ca que

Fi(k1, . . . , ki−1) − Fi(k
∗
1, . . . , k

∗
i−1) (3.30)

= k1 Fi

(
1,

k2

k1

, . . . ,
ki−1

k1

)
− k∗1 Fi

(
1,

k∗2
k∗1

, . . . ,
k∗i−1

k∗1

)

=
k1 − k∗1

2

(
Fi

(
1,

k2

k1

, . . . ,
ki−1

k1

)
+Fi

(
1,

k∗2
k∗1

, . . . ,
k∗i−1

k∗1

))
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+
k1 + k∗1

2

(
Fi

(
1,

k2

k1

, . . . ,
ki−1

k1

)
−Fi

(
1,

k∗2
k∗1

, . . . ,
k∗i−1

k∗1

))
,

donde los ki y los k∗i vienen dados a través de las relaciones (3.20) (en
el segundo caso con y∗ en lugar de y). Al �nal de la demostración
comentamos como proceder en el caso en el quef(y) = 0 y/o f(y∗) =
0.

Ahora probaremos algunas desigualdades que necesitaremos más
adelante. A partir de la condición de Lipschitz que satisface la función
f se deduce que

|k1 − k∗1| ≤ L|y − y∗| , (3.31)
|ki − k∗i | ≤ L|y − y∗|+ hL|Fi(k1, . . . , ki−1)− Fi(k

∗
1, . . . , k

∗
i−1)| ,

para cada i con 2 ≤ i ≤ p.
De la continuidad de la función f se deduce que para cada ε > 0

existe un h1 > 0 tal que para cualesquiera y, y∗ ∈ IR se veri�ca que
|(ki/k1) − 1| < ε y |(k∗i /k∗1) − 1| < ε (2 ≤ i ≤ p) para los valores
de h con 0 < h ≤ h1. Tomando ε > 0 lo su�cientemente pequeño,
podemos asegurar de este modo que los puntos (1, k2/k1, . . . , ki−1/k1)
y (1, k∗2/k

∗
1, . . . , k

∗
i−1/k

∗
1) pertenecen al entorno Wi−1 para los valores

de h con 0 < h ≤ h1. Por tanto, a partir del teorema del valor medio
se deduce que para los valores de h con 0 < h ≤ h1 ha de veri�carse
que

Fi

(
1,

k2

k1

, . . . ,
ki−1

k1

)
− Fi

(
1,

k∗2
k∗1

, . . . ,
k∗i−1

k∗1

)
=

i−1∑

j=2

(
kj

k1

− k∗j
k∗1

)
∂Fi

∂xj

(ξi) ,

(3.32)
para cada i con 2 ≤ i ≤ p+1, para ciertos puntos intermedios ξi en el
segmento contenido enWi−1 que une los puntos (1, k2/k1, . . . , ki−1/k1)
y (1, k∗2/k

∗
1, . . . , k

∗
i−1/k

∗
1).

De la continuidad de las derivadas parciales de primer orden de las
funciones Fi en Wi−1 se deduce que para cada ε > 0 existe un h2 > 0
tal que para los valores de h con 0 < h ≤ h2 y para cada y ∈ IR se
veri�ca que

∣∣∣∣∣Fi

(
1,

k2

k1

, . . . ,
ki−1

k1

)∣∣∣∣∣ ≤ |ci|+ ε , 2 ≤ i ≤ p + 1 , (3.33)
∣∣∣∣∣
∂Fi

∂xj

(
1,

k2

k1

, . . . ,
ki−1

k1

)∣∣∣∣∣ ≤ |ci,j|+ ε, 2 ≤ i ≤ p + 1, 2 ≤ j ≤ i− 1,
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donde

ci = Fi(1, . . . , 1) y ci,j =
∂Fi

∂xj

(1, . . . , 1) .

Es fácil ver que tomando h3 = min(h1, h2) se veri�ca para los valores
de h con 0 < h ≤ h3 la relación (3.32) donde ahora

∣∣∣∣∣
∂Fi

∂xj

(ξi)

∣∣∣∣∣ ≤ |ci,j|+ ε . (3.34)

Necesitaremos también la siguiente identidad

(k1 + k∗1)

(
ki

k1

− k∗i
k∗1

)
= (k∗1 − k1)

(
ki

k1

+
k∗i
k∗1

)
+ 2(ki − k∗i ) , (3.35)

fácil de comprobar, de la que se deduce a partir de las desigualda-
des (3.31) que ha de veri�carse

∣∣∣∣∣(k1 + k∗1)

(
ki

k1

− k∗i
k∗1

)∣∣∣∣∣ ≤ 2(2 + ε)L|y − y∗|+ 2hLνi , (3.36)

donde

νi = |Fi(k1, . . . , ki−1)− Fi(k
∗
1, . . . , k

∗
i−1)| , 2 ≤ i ≤ p + 1 . (3.37)

Nótese que νp+1 = |Φ(y, h)− Φ(y∗, h)|.
Ahora de las desigualdades anteriores se obtiene la siguiente fór-

mula recursiva

νi ≤

|ci|+ ε + (2 + ε)

i−1∑

j=2

(|ci,j|+ ε)


 L|y − y∗|

+hL
i−1∑

j=2

(|ci,j|+ ε) νj , (3.38)

válida para todo i con 2 ≤ i ≤ p + 1.
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Introduciendo las notaciones ν = (ν2, ν3, . . . , νp+1)
T , Cε = (ε +

|c2|, ε + |c3|, . . . , ε + |cp+1|)T y

Cε
∂ =




0 0 0 · · · 0 0 0

cε
3,1 0 0 · · · 0 0 0

cε
4,1 cε

4,2 0 · · · 0 0 0

... ... . . . . . . ... ... ...

cε
p−1,1 cε

p−1,2 cε
p−1,3

. . . 0 0 0

cε
p,1 cε

p,2 cε
p,3 · · · cε

p,p−2 0 0

cε
p+1,1 cε

p+1,2 cε
p+1,3 · · · cε

p+1,p−2 cε
p+1,p−1 0




(3.39)

donde los cε
i,j vienen dados por cε

i,j = ε + |ci,j|, podemos reescribir las
desigualdades (3.38) en la forma

ν ≤ (Cε + (2 + ε) Cε
∂ 1l) L|y − y∗|+ hLCε

∂ ν , (3.40)

donde las desigualdades han de considerarse componente a compo-
nente y 1l viene dado por 1l = (1, 1, . . . , 1)T . Ahora es fácil deducir
que se veri�ca

(I − hLCε
∂)ν ≤ (Cε + (2 + ε) Cε

∂ 1l) L|y − y∗| . (3.41)

Tomemos ahora h0 > 0 con h0 < h3 lo su�cientemente pequeño como
para que se satisfaga que hL‖Cε

∂‖ < 1 para todo h con 0 < h < h0

(donde ‖ · · · ‖ es cualquier norma matricial). De lo anterior se sigue
que existe la matriz inversa (I − hLCε

∂)
−1 y que todos sus elementos

son no negativos. Por tanto, obtenemos

ν ≤ (I − hLCε
∂)
−1 (Cε + (2 + ε) Cε

∂ 1l) L|y − y∗| , (3.42)

para los valores de h tales que 0 < h < h0 y se deduce sin di�cultad
que ha de veri�carse

νp+1 ≤ ep(I − hLCε
∂)
−1 (Cε + (2 + ε) Cε

∂ 1l) L|y − y∗| , (3.43)

con ep = (0, . . . , 0, 1) ∈ IRp. Finalmente, teniendo en cuenta que
νp+1 = |Φ(y, h) − Φ(y∗, h)|, se sigue el resultado deseado para los
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valores de h veri�cando que 0 < h < h0 y para cualesquiera y, y∗ ∈ IR
(tales que f(y) 6= 0 y f(y∗) 6= 0), sin más que tomar como constante
de Lipschitz

Λ = ep(I − h0LCε
∂)
−1 (Cε + (2 + ε) Cε

∂ 1l) L . (3.44)

En el caso en el que sea f(y) = 0 y/o f(y∗) = 0 la demostración
ha de ser modi�cada como vemos a continuación. Supongamos que
f(y∗) = 0 y f(y) 6= 0, esto es, k∗1 = 0 y k1 6= 0. En este caso se
veri�can las relaciones

|k1| = |k1 − k∗1| ≤ L|y − y∗| , (3.45)∣∣∣∣∣Fp+1

(
1,

k2

k1

, . . . ,
kp

k1

)∣∣∣∣∣ ≤ |cp+1|+ ε ,

(la segunda para h su�cientemente pequeño). Observando que en este
caso es Φ(y∗, h) = 0 se deduce que

|Φ(y, h)− Φ(y∗, h)| = |Fp+1(k1, k2, . . . , kp)|
= |k1|

∣∣∣∣∣Fp+1

(
1,

k2

k1

, . . . ,
kp

k1

)∣∣∣∣∣
≤ (|cp+1|+ ε)L|y − y∗| , (3.46)

tomando h su�cientemente pequeño. Por tanto, bastaría tomarΛ =
(|cp+1|+ ε)L en este caso y tras compararlo con el obtenido en (3.44)
quedarnos con el mayor. En el resto de los casos se hace análogamente.

De�nición 3.6 Diremos que el método (3.2) es convergente si, para
todo x ∈ [x0, b], en el límite cuando h → 0 (con xn = x �jado) se tiene
que yn → y(x).

Ahora estamos en condiciones de probar la convergencia de los
métodos GRK

Teorema 3.7 Bajo las hipótesis anteriores, cualquier método (3.2)
consistente es convergente.



3.2. Convergencia de los métodos 53

Demostración
De la condición de Lipschitz (3.29) que veri�ca la función Φ, se

deduce que para h su�cientemente pequeño ha de veri�carse

|yi+1 − y∗i+1| ≤ (1 + hΛ) |yi − y∗i | ≤ exp(hΛ) |yi − y∗i | . (3.47)

Consideremos la solución numérica para un puntox > x0, obtenida
al cabo de un número determinado de pasos de tamaño �joh = xi+1−
xi (0 ≤ i ≤ n − 1) de modo que xn = x. Nuestra tarea se reduce a
estimar el error global E = |y(xn) − yn| en el punto x > x0 y para
ello seguiremos la segunda estrategia anteriormente descrita. Para el
error global en el punto xn = x se veri�ca

E = |y(xn)− yn| ≤
n∑

i=1

|yn,i − yn,i−1| , (3.48)

donde con yn,i denotamos la aproximación obtenida al cabo de n − i
pasos (yj,i j = i + 1, i + 2, . . . , n), partiendo del valor de la solución
exacta yi,i = y(xi) (como condición inicial en el puntoxi) y utilizando
el método (3.2). Nótese que con nuestras notaciones se tiene que
yn,n = y(xn) y que yn,0 = yn. Pasamos a acotar cada sumando del
segundo miembro de (3.48). Parah su�cientemente pequeño se veri�ca
a partir de la desigualdad (3.47) que

|yn,i − yn,i−1| ≤ (1 + hΛ)n−i |yi,i − yi,i−1| (3.49)
≤ exp((n− i)hΛ) |yi,i − yi,i−1| , 1 ≤ i ≤ n .

Nótese que xi = x0 + ih y por tanto (n − i)h = xn − xi. Conviene
observar que li = yi,i−yi,i−1 = T (xi−1, h) es el error local de truncación
asociado al paso i�ésimo en el punto xi. Por tanto, se deduce de (3.48)
y de (3.49) que

E = |y(xn)− yn| ≤ l
exp(Λ(xn − x0))− 1

exp(Λh)− 1

≤ l

Λh
(exp(Λ(xn − x0))− 1) , (3.50)

donde l = max
1≤i≤n

|li|. Finalmente, cuando h → 0 (con nh = x − x0

�jado) se tiene por la consistencia que l/h → 0 y la convergencia se
sigue trivialmente de la anterior desigualdad.
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De�nición 3.8 Diremos que el método (3.2) es convergente de orden
q si para todo xn ∈ [x0, b] (con xn = x �jado) y para todo h ∈ (0, h0]
existe una constante M ≥ 0 tal que se veri�ca |y(xn)− yn| ≤ M hq.

Veamos que cualquier método consistente de ordenq es convergente
de orden q.
Teorema 3.9 Bajo las hipótesis anteriores, cualquier método (3.2)
consistente de orden q es convergente de orden q.
Demostración

La demostración es consecuencia inmediata de (3.50), observando
que ahora l ≤ N hq+1 para h su�cientemente pequeño y que por tanto
se veri�ca

E = |y(xn)− yn| ≤ N hq+1 exp(Λ(xn − x0))− 1

exp(Λh)− 1

≤ N

Λ
hq (exp(Λ(xn − x0))− 1) , (3.51)

por lo que basta tomar M = (N/Λ) (exp(Λ(b− x0))− 1).

Conviene advertir en este punto que los errores de redondeo que
se producen en cada paso de la integración no han sido tenidos en
cuenta en el estudio anterior. A este respecto sólo comentaremos que
como ocurre con otros métodos, existe un tamaño mínimo de pasoh
(que depende de la precisión utilizada) por debajo del cual los errores
debidos al redondeo son mayores que los errores de truncación.

3.3 Métodos de tipo polinomial.
3.3.1 Expresión de los métodos de p etapas de tipo po-
linomial. Análogamente a como hicimos en el capítulo precedente
cuando estudiábamos los métodos de dos etapas, empezaremos pres-
tando atención a la subfamilia de métodos de p etapas de tipo po-
linomial, esto es, a los métodos de p etapas dados a través de las
expresiones (3.2�3.3) donde todas las funcionesFi (con 2 ≤ i ≤ p+1)
son homogéneas de grado uno que admiten una expresión del tipo

Fi(x1, x2, . . . , xi−1) =
ri∑

j2+j3+...+ji−1=0

Aj2j3···ji−1
x1

(
x2

x1

)j2 (
x3

x1

)j3

· · ·
(

xi−1

x1

)ji−1

,

(3.52)
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para ciertos enteros no negativos ri .
La anterior subfamilia de fórmulas de tipo polinomial contiene to-

dos los métodos Runge-Kutta explícitos de p etapas. De hecho, basta
tomar ri = 1 en (3.52) para obtenerlos de (3.2�3.3).

Como veremos en lo que sigue, restringimos nuestra atención a la
anterior subfamilia de métodos porque, análogamente a como ocurría
en el caso de dos etapas estudiado en el capítulo anterior, podemos
reescribirlos en términos de unas funcionesGi de tipo polinomial. Esto
simpli�cará considerablemente el estudio de las condiciones de orden, y
además permitirá obtener de manera sencilla las condiciones de orden
para los métodos más generales a partir de las condiciones de orden
de los métodos de tipo polinomial.

Recordemos que con la nueva formulación descrita en el apar-
tado 3.1.2 se tiene que

si =
ki − k1

ci k1

, 2 ≤ i ≤ p , (3.53)

donde los términos si veri�can que si = hfy(yn) + O(h2), lo que será
de utilidad cuando nos ocupemos del estudio de las propiedades de
estabilidad lineal de los métodos y simpli�cará considerablemente el
estudio de las condiciones de orden de los mismos.

En términos de k1 y de los si, el método precedente (de tipo polino-
mial) toma la forma (3.10�3.11), donde las funcionesGi vienen dadas
en términos de los si y de las funciones Fi (homogéneas de grado uno)
de�nidas en (3.52) a través de las relaciones

Fi(k1, k2, . . . , ki−1) = k1Fi

(
1,

k2

k1

, . . . ,
ki−1

k1

)
(3.54)

= k1Fi(1, 1 + c2 s2, . . . , 1 + ci−1 si−1) ,

válidas para 2 ≤ i ≤ p + 1, tomando

Gi(s2, s3, . . . , si−1) = Fi(1, 1+ c2 s2, . . . , 1+ ci−1 si−1) , 2 ≤ i ≤ p+1.
(3.55)

Por tanto, las funciones Gi vendrán dadas por una expresión del tipo

Gi(z2, z3, . . . , zi−1) = ci


1 +

ri∑

j2+j3+...+ji−1=1

aj2j3···ji−1
zj2
2 zj3

3 · · · zji−1

i−1


.

(3.56)
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Nótese que para esta subfamilia de métodos todas lasGi son funciones
polinomiales de los si y por ello denominamos a tales fórmulas métodos
de tipo polinomial.

Ahora pasamos a estudiar el orden máximo que es posible alcan-
zar, en términos del número de etapas considerado, para los métodos
de tipo polinomial. En adelante supondremos que la funciónf es lo
su�cientemente regular como para poder asegurar que todas las deri-
vadas parciales que aparecerán en los desarrollos de Taylor del error
local de truncación tengan sentido.

3.3.2 Orden de los métodos de dos etapas de tipo polino-
mial. En el capítulo anterior, si bien con notaciones ligeramente dis-
tintas, ya obtuvimos las condiciones de orden para los métodos de dos
etapas de tipo polinomial y vimos que el orden máximo alcanzable era
tres. Ahora simplemente recogemos de forma resumida los resultados
allí obtenidos con las notaciones que hemos introducido para el caso
general de p etapas.

Las condiciones de orden para orden tres (con las nuevas notacio-
nes) toman la forma

c3 = 1 , (3.57)
c3a1 = 1/2 , (3.58)

c3c2a1 = 1/3 , (3.59)
c3a2 = 1/6 , (3.60)

por lo que cualquier método de orden tres de dos etapas de tipo poli-
nomial admite una expresión del tipo

yn+1 = yn + hk1G3(s2) , (3.61)

donde las etapas k1, k2 y el término s2 vienen dados por

k1 = f(yn) , k2 = f
(
yn +

2

3
hk1

)
, s2 =

3(k2 − k1)

2k1

, (3.62)

y la función G3 es de la forma

G3(s2) = 1 +
1

2
s2 +

1

6
s2
2 +

r3∑

i=3

ais
i
2 , (3.63)
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donde los parámetros libres ai (con i ≥ 3) pueden tomarse arbitraria-
mente.

Las condiciones adicionales para orden cuatro vienen dadas por

c3c
2
2a1 = 1/4 , (3.64)

c3c2a2 = 1/6 , (3.65)
c3a3 = 1/24 , (3.66)

y aunque, como ya comentamos en el capítulo anterior, no es posible
obtener métodos de orden cuatro de dos etapas, se puede minimizar la
parte principal del error local de truncación tomandoa3 = 1/24 (con
lo que se satisface la condición (3.66) ). De este modo, los métodos
resultantes exhiben orden cuatro cuando los aplicamos a problemas
lineales con coe�cientes constantes.

3.3.3 Orden de los métodos de tres etapas de tipo polino-
mial. Veamos ahora que es posible obtener una familia de métodos
de tres etapas y orden cinco de tipo polinomial. Como ya ocurría
para los métodos de dos etapas, sólo algunos de los parámetros libres
de que disponemos aparecerán en las condiciones de orden. Esto es
consecuencia de que, como ya hemos comentado con anterioridad, los
términos s2 y s3 son O(h). No obstante, las condiciones de orden
resultantes son todavía relativamente complicadas, por lo que de�ni-
remos un nuevo término s̃3 = s3−s2 que simpli�cará aun más nuestro
estudio. El nuevo término s̃3, que sustituirá al término s3, veri�ca que
s̃3 = O(h2) (por ser si = hfy(yn) + O(h2) para i = 2, 3). Esto permite
asegurar que el número de parámetros involucrados en las condicio-
nes de orden será inferior. Cualquier método de tres etapas de tipo
polinomial puede ser descrito mediante una expresión del tipo

yn+1 = yn + hk1G̃4(s2, s̃3) , (3.67)

donde s̃3 = s3 − s2, y s2 y s3 vienen dados por

si =
ki − k1

ci k1

, 2 ≤ i ≤ 3 , (3.68)

en términos de las etapas ki (con 1 ≤ i ≤ 3)

k1 = f(yn) , k2 = f(yn + hk1G2) , k3 = f(yn + hk1G3(s2)) ,
(3.69)
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y donde las funciones G2, G3 y G̃4 vienen descritas por

G2 = c2 ,

G3(s2) = c3

(
1 +

r3∑

i=1

ais
i
2

)
,

G̃4(s2, s̃3) = c4


1 +

r̃4∑

i+2j=1

aijs
i
2s̃

j
3


 . (3.70)

Se comprueba sin di�cultad que para orden cinco es su�ciente conside-
rar los parámetros en (3.70) que se obtienen tomandor3 = 3 y r̃4 = 4,
esto es, las condiciones de orden (para orden cinco) quedan comple-
tamente determinadas en función de los parámetrosci (2 ≤ i ≤ 4), ai

(1 ≤ i ≤ 3), y aij (1 ≤ i+2j ≤ 4). Esto es consecuencia inmediata de
que s2 = O(h) y de que s̃3 = O(h2).

Las condiciones de orden que ha de satisfacer un método de tres
etapas de tipo polinomial para tener orden cinco vienen dadas por

c4 = 1, (3.71)
c4a10 = 1/2, (3.72)

c4 (c2(a10 − a01) + c3a01) = 1/3, (3.73)
c4 (a20 + a1a01) = 1/6, (3.74)

c4

(
c2
2(a10 − a01) + c2

3a01

)
= 1/4, (3.75)

c4 (c2(2a20 − a11 + a1a01) + c3(a11 + 2a1a01)) = 1/3, (3.76)
c4 (a30 + a1a11 + a2a01) = 1/24, (3.77)

c4

(
c3
2(a10 − a01) + c3

3a01

)
= 1/5, (3.78)

c4

(
c2
2(2a20 − a11 + a1a01) + c2

3(a11 + 3a1a01)
)

= 7/20, (3.79)
c4

(
c2
2(a20−a11+a02)+c2c3(a11−2a02+2a1a01)+c2

3a02

)
= 2/15, (3.80)

c4 (c2(3a30 − a21 + 2a1(a11 − a02) + 2a2a01)

+c3(a21 + 2a1(a11 + a02) + (a2
1 + 2a2)a01)

)
= 11/60, (3.81)

c4

(
a40 + a1a21 + a2

1a02 + a2a11 + a3a01

)
= 1/120. (3.82)

Es sencillo comprobar que el sistema anterior admite in�nitas solucio-
nes. De hecho, existen dos familias doblemente in�nitas de soluciones
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que se obtienen en términos de los parámetros libres a2 y a3. Los
coe�cientes restantes se calculan del modo siguiente:

Paso 1. Obviamente c4 = 1 por (3.71). Los coe�cientes a10, a01,
c2 y c3 se calculan resolviendo el sistema formado por las ecuacio-
nes (3.72), (3.73), (3.75) y (3.78). Se obtienen así un par de soluciones.

Paso 2. Ahora, para cada una de las soluciones obtenidas, podemos
obtener a1, a20, a11 y a02 sin más que resolver el sistema lineal dado
por las ecuaciones (3.74), (3.76), (3.79) y (3.80).

Paso 3. Finalmente, se obtienen los coe�cientes a40, a30 y a21

resolviendo el sistema lineal dado por las ecuaciones (3.77), (3.81)
y (3.82) (en términos de los parámetros a2 y a3).

Se obtienen así

c2 =
6∓√6

10
, c3 =

6±√6

10
, c4 = 1 , a1 =

−3± 2
√

6

5
,

a10 =
1

2
, a01 =

9±√6

36
, a20 =

3∓√6

12
, a11 =

3± 2
√

6

72
,

a02 =
1± 4

√
6

72
, a30 =

−9∓√6

36
a2 ,

a21 =
−(3 + 11a2)± (1− 4a2)

√
6

24
,

a40 =
−3 (3− 10a2 + 30a3)± (3 + 20a2 − 10a3)

√
6

360
. (3.83)

El resto de parámetros se pueden tomar de manera arbitraria.
Para orden seis, hay que añadir a las condiciones (3.71�3.82) las

condiciones adicionales (ahora es su�ciente tomar r3 = 4 y r̃4 = 5
en (3.70) )

c4

(
c4
2(a10 − a01) + c4

3a01

)
= 1/6, (3.84)

c4

(
c3
2(2a20 − a11 + a1a01) + c3

3(a11 + 4a1a01)
)

= 11/30, (3.85)
c4

(
2c3

2(a20 − a11 + a02) + c2
2c3(a11 − 2a02 + 2a1a01)

+c2c
2
3(a11 − 2a02 + 3a1a01) + 2c3

3a02

)
= 1/4, (3.86)

c4

(
c2
2(3a30 − a21 + 2a1(a11 − a02) + 2a2a01)

+c2
3(a21 + a1(3a11 + 2a02) + 3(a2

1 + a2)a01)
)

= 4/15, (3.87)
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c4

(
c2
2(3a30 − 2a21 + a12 + a1(a11 − 2a02) + a2a01)

+2c2c3(a21 − a12 + a1(2a11 − a02) + (a2
1 + 2a2)a01)

+c2
3(a12 + 4a1a02)

)
= 17/90, (3.88)

c4

(
c2(4a40 − a31 + a1(3a21 − 2a12) + 2(a2

1 − a2)a02

+3a2a11 + 3a3a01) + c3(a31 + 2(a1(a21 + a12)

+(2a2
1 + a2)a02 + (a1a2 + a3)a01) + (a2

1 + 2a2)a11)
)

= 13/180,(3.89)
c4(a50+a1(a31+a1a12+2a2a02)+a2a21+a3a11+a4a01) = 1/720. (3.90)
Es fácil comprobar que no existe ningún método de tres etapas de
tipo polinomial y orden seis, sin más que observar que las condicio-
nes (3.83) (para orden cinco) y (3.84�3.90) (para orden seis) no pueden
satisfacerse simultáneamente. De hecho, las condiciones (3.84�3.86)
no pueden ser satisfechas y los coe�cientes de los términos asociados
a dichas condiciones en la parte principal del error local de truncación
son los mismos para cualquier método de orden cinco. Sin embargo,
sí es posible satisfacer las condiciones (3.87�3.90) tomando

a2 =
−519± 226

√
6

300
, a12 =

−103± 42
√

6

864
,

a31 =
−3 (119 + 660a3)± 5 (25− 144a3)

√
6

4320
,

a50 =
(22597+2400a3−7200a4)∓ 8 (1143−200a3+100a4)

√
6

28800
, (3.91)

y obteniendo de este modo métodos de tres etapas y orden cinco que
minimizan la parte principal del error local de truncación. Nótese que
ahora los coe�cientes a30, a21 y a40 vienen dados en (3.83) por

a30 =
221∓ 101

√
6

720
, a21 =

−123∓ 22
√

6

1440
,

a40 =
(59− 180a3)∓ 2 (9 + 10a3)

√
6

720
, (3.92)

como se comprueba sin más que sustituir los valores (3.91) en las
expresiones que de�nían dichos coe�cientes en (3.83).

3.4 Métodos de tipo racional.
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3.4.1 Expresión de los métodos de p etapas de tipo racio-
nal. A continuación estudiaremos la familia de métodos de p etapas
dados por (3.2�3.3), donde ahora todas las Fi (con 2 ≤ i ≤ p + 1)
son funciones homogéneas de grado uno de tipo racional. Más precisa-
mente, consideraremos funciones Fi dadas a través de un cociente de
dos polinomios homogéneos Ñi(x1, x2, . . . , xi−1) y D̃i(x1, x2, . . . , xi−1)
de grados ri + 1 y ri respectivamente para cierto entero no negativo
ri, esto es

Fi(x1, x2, . . . , xi−1) =
Ñi(x1, x2, . . . , xi−1)

D̃i(x1, x2, . . . , xi−1)
(3.93)

=

∑

j1+j2+...+ji−1=ri+1

Nj1j2···ji−1
xj1

1 xj2
2 · · ·xji−1

i−1

∑

j1+j2+...+ji−1=ri

Dj1j2···ji−1
xj1

1 xj2
2 · · · xji−1

i−1

.

La nueva familia de métodos contiene todos los métodos de tipo po-
linomial. Asumiendo que todos los ci son no nulos, obtenemos que
en términos de los si de�nidos en (3.53), haciendo uso de las rela-
ciones (3.55), cualquier método de p etapas de tipo racional puede
reescribirse en la forma (3.10�3.11) con las funcionesGi dadas por

Gi(z2, z3, . . . , zi−1) = ci




1 +
n∗i∑

j2+j3+...+ji−1=1

nj2j3···ji−1
zj2
2 zj3

3 · · · zji−1

i−1

1 +
d∗i∑

j2+j3+...+ji−1=1

dj2j3···ji−1
zj2
2 zj3

3 · · · zji−1

i−1




.

(3.94)
Más aún, los valores de n∗i y d∗i en (3.94) se obtienen fácilmente a
partir de las expresiones de las funciones Fi de�nidas en (3.93) del
método asociado, a través de las relaciones

n∗i = max{j2 + j3 + . . . + ji−1 / Nj1j2···ji−1
6= 0}

d∗i = max{j2 + j3 + . . . + ji−1 / Dj1j2···ji−1
6= 0} , (3.95)

y por tanto, son siempre menores o iguales que ri + 1 y ri respectiva-
mente.

Ahora podemos obtener las condiciones de orden para estos mé-
todos de tipo racional a partir de las correspondientes condiciones de
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orden de los métodos de tipo polinomial (que ya hemos estudiado con
anterioridad). Para ello, como ya hemos adelantado, bastará conside-
rar los desarrollos de Taylor de las funcionesGi(s2, . . . , si−1) de�nidas
en (3.94) (como funciones de lossj con 2 ≤ j ≤ i−1), y a continuación
comparar éstos con los desarrollos asociados a los métodos de tipo po-
linomial (con el mismo número de etapas). Para ilustrar lo anterior,
obtendremos las condiciones de orden para los métodos de tres etapas
de tipo racional a partir de las condiciones correspondientes a los mé-
todos de tres etapas de tipo polinomial. Conviene hacer notar en este
punto que también es posible obtener las condiciones de orden para
métodos del tipo más general (esto es, para métodos dados por (3.10�
3.11) con las funciones Gi de cualquier tipo) del mismo modo, pues el
procedimiento anteriormente descrito sólo involucra los desarrollos de
las funciones Gi en términos de los sj.

3.4.2 Orden de los métodos de dos etapas de tipo racional.
Para obtener todos los métodos de dos etapas y orden tres (con las
nuevas notaciones introducidas) basta observar que de (3.62) y (3.63)
se deduce que G2 = c2 = 2/3 y que ha de satisfacerse

G3(s2) = c3




1 +
n∗3∑

i=1

nis
i
2

1 +
d∗3∑

i=1

dis
i
2




= 1 +
1

2
s2 +

1

6
s2
2 + O(s3

2) . (3.96)

Evidentemente, basta tomar n∗3 = d∗3 = 2 en (3.96) y obtenemos las
siguientes condiciones de orden (para orden tres)

c2 = 2/3 , (3.97)
c3 = 1 , (3.98)
n1 = 1/2 + d1 , (3.99)
n2 = 1/6 + (1/2)d1 + d2 . (3.100)

Si deseamos minimizar la parte principal del error local de truncación,
bastará tomar n∗3 = d∗3 = 3 en (3.96) y desarrollar el segundo miembro
un poco más, obteniendo de este modo la condición adicional

n3 = 1/24 + (1/6)d1 + (1/2)d2 + d3 . (3.101)
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La expresión general de un método de dos etapas y orden tres de tipo
racional es

yn+1 = yn + hk1G3(s2) , (3.102)
donde k1, k2 y s2 vienen dados por

k1 = f(yn) , k2 = f
(
yn +

2

3
hk1

)
, s2 =

3(k2 − k1)

2k1

, (3.103)

y la función G3 es

G3(s2) =

1 +
1 + 2d1

2
s2 +

1 + 3d1 + 6d2

6
s2
2 +

n∗3∑

i=3

nis
i
2

1 + d1s2 + d2s2
2 +

d∗3∑

i=3

dis
i
2

. (3.104)

Como veremos más adelante, cuando extendamos nuestros métodos
de modo que éstos sean aplicables a ciertos sistemas de EDOs, es
deseable considerar fórmulas en las cuales el denominador en (3.104)
viene dado en la forma (1 − as2)

α (α ∈ IN) de modo que sólo sea
necesario realizar una factorización LU en cada paso de la integración.
Más aún, buscaremos métodos de dos etapas y orden tres de tipo
racional de la forma anterior, que sean L-estables.

3.4.3 Orden de los métodos de tres etapas de tipo racional.
Ahora, siguiendo nuestras notaciones, podemos describir cualquier mé-
todo de tres etapas de tipo racional por

yn+1 = yn + hk1G̃4(s2, s̃3) , (3.105)

donde s̃3 = s3 − s2, y los términos s2 y s3 vienen dados a través de

si =
ki − k1

ci k1

, 2 ≤ i ≤ 3 , (3.106)

en función de las etapas ki (1 ≤ i ≤ 3)

k1 = f(yn) , k2 = f(yn + hk1G2) , k3 = f(yn + hk1G3(s2)) .
(3.107)
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Las funciones racionales Gi vienen dadas por

G2 = c2 ,

G3(s2) = c3




1 +
n∗3∑

i=1

nis
i
2

1 +
d∗3∑

i=1

dis
i
2




,

G̃4(s2, s̃3) = c4




1 +
ñ∗4∑

i+2j=1

nijs
i
2s̃

j
3

1 +
d̃∗4∑

i+2j=1

dijs
i
2s̃

j
3




. (3.108)

Cuando buscamos métodos de orden cinco, es su�ciente considerar los
parámetros en (3.108) con n∗3 = d∗3 = 3 y ñ∗4 = d̃∗4 = 4, esto es, las
condiciones de orden (menor o igual que cinco) quedan completamente
determinadas en términos de los parámetros ci (con 2 ≤ i ≤ 4), ni y
di (con 1 ≤ i ≤ 3), y nij y dij (con 1 ≤ i + 2j ≤ 4). De hecho,
podemos obtener las condiciones para orden cinco comparando (como
en el caso de dos etapas) los desarrollos de las funciones (3.108) con
los de las funciones (3.70) que obtenemos tomando los valores de los
parámetros (3.83). De este modo se obtiene que los ci vienen dados
como en (3.83). Los ni vienen dados en términos de a1 como en (3.83)
y los parámetros a2, a3, d1, d2 y d3, a través de las relaciones

ni =
i∑

j=0

ajdi−j , 1 ≤ i ≤ 3 , (3.109)

donde evidentemente tomamos a0 = d0 = 1. Los términos nij vienen
dados por

ni1i2 =
ik∑

jk=0

aj1j2 di1−j1i2−j2 , 1 ≤ i1 + 2i2 ≤ 4 , (3.110)

con a00 = d00 = 1, donde los parámetros aij son aquellos considerados
en (3.70). Los valores dij se pueden tomar de manera arbitraria.

Para minimizar la parte principal del error local de truncación,
basta tomar n∗3 = d∗3 = 4 y ñ∗4 = d̃∗4 = 5 en (3.108), y se obtienen de
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este modo las condiciones adicionales

n4 =
4∑

j=0

ajd4−j , ni1i2 =
ik∑

jk=0

aj1j2 di1−j1i2−j2 , i1 +2i2 = 5 , (3.111)

donde los ai (con 1 ≤ i ≤ 2) y los aij (con 1 ≤ i+2j ≤ 5) vienen dados
como en (3.83), (3.91) y (3.92), y el resto de parámetros se pueden
tomar de forma arbitraria. Como antes, tomamos a0 = d0 = a00 =
d00 = 1.

3.5 Propiedades de estabilidad lineal de los
métodos de p etapas.

3.5.1 Función de estabilidad de los métodos de p etapas.
Pasamos ahora a estudiar las propiedades de estabilidad lineal de los
métodos. Cuando aplicamos un método de p etapas descrito en tér-
minos de los si a la ecuación escalar test

y′ = λ y , λ ∈ C , (3.112)

obtenemos
yn+1 = R(z) yn , (3.113)

donde R(z) es la función de estabilidad lineal asociada con z = hλ.
Más aún, de

si =
ki − k1

ci k1

, 2 ≤ i ≤ p , (3.114)

donde las etapas ki vienen dadas por

k1 = f(yn)

k2 = f(yn + hk1G2)

k3 = f(yn + hk1G3(s2)) (3.115)
...

kp = f(yn + hk1Gp(s2, s3, . . . , sp−1)) ,
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se obtienen recursivamente

k1 = λyn

s2 = z

s3 = z G3(z)
...

sp = z Gp(z, z G3(z), . . . , z Gp−1(z, . . . , z Gp−2(· · ·))) . (3.116)

Ahora, recordando que el método venía dado en la forma

yn+1 = yn + hk1Gp+1(s2, s3, . . . , sp) , (3.117)

la función de estabilidad lineal es �nalmente

R(z) = 1 + zGp+1(s2, s3, . . . , sp) , (3.118)

en términos de z a través de las relaciones (3.116).

3.5.2 Métodos A-estables de dos y tres etapas.Del apartado
anterior se deduce que la función de estabilidad lineal asociada a un
método de tipo polinomial es siempre un polinomio. Por tanto, no es
posible obtener fórmulas de tipo polinomial con buenas propiedades
de estabilidad lineal tales como la A-estabilidad o la L-estabilidad.
Sin embargo, también es claro que podemos obtener métodos GRK de
tipo racional cuya función de estabilidad lineal asociada viene dada
por una función racional. Más aún, veremos que es posible obtener
fórmulas A-estables y L-estables de tipo racional, sin renunciar a que
las mismas sean del orden más alto posible para el número de etapas
considerado.

Como hemos comentado anteriormente, es posible obtener métodos
GRK L-estables de dos etapas y orden tres (de tipo racional), de modo
que el denominador de la función de estabilidad lineal asociada es de
la forma (1−as2)

α (con α ∈ IN), y de este modo sólo es necesaria una
factorización LU por cada paso de integración. Para ello, basta tomar
α = 3 y los parámetros en (3.104) satisfaciendo

d1 = −3a , d2 = 3a2 , d3 = −a3 , (3.119)
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donde a es la raíz de 6x3 − 18x2 + 9x− 1 = 0 dada por

a = 1 +

√
6

2
sin

(
1

3
arctan

(√
2

4

))
−
√

2

2
cos

(
1

3
arctan

(√
2

4

))

≈ 0.435866521508459 , (3.120)

y tomamos el resto de parámetros ni = 0 para i ≥ 3, y di = 0 para
i ≥ 4.

Ahora daremos algunos métodos A-estables (o L-estables) de tres
etapas y orden cinco. Para todos estos métodos los ci vienen dados
como en (3.83) (tomando el signo superior), esto es

c2 =
6−√6

10
, c3 =

6 +
√

6

10
, c4 = 1 . (3.121)

Tomaremos asimismo di = 0 (i ≥ 1) en todos los casos, obteniendo de
este modo que ni = ai. Lógicamente no podemos anular losdij puesto
que buscamos fórmulas cuya función de estabilidad lineal sea racional.
Por ejemplo, tomando

d10 =
−3

5
, d01 =

3− 7
√

6

30
, d20 =

77− 18
√

6

100
,

d11 =
153 + 29

√
6

360
, d30 =

27− 73
√

6

600
, d21 =

−44 + 3
√

6

120
,

d40 =
−168 + 97

√
6

600
, n1 =

−3 + 2
√

6

5
, n10 =

−1

10
,

n01 =
63− 37

√
6

180
, n20 =

216− 79
√

6

300
, n11 =

44− 3
√

6

120
,

n30 =
168− 97

√
6

600
, (3.122)

y el resto de parámetros iguales a cero, se obtiene de (3.105�3.108) un
método de tres etapas y orden cinco cuya función de estabilidad lineal
viene dada por el (2, 3) aproximante de Padé a la función exponencial,
por lo que el método así obtenido es L-estable.

Tomando

d10 =
−2

3
, d01 =

3− 7
√

6

30
, d20 =

41− 9
√

6

50
,
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d11 =
431− 59

√
6

600
, d30 =

1396− 619
√

6

750
, d21 =

1436− 709
√

6

3600
,

d40 =
432353− 178017

√
6

180000
, d31 =

−20769 + 7966
√

6

21600
,

d50 =
127698− 38147

√
6

1080000
, d60 =

−7193669 + 2942716
√

6

2160000
,

n1 =
−3 + 2

√
6

5
, n2 =

−519 + 226
√

6

300
, n10 =

−1

6
,

n01 =
63− 37

√
6

180
, n20 =

221− 79
√

6

300
, n11 =

3474− 1111
√

6

5400
,

n30 =
43409− 18001

√
6

18000
, n21 =

20769− 7966
√

6

21600
,

n40 =
1892669− 781091

√
6

540000
, n50 =

7193669− 2942716
√

6

2160000
, (3.123)

(el resto de parámetros nulos) obtenemos otro método L-estable que
minimiza la parte principal del error local de truncación. La función
de estabilidad asociada a dicho método viene dada por el (2, 4) apro-
ximante de Padé a la función exponencial.

Finalmente, si tomamos

d10 =
−1

2
, d01 =

3− 7
√

6

30
, d20 =

36− 9
√

6

50
,

d11 =
1323− 247

√
6

1800
, d30 =

5969− 2566
√

6

3000
,

d21 =
1159− 486

√
6

2400
, d40 =

480158− 199037
√

6

180000
,

d31 =
−3729 + 1411

√
6

3600
, d50 =

135777− 46528
√

6

720000
,

d60 =
−1282889 + 525021

√
6

360000
, n1 =

−3 + 2
√

6

5
,

n2 =
−519 + 226

√
6

300
, n01 =

63− 37
√

6

180
,

n20 =
216− 79

√
6

300
, n11 =

421− 144
√

6

600
,

n30 =
45569− 18791

√
6

18000
, n21 =

3729− 1411
√

6

3600
, (3.124)
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n40 =
694953− 286792

√
6

180000
, n50 =

1282889− 525021
√

6

360000
,

el método resultante es A-estable, y minimiza la parte principal del
error local de truncación. La función de estabilidad asociada para
esta fórmula viene dada por el (3, 3) aproximante de Padé a la función
exponencial.

3.5.3 Experimentos numéricos.Para ilustrar el comportamiento
cuando h → 0 de los métodos de esta sección, consideraremos el si-
guiente problema (tomado de [12], pp. 134)

y′(x) =
y(x)(1− y(x))

2y(x)− 1
,

y(0) =
5

6
, (3.125)

cuya solución viene dada por

y(x) =
1

2
+

√
1

4
− 5

36
e−x . (3.126)

Con paso �jo h = 2−n para los valores de n = 1, 2, 3, . . . , 9 sobre
2n pasos, hemos obtenido aproximaciones al valor y(1) usando los
métodos anteriores así como dos métodos Runge-Kutta.

La �gura 3.1 muestra el error E obtenido usando diferentes ta-
maños de paso h (en escala logarítmica) al integrar el problema con
cada uno de los métodos. El método de dos etapas y orden tres
que obteníamos tomando los parámetros no nulos dados por (3.119)
y (3.120), aparece representado por MS3 en la �gura. Los métodos
de orden cinco y tres etapas, con funciones de estabilidad lineal da-
das por los (2, 3), (2, 4) y (3, 3) aproximantes de Padé a la función
exponencial aparecen representados por M23, M24 y M33 respecti-
vamente. A efectos comparativos también incluimos en la �gura un
método Runge-Kutta explícito de tres etapas y orden tres (véase [12],
pp. 134) que denotamos porRK3, y un método Runge-Kutta explícito
de seis etapas y orden cinco (véase [12], pp. 202) que denotamos por
RK5.

En la escala logarítmica que usamos en la �gura, el error para
cada método viene representado bastante bien por una línea recta
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M33

M24

M23

RK5

MS3

RK3

-9

-8

-7

-6

E

-3 -2 -1 0
h

Figura 3.1: Errores frente al tamaño de paso (en doble escala
logarítmica) para varios métodos.

cuya pendiente coincide con el orden del método. Para los métodos
MS3 y M23 las pendientes son muy próximas a3 y 5 respectivamente
(como cabía esperar). Se puede comprobar que los métodos M24
y M33 proporcionan resultados muy parecidos cuando se aplican a
este problema y que la pendiente de la recta que los aproxima es
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mayor que 5 (de hecho ≈ 5.5). Es fácil explicar este comportamiento
observando que ambos métodos comparten la propiedad de minimizar
la parte principal del error local de truncación. A la vista de la grá�ca
podemos concluir que los métodos obtenidos minimizando la parte
principal del error local de truncación (esto es, los métodosM24 y
M33) mejoran considerablemente la aproximación proporcionada por
el método M23.

También se desprende de la �gura que nuestros métodos GRK se
comportan mejor que los Runge-KuttaRK3 y RK5 del mismo orden,
y ello a pesar de utilizar un número menor de evaluaciones de la función
por paso.

Nuestros métodos, prescindiendo del coste computacional asociado
a las evaluaciones de la función f , requieren de un mayor número de
operaciones aritméticas por paso que los métodos Runge-Kutta explí-
citos del mismo número de etapas. Esto se debe a que en nuestras
fórmulas la dependencia respecto de las etapas es no lineal en ge-
neral, en tanto que en los Runge-Kutta explícitos siempre es lineal.
Sin embargo, este coste computacional añadido queda sobradamente
compensado en la mayoría de los problemas por el incremento en el
orden alcanzable para un mismo número de etapas (y por tanto de
evaluaciones de la función f por paso) y por las mejores propiedades
de estabilidad lineal que se pueden obtener con nuestras fórmulas. De
hecho, si la función a evaluar f tiene asociado un gran coste compu-
tacional y/o da lugar a un problema rígido, las diferencias tienden a
ser muy acusadas en favor de los métodos que proponemos.

Para mostrar el buen comportamiento de los métodos en cuanto
a sus propiedades de estabilidad lineal, consideraremos también el
siguiente problema (ya utilizado en el apartado 2.3.3 para ilustrar el
comportamiento numérico de los métodos de dos etapas)

y′(x) = −b y(x)
√

c2 + y2(x) ,

y(0) = a , (3.127)

dependiente de los tres parámetros positivos a, b y c, cuya solución
viene dada por

y(x) =
a c

c ch(b c x) +
√

a2 + c2 sh(b c x)
. (3.128)
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La derivada parcial respecto de y de la función f(y) = −b y
√

c2 + y2

es
fy = −b

c2 + 2y2

√
c2 + y2

, (3.129)

y por tanto se tiene que fy < 0, y la función f admite una constante
de Lipschitz unilateral dada por 0. Como consecuencia de lo anterior,
las soluciones exactas de este problema no lineal muestran un com-
portamiento contractivo. De hecho, tras una corta fase transitoria, las
soluciones tienden rápidamente a la solución estacionaria y(x) ≡ 0,
esto es, a la solución del problema (3.127) que se obtiene tomando
como condición inicial a = 0. También se deduce de (3.129) y de
nuestro comentario previo que fy ≈ −b c a lo largo de la integración
(al menos tras la fase transitoria).

Para ilustrar el comportamiento de los métodos representados por
MS3, M23, M24 y M33 cuando son aplicados a un problema no li-
neal y rígido, tomamos b = 10 y c = 3000 en (3.127) e integramos
este problema sobre el intervalo [0, 1] con paso �jo h = 0.1 y tomando
como condiciones iniciales a = 5, 10. La �gura 3.2 muestra el buen
comportamiento cualitativo de las soluciones numéricas que obtene-
mos de este modo. Los tres métodos de orden cinco se comportan de
manera muy parecida para este problema. Nótese que para el rango
de valores que estamos considerando para la condición iniciala tene-
mos que fy ≈ −30000 a lo largo de la integración y por tanto, los dos
métodos Runge-Kutta explícitos representados porRK3 y RK5 dan
lugar a un over�ow cuando son aplicados a este problema con paso
�jo h ≥ 0.0001.

Las soluciones numéricas que se obtienen a partir de nuestros mé-
todos cuando son aplicados con paso �jo h = 0.1 al problema (3.127)
para distintos valores de los parámetros a, b y c, con b c >> 1 (para
retener el carácter rígido del problema), muestran que el comporta-
miento cualitativo no es siempre tan bueno. Por ejemplo, cuandofyy

es grande (esto es, fy es una función que varía con rapidez) las solu-
ciones numéricas tienden al estado estacionario muy lentamente. No
obstante, tomando tamaños de paso más pequeños la situación me-
jora rápidamente. De hecho, el tamaño de paso que hemos de utilizar
en cada caso parece depender mucho más del carácter no lineal de la
función f que del grado de rigidez del problema.
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Figura 3.2: Varias soluciones numéricas para a = 5, 10,
b = 10, c = 3000, con h = 0.1, x ∈ [0, 1].
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Capítulo 4

Métodos de p etapas para sistemas.

Pasamos a continuación a estudiar una ligera modi�cación de nues-
tros métodos GRK que nos permitirá aplicarlos al tipo de sistemas
de EDOs (autónomos y no autónomos) al que hacíamos referencia en
el apartado 1.2 del capítulo introductorio. Tales sistemas, a los que
denominamos sistemas "separados", vienen dados en términos de una
función f del tipo de�nido en (1.4). En muchos casos podemos re-
tener todas las ventajas observadas en el caso escalar autónomo; en
otros, conservaremos una gran parte de dichas ventajas. La familia de
sistemas "separados" es lo su�cientemente amplia como para contener
muchos problemas de interés. A modo de ejemplo, podemos adelantar
que las fórmulas que proponemos serán aplicables a problemas que sur-
gen al discretizar algunas EDPs mediante el Método de líneas (MOL)
con diferencias �nitas.

En este capítulo, tras describir brevemente el tipo de problemas al
que serán aplicables las fórmulas y el modo en que éstas han de ser
modi�cadas para su aplicación a sistemas, pasaremos a dar la expre-
sión general de los métodos GRK dep etapas para sistemas separados.
A continuación veremos un primer ejemplo de fórmula de dos etapas
y orden tres y realizaremos diversos experimentos numéricos. Uno de
los problemas considerados al realizar dichos experimentos numéricos
surge al discretizar la ecuación de Burguer's mediante el Método de
líneas (MOL) con diferencias �nitas, lo que da lugar a un sistema
separado de gran tamaño. Posteriormente estudiaremos las condicio-
nes de orden y las propiedades de estabilidad lineal de los métodos
y obtendremos distintas fórmulas de dos y tres etapas (algunas de
las cuales minimizan la parte principal del error local de truncación).

75
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Finalmente exhibimos algunos experimentos numéricos adicionales.

4.1 Expresión general de los métodos de p

etapas para sistemas.
4.1.1 Forma general del sistema de EDOs.Consideraremos en
lo que sigue sistemas autónomos de EDOs de la forma

y′(1) = f11(y(1)) + f12(y(2)) + . . . + f1m(y(m)) ,

y′(2) = f21(y(1)) + f22(y(2)) + . . . + f2m(y(m)) ,

... ...
y′(m) = fm1(y(1)) + fm2(y(2)) + . . . + fmm(y(m)) , (4.1)

es decir, sistemas de la forma y′ = f(y) para los cuales la función f :
IRm → IRm viene dada por f(y) = F (y)1l, con y = (y(1), y(2), . . . , y(m)),
1l = (1, 1, . . . , 1)T y donde F es la matriz

F (y) =




f11(y(1)) f12(y(2)) · · · f1m(y(m))
f21(y(1)) f22(y(2)) · · · f2m(y(m))

... ... ...
fm1(y(1)) fm2(y(2)) · · · fmm(y(m))




, (4.2)

con componentes fij : IR → IR. Nótese el uso que hacemos de los
paréntesis en los subíndices para denotar las componentes de los vec-
tores y e y′. Luego, en de�nitiva, tenemos el sistema y′ = f(y) de
dimensión m cuyas componentes vienen dadas por

y′(i) = fi(y(1), y(2), . . . , y(m)) =
m∑

j=1

fij(y(j)) , 1 ≤ i ≤ m. (4.3)

En ocasiones llamaremos a este tipo de sistemas "separados". Sis-
temas de este tipo surgen por ejemplo al tratar de resolver algunas
ecuaciones en derivadas parciales de tipo parabólico mediante el mé-
todo de líneas (con diferencias �nitas). Como ya hemos comentado,
más adelante aplicaremos los métodos GRK a varios sistemas separa-
dos que surgen al aplicar el método de líneas a la ecuación de Burgers.
Éstos serán algunos de los principales ejemplos que utilizaremos en
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este capítulo a la hora de ilustrar el comportamiento numérico de las
fórmulas obtenidas.

Nótese asimismo que aunque estamos considerando únicamente sis-
temas autónomos del tipo anteriormente descrito, los sistemas no autó-
nomos de la forma y′(x) = f(y(x)) + g(x) , como es bien conocido, se
pueden reescribir como un sistema autónomo de una dimensión más
con sólo añadir la ecuación x′ = 1. Si f es de la forma descrita ante-
riormente, entonces el sistema autónomo resultante también, y todo lo
que veremos en adelante será perfectamente aplicable. Además, aun-
que el sistema resultante es de dimensiónm + 1, los métodos pueden
ser de hecho implementados sin incrementar dicha dimensión.

4.1.2 Descripción de los métodos de p etapas para sistemas.
Pasamos ahora a describir los métodos GRK que serán aplicables a
sistemas del tipo (4.1). Lo haremos utilizando la reformulación de los
métodos de p etapas vista en el caso escalar (véase (3.1.2)), si bien la
modi�caremos ligeramente para hacerla aplicable a la nueva situación.

Para el problema (4.1) con condición inicial y(x0) = y0 (y0 ∈ IRm)
consideramos la familia de métodos de p etapas de�nida por

yn+1 = yn + hGp+1(S2, S3, . . . , Sp) k1 , (4.4)

donde ahora yn, yn+1 y k1 son vectores de IRm y tanto los Si como
los Gi(S2, S3, . . . , Si−1) son matrices cuadradas, esto es, Si ∈ MIR(m)
y Gi(S2, S3, . . . , Si−1) ∈ MIR(m) (con MIR(m) denotamos el espacio
de matrices cuadradas de dimensión m con coe�cientes reales). Las
etapas ki (con 1 ≤ i ≤ p) vienen dadas en la forma

k1 = f(yn)

k2 = f(yn + hG2 k1)

k3 = f(yn + hG3(S2) k1) (4.5)
...

kp = f(yn + hGp(S2, S3, . . . , Sp−1) k1) ,

en términos de las matrices cuadradas Si (con 2 ≤ i ≤ p) de�nidas
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ahora por



f11(yn(1) + α1)− f11(yn(1))

e1Gi(S2, S3, . . . , Si−1) k1

· · · f1m(yn(m) + αm)− f1m(yn(m))

emGi(S2, S3, . . . , Si−1) k1... ...
fm1(yn(1) + α1)− fm1(yn(1))

e1Gi(S2, S3, . . . , Si−1) k1

· · · fmm(yn(m) + αm)− fmm(yn(m))

emGi(S2, S3, . . . , Si−1) k1




,

(4.6)
donde αj = hejGi(S2, S3, . . . , Si−1) k1 (con 1 ≤ j ≤ m) y con ej

denotamos el vector de IRm que tiene todas sus componentes nulas a
excepción de la que ocupa la componente j-ésima que vale 1. Nótese
que el elemento que ocupa la �la p y columna q (con 1 ≤ p, q ≤ m) en
la matriz Si viene dado por

fpq(yn(q) + heqGi(S2, S3, . . . , Si−1) k1)− fpq(yn(q))

eqGi(S2, S3, . . . , Si−1) k1

. (4.7)

Evidentemente, con Gi k1 representamos el producto matriz por vec-
tor.

Las etapas ki pueden expresarse en términos de la funciónF (véase (4.2))
a través de la relación

ki = F (yn + hGi(S2, S3, . . . , Si−1) k1)1l , 1 ≤ i ≤ p , (4.8)

donde F (yn + hGi(S2, S3, . . . , Si−1) k1) es la matriz cuadrada de di-
mensión m dada por




f11(yn(1)+he1Gi(∗) k1) · · · f1m(yn(m)+hemGi(∗) k1)
... ...

fm1(yn(1)+he1Gi(∗) k1) · · · fmm(yn(m)+hemGi(∗) k1)


 , (4.9)

donde con (∗) denotamos el punto (S2, S3, . . . , Sp−1) y el elemento que
ocupa la �la p y columna q (con 1 ≤ p, q ≤ m) en dicha matriz es

fpq(yn(q) + h eqGi(S2, S3, . . . , Si−1) k1) . (4.10)

De los comentarios anteriores se deduce que las matricesSi son una
generalización de los términos si, si bien ligeramente modi�cados. De
hecho es fácil comprobar que los métodos descritos en capítulos pre-
cedentes para el problema escalar podrían haber sido formulados en
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la forma que acabamos de describir, pero no lo vamos a hacer para no
complicar innecesariamente el estudio y las expresiones de las fórmulas
involucradas en dicho caso escalar.

Observemos en este punto que las matricesSi para este tipo de sis-
temas nos proporcionan aproximaciones ah fy(yn), esto es, a la matriz
Jacobiana asociada a la función f en el punto yn (multiplicada por el
paso h). Para verlo, basta observar que (4.7) puede ser considerado
una aproximación a la derivada parcial de la componentep-ésima de
f respecto de la variable q-ésima en el punto yn. Esto es así para este
tipo de sistemas (véase (4.3)) por veri�carse que

∂fp

∂y(q)

(yn) =
∂fpq

∂y(q)

(yn(q)) ≈ fpq(yn(q) + hδq)− fpq(yn(q))

hδq

, (4.11)

donde en nuestro caso es δq = eqGi(S2, S3, . . . , Si−1) k1.
De la observación anterior podemos concluir que los métodos GRK

que acabamos de describir para este tipo especial de sistemas se pare-
cen a los métodos de tipo Rosenbrock y especialmente a sus variantes
tales como los W-métodos [41], los MROW-métodos [53] y los métodos
de Runge-Kutta generalizados [44] para los cuales no es necesario cal-
cular la matriz Jacobiana de forma exacta a la hora de implementarlos.
En [20] se describen algunos de dichos métodos.

La principal novedad que introducen nuestros métodos respecto de
los citados anteriormente radica en que, para las fórmulas que hemos
introducido, las aproximaciones a la matriz Jacobiana se obtienen sin
nuevas evaluaciones de la funciónf , pues las matrices Si se construyen
a partir de la información contenida en las propias etapas (si bien esto
obliga a trabajar con matrices cuadradas de dimensiónm en algunas
fases de la evaluación).

4.1.3 Un primer ejemplo de método de dos etapas para sis-
temas. Empezaremos viendo un ejemplo de método de dos etapas
antes de comenzar con un estudio sistemático de los mismos. Nótese
que la función G2 que aparece en (4.5) es en realidad una constante
(que denotaremos por c2) que multiplica a la matriz identidad de di-
mensión m, esto es, se tiene que G2 = c2I (donde I es la matriz
identidad de MIR(m)). Como consecuencia de lo anterior, un método
de dos etapas para sistemas del tipo (4.1) vendrá dado en la forma

yn+1 = yn + hG3(S2) k1 , (4.12)
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donde las etapas son

k1 = f(yn) , k2 = f(yn + hc2k1) , (4.13)

y S2 es la matriz



f11(yn(1)+hc2e1k1)−f11(yn(1))

c2e1k1

· · · f1m(yn(m)+hc2emk1)−f1m(yn(m))

c2emk1... ...
fm1(yn(1)+hc2e1k1)−fm1(yn(1))

c2e1k1

· · · fmm(yn(m)+hc2emk1)−fmm(yn(m))

c2emk1




(4.14)
El método queda completamente determinado una vez �jada la cons-
tante c2 y la función G3.

A partir de la teoría de Butcher sabemos que un método Runge-
Kutta de orden q para problemas escalares puede mostrar un orden
menor que q cuando es aplicado a sistemas de EDOs. No obstante,
para q ≤ 3 cualquier método Runge-Kutta de orden q para proble-
mas escalares autónomos muestra el mismo orden cuando se le aplica
a sistemas de EDOs (para más detalles, véase [27] pp. 173-175). Lo
mismo ocurre al considerar nuestros métodos, o sea paraq ≤ 3, cual-
quier método GRK de orden q para el caso escalar autónomo tiene
orden q al aplicarlo a sistemas separados.

Nuestro primer ejemplo consistirá en dar un ejemplo de método
L-estable. Para ello tomaremos la función G3 de tipo racional, si
bien como el argumento S2 de la función es una matriz cuadrada de
dimensión m, los denominadores habrán de interpretarse como in-
versas. Concretamente buscamos que el denominador de la función
G3(s) sea de la forma (1 − a s)α, esto es G3(S2) en (4.12) tome la
forma (I − aS2)

−α N(S2) para un cierto α ∈ IN , una cierta constante
a ∈ IR y una cierta función polinomialN (con I denotamos la matriz
identidad de dimensión m). La razón que nos mueve a tomar G3 así
no es otra que la de posibilitar que sólo sea necesaria una factorización
LU por paso de integración. Tomando los valoresα = 3, c2 = 2/3, a
como la raíz del polinomio 6x3 − 18x2 + 9x− 1 = 0 dada por

a = 1 +

√
6

2
sin

(
1

3
arctan

(√
2

4

))
−
√

2

2
cos

(
1

3
arctan

(√
2

4

))

≈ 0.435866521508459 , (4.15)
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y la función G3 de (4.12) de la forma

G3(S2) = (I − a S2)
−3

(
I +

1− 6a

2
S2 +

1− 9a + 18a2

6
S2

2

)
, (4.16)

se obtiene un método L-estable de dos etapas y orden tres para siste-
mas del tipo considerado, cuya función de estabilidad lineal asociada
es

R(z) =
2 + 2 (1− 3a) z + (1− 6a + 6a2) z2

2 (1− a z)3
, (4.17)

con a dado por (4.15). Para más detalles relativos a la L-estabilidad
que proporciona la anterior funciónR(z), [20], pp. 96�98 es una buena
referencia. En [5] se describe este método con notaciones ligeramente
distintas.

4.1.4 Un primer experimento numérico con sistemas.Esta-
mos en condiciones de realizar un primer experimento numérico para
mostrar el comportamiento del método introducido en el apartado
anterior. Para ello consideramos la ecuación de Burgers dada por

ut +uux = ν uxx o equivalentemente ut +

(
u2

2

)

x

= ν uxx , ν > 0 ,

(4.18)
donde u = u(x, t) y tomamos el rectángulo de�nido por 0 ≤ x ≤ 1
y 0 ≤ t ≤ 1. Las condiciones iniciales y de frontera de Dirichlet que
tomaremos para nuestro ejemplo son

u(x, 0) = (sen(3πx))2 · (1− x)3/2 , u(0, t) = u(1, t) = 0 . (4.19)

Este problema no lineal parabólico está tomado de [20] (pp. 349�
443) y fue diseñado en un principio por Burgers (1948) como modelo
matématico para describir la teoría de turbulencias. Hoy en día sigue
siendo un ejemplo interesante de ecuación no lineal que recuerda en
cierto modo a la ecuación de Navier-Stokes (en Dinámica de Fluidos)
y que posee para valores pequeños de ν "shock waves" y para ν → 0
soluciones discontinuas.

Ahora aplicaremos el conocido método de líneas a la ecuación en
derivadas parciales anterior como sigue. Discretizaremos a lo largo
del eje x tomando una red uniforme y reemplazando las derivadas
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espaciales que aparecen en la ecuación de la derecha de (4.18) por las
correspondientes aproximaciones mediante las fórmulas de diferencias
centradas. Tomando

∆x =
1

N + 1
, ui(t) = u(i∆x, t) i = 0, 1, . . . , N + 1 , (4.20)

se obtiene el siguiente sistema de EDOs asociado a la ecuación de
Burgers

u′i = −u2
i+1 − u2

i−1

4∆x
+ ν

ui+1 − 2ui + ui−1

(∆x)2
, i = 1, 2, . . . , N

ui(0) = (sen(3πi∆x))2 · (1− i∆x)3/2 , i = 1, 2, . . . , N , (4.21)

que pertenece al tipo de sistemas al que es aplicable nuestro método
y donde se tiene que ui = ui(t). De las condiciones frontera se deduce
que ha de veri�carse que u0(t) = uN+1(t) = 0. Tras las oportunas
exclusiones y sustituciones es fácil comprobar que el sistema anterior
tiene asociada una matriz Jacobiana tridiagonal.

Ahora aplicaremos el método del apartado anterior al sistema de
EDOs (4.21) que se obtiene tomando N = 24 y ν = 0.2. Para estos
valores el sistema es de dimensión 24 y tiene estructura de banda. No
es difícil comprobar que el sistema es moderadamente rígido. De hecho
tenemos que los autovalores de la matriz Jacobiana asociada son todos
reales y pertenecen al intervalo [−499,−1] (con autovalor dominante
cercano a −498) para el intervalo de integración considerado.

En primer lugar, integrando con paso �jo h = 0.04 se obtiene la
�gura 4.1, que nos da una idea grá�ca de la solución numérica que
se obtiene. Por otra parte, con paso �jo h = 2−k para los valores
de k = 2, 3, . . . , 10 obtenemos el valor de las soluciones numéricas en
t = 1, esto es, la solución numérica obtenida tras 2k pasos utilizando
el método propuesto. Calculamos asimismo una aproximación a la so-
lución exacta (integrando con paso �joh = 0.0001) en el punto t = 1.
El error E cometido en t = 1 (medido utilizando la norma euclidea en
IR24) para los distintos tamaños de pasoh considerados, se muestra en
la �gura 4.2 en doble escala logarítmica (en base10 para ambos ejes).
En la escala logarítmica utilizada para esta �gura, el error viene repre-
sentado muy aproximadamente por una recta cuya pendiente coincide
con el orden del método. La �gura muestra claramente el orden tres
(en línea con lo anunciado con anterioridad).
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Figura 4.1: Solución numérica: aproximación por el método
de líneas a la ecuación de Burgers tomandoν = 0.2 , N = 24 y
h = 0.04 .

Repetimos nuestro experimento numérico tomando ahoraN = 24
y ν = 0.004 en (4.21). De nuevo el sistema de EDOs obtenido al
aplicar el método de líneas a la ecuación de Burgers es de dimensión
24 y tiene estructura de banda, pero ahora los autovalores de la matriz
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Figura 4.2: Error como función del paso h (doble escala loga-
rítmica) para nuestro método.

Jacobiana (que es tridiagonal) son en su mayoría complejos (con las
partes reales de dichos autovalores comprendidas entre−10 y 0 y las
partes imaginarias comprendidas entre−14 y 14).

En la �gura 4.3 mostramos la solución numérica obtenida al aplicar
nuestro método a dicho problema. La solución posee "shock waves"
que acaban uniéndose. Nótese en este punto que la ecuación de Bur-
gers puede ser considerada como ejemplo de un problema hiperbólico
con un término arti�cial de difusión para valores deν pequeños. Con-
viene observar también que las partes imaginarias de los autovalores
de la matriz Jacobiana introducen oscilaciones en las soluciones nu-
méricas (como se puede observar en la �gura).
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Figura 4.3: Solución numérica: aproximación por el método
de líneas a la ecuación de Burgers tomandoν = 0.004 , N = 24
y h = 0.04 .

Pasamos a continuación a ver algún experimento numérico más
para completar está primera aproximación a nuestros métodos para
sistemas.



86 4. Métodos de p etapas para sistemas

4.1.5 Varios experimentos numéricos de interés.Estudiare-
mos la siguiente familia de problemas tomada de [23], pp. 34 (véase
también [37], pp. 233 y [21]).

y′1 = −(b + an)y1 + byn
2 y1(0) = cn

y′2 = y1 − ay2 − yn
2 y2(0) = c

(4.22)

cuya solución viene dada por

y1(x) = cne−anx , y2(x) = ce−ax . (4.23)

Tomaremos los valores a = 0.1, c = 1, n = 4 y b = 100i (i = 0, 1, 2, 3)
en el intervalo 0 ≤ x ≤ 10. Cuanto mayor es la constante b más rígido
es el sistema (de hecho los autovalores a lo largo de la solución exacta
veri�can que λ1 ≈ −b and λ2 ≈ −a) y cuanto mayor es n mayor es el
carácter no lineal del problema (véase [23] para más detalles).

Con paso �jo h = 2−k para los valores k = 0, 1, 2, . . . , 10 inte-
gramos a lo largo de 10 · 2k pasos y obtenemos las aproximaciones a
la solución exacta y que nos proporciona nuestro método de dos eta-
pas. El tamaño del error global E cometido (en norma L2), para los
diferentes tamaños de paso h y para cada uno de los distintos proble-
mas considerados, se muestra en la �gura 4.4 en doble escala logarít-
mica. Se observa en dicha �gura que el orden de convergencia para
el problema (4.22) es menor que tres (de hecho dos) cuando tomamos
b = 1000000 (viene representada por cruces en la �gura) y b = 10000
(círculos) para el rango de tamaños de paso que estamos considerando.
Cuando tomamos b = 100 (diamantes) el orden se incrementa de dos
a tres cuando reducimos el tamaño del paso considerado. El fenómeno
de la reducción en el orden de convergencia está relacionado con el
concepto de B-convergencia y muchos métodos implícitos muestran
este comportamiento cuando son aplicados a algunas ecuaciones di-
ferenciales rígidas (no lineales). Para el valor b = 1 (cuadrados) el
problema no es rígido y nuestro método muestra orden tres como era
de esperar.

Consideraremos asimismo dos problemas rígidos no autónomos. El
problema A está tomado de [36], pp. 27 y viene dado por

y′ = −106 y + cos x + 106 sin x , y(0) = 1 , (4.24)

con solución
y(x) = sin x + e−106 x . (4.25)
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Figura 4.4: Error como función del tamaño de paso en doble
escala logarítmica para nuestro método (problema autónomo).

Nótese que este problema es un caso particular de la familia de ecua-
ciones escalares propuesta por Prothero y Robinson en [34].

El problema B viene dado por el siguiente sistema no autónomo
y′1 = −2 y1 + y2 + 2 sin x y1(0) = 2
y′2 = 998 y1 − 999 y2 + 999(cos x− sin x) y2(0) = 3

(4.26)

tomado de [27], pp. 213, para el cual la solución exacta viene dada por

y1(x) = 2e−x + sin x , y2(x) = 2e−x + cos x . (4.27)

Ambos problemas son rígidos (los autovalores son λ = −1000000
para el problema A y λ1 = −1, λ2 = −1000 para el problema B).
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Aplicamos el método de dos etapas a estos problemas con paso �jo
h = 2−k para los valores de la constante k = 0, 1, 2, . . . , 11 sobre
10 · 2k pasos. La �gura 4.5 muestra el error globalE (en norma L2)

PROBLEM B

PROBLEM A

-9

-7

-5

-3

-1

E

-4 -3 -2 -1 0
h

Figura 4.5: Error como función del tamaño de paso en doble
escala logarítmica para nuestro método (problemas no autóno-
mos).

frente al tamaño de paso en doble escala logarítmica. Como ocurría en
un ejemplo anterior, podemos observar que el orden de convergencia
que mani�esta nuestra fórmula al ser aplicada al problema A parece
ser dos (para el rango de tamaños de pasoh que hemos considerado).
Tomando un tamaño de paso su�cientemente pequeño el orden cambia
a tres como era de esperar. Para el problema B el orden parece variar
de dos a tres según vamos reduciendo el tamaño del paso, como puede
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observarse en la �gura. Como ya hemos comentado anteriormente,
este fenómeno puede ser explicado en términos del concepto de B-
convergencia.

4.2 Orden de consistencia de los métodos
para sistemas.

4.2.1 Condiciones de orden para los métodos de dos etapas.
Como ya hemos mostrado en los experimentos numéricos anteriores,
es posible obtener métodos de dos etapas para sistemas del tipo (4.1)
con orden de consistencia tres. De hecho, en este caso, las condiciones
de orden tres coinciden con las que se obtienen del caso escalar autó-
nomo. Análogamente a como se vió en el caso escalar, basta deducir
las condiciones de orden para los métodos de tipo polinomial, pues
a partir de éstas se pueden deducir las condiciones de orden para los
demás métodos.

Análogamente a como ocurría en el caso escalar, los métodos de
dos etapas de tipo polinomial (para sistemas) vienen de�nidos por

yn+1 = yn + hG3(S2) k1 , (4.28)

donde las etapas son

k1 = f(yn) , k2 = f(yn + hc2k1) , (4.29)

S2 es la matriz



f11(yn(1)+hc2e1k1)−f11(yn(1))

c2e1k1

· · · f1m(yn(m)+hc2emk1)−f1m(yn(m))

c2emk1... ...
fm1(yn(1)+hc2e1k1)−fm1(yn(1))

c2e1k1

· · · fmm(yn(m)+hc2emk1)−fmm(yn(m))

c2emk1




(4.30)
y donde la función G3 en términos de S2 toma la forma

G3(S2) = c3

(
I +

r3∑

i=1

aiS
i
2

)
, r3 ∈ IN , (4.31)

y donde con I denotamos la matriz identidad de dimensión m. Las
condiciones de orden (para orden tres) coinciden con las recogidas
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en (3.57�3.60) para el caso escalar autónomo y por eso no las repro-
ducimos aquí. Tras resolver las condiciones de orden tres, se deduce
que c2 = 2/3 y que la función G3 asociada a cualquier método de
orden tres de tipo polinomial admite una expresión del tipo

G3(S2) = I +
1

2
S2 +

1

6
S2

2 +
r3∑

i=3

aiS
i
2 , r3 ∈ IN , (4.32)

donde los parámetros libres ai (con i ≥ 3) pueden tomarse arbitraria-
mente.

Las condiciones adicionales para orden cuatro di�eren ahora de
las del caso escalar. De hecho tenemos cuatro condiciones de orden
adicionales (en vez de las tres del caso escalar) que vienen dadas por

c3c
2
2a1 = 1/4 , (4.33)

c3c2a2 = 1/12 , (4.34)
c3c2a2 = 1/4 , (4.35)

c3a3 = 1/24 , (4.36)

dos de las cuales son claramente incompatibles ((4.34) y (4.35)). Es
fácil comprobar que las tres primeras ecuaciones no se satisfacen para
los valores de las constantes que ha de tomar un método de dos etapas
y orden tres, por lo que no es posible obtener métodos de orden cuatro
con sólo dos etapas (como ya habíamos deducido en el caso escalar).
Sin embargo, es posible satisfacer la cuarta ecuación tomando a3 =
1/24 y minimizando de este modo la parte principal del error local de
truncación. Además, para esta elección de la constantea3 (tomando
además a1 = 1/2, a2 = 1/6, c2 = 2/3 y c3 = 1 para que el método sea
de orden tres) las fórmulas resultantes exhiben orden cuatro cuando
las aplicamos a problemas lineales a coe�cientes constantes.

Ahora es fácil deducir las condiciones de orden para los métodos
para sistemas de dos etapas de�nidos en términos de funciones racio-
nales a partir de las obtenidas para las fórmulas de tipo polinomial,
siguiendo un procedimiento parecido al que vimos al tratar el caso
escalar. Un método de dos etapas de tipo racional para sistemas viene
dado (generalizando la situación ya estudiada en el caso escalar) por
las fórmulas (4.12)�(4.14), donde la función G3 en términos de S2



4.2. Orden de los métodos para sistemas 91

admite la siguiente expresión

G3(S2) = c3


I +

d∗3∑

i=1

diS
i
2



−1 

I +
n∗3∑

i=1

niS
i
2


 , n∗3, d

∗
3 ∈ IN ,

(4.37)
Análogamente a como se hizo en el caso escalar, es su�ciente tomar
G2 = c2I con c2 = 2/3 e imponer que la función G3 dada por (4.37)
veri�que la condición

G3(S2) = I +
1

2
S2 +

1

6
S2

2 + O(S3
2) . (4.38)

Bastará pues con considerar los valoresn∗3 = d∗3 = 2 en (4.37) a la hora
de obtener las condiciones de orden tres para el método de tipo racional
a partir de las correspondientes al caso polinomial. Se obtienen de este
modo sin di�cultad las cuatro condiciones recogidas en (3.97)�(3.100).

Si además se desea minimizar la parte principal del error local
de truncación, bastará tomar n∗3 = d∗3 = 3 en (4.37) y desarrollar el
segundo miembro en (4.38) un orden más, obteniendo así la condición
adicional recogida en (3.101).

A partir de las consideraciones anteriores se deduce que la expre-
sión general de un método de dos etapas y orden tres de tipo racional
para sistemas (del tipo considerado en este capítulo) es

yn+1 = yn + hG3(S2) k1 , (4.39)

donde las etapas son

k1 = f(yn) , k2 = f
(
yn +

2

3
hk1

)
, (4.40)

la matriz S2 es



f11

(
yn(1)+

2
3
he1k1

)
−f11(yn(1))

2
3
e1k1

· · ·
f1m

(
yn(m)+

2
3
hemk1

)
−f1m(yn(m))

2
3
emk1

... ...
fm1

(
yn(1)+

2
3
he1k1

)
−fm1(yn(1))

2
3
e1k1

· · ·
fmm

(
yn(m)+

2
3
hemk1

)
−fmm(yn(m))

2
3
emk1




(4.41)
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y la función G3 es

G3(S2) =


I + d1S2 + d2S

2
2 +

d∗3∑

i=3

diS
i
2



−1

·

I +

1 + 2d1

2
S2 +

1 + 3d1 + 6d2

6
S2

2 +
n∗3∑

i=3

niS
i
2


 . (4.42)

La expresión general de un método de dos etapas y orden tres de
tipo racional para sistemas, con minimización de la parte principal del
error local de truncación, vendrá dada por las fórmulas (4.39�4.41),
donde ahora la función G3 toma la forma

G3(S2) =


I + d1S2 + d2S

2
2 + d3S

3
2 +

d∗3∑

i=4

diS
i
2



−1

·
(
I +

1 + 2d1

2
S2 +

1 + 3d1 + 6d2

6
S2

2

+
1 + 4d1 + 12d2 + 24d3

24
S3

2 +
n∗3∑

i=4

niS
i
2


 . (4.43)

4.2.2 Condiciones de orden para los métodos de tres etapas.
Ahora la situación cambia respecto del caso de dos etapas. Por una
parte la de�nición de la matrizS3 que introduciremos, muestra alguna
diferencia con respecto al caso escalar como ya hemos adelantado en
el apartado 4.1.2. Por otra parte, al intervenir dos matricesS2 y S3,
la posible no conmutatividad de los productos de ambas habrá de ser
tenida en cuenta e introducirá mayores diferencias con respecto al caso
escalar estudiado en capítulos precedentes que las que se daban en el
caso de dos etapas.

Empecemos considerando la expresión general de los métodos GRK
de tres etapas (para sistemas del tipo descrito en (4.1.1)) que se deduce
de (4.1.2) particularizando para p = 3. Se tiene

yn+1 = yn + hG4(S2, S3) k1 , (4.44)

donde yn, yn+1 y k1 son vectores de IRm y los Si son matrices cuadradas
de dimensión m.
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Las etapas ki (con 1 ≤ i ≤ 3) vienen dadas en la forma

k1 = f(yn)

k2 = f(yn + hG2 k1)

k3 = f(yn + hG3(S2) k1) , (4.45)

(con G2 = c2I) en términos de las matrices cuadradas S2 de�nida
como en (4.14) y S3 dada por



f11(yn(1) + α1)− f11(yn(1))

e1G3(S2) k1

· · · f1m(yn(m) + αm)− f1m(yn(m))

emG3(S2) k1... ...
fm1(yn(1) + α1)− fm1(yn(1))

e1G3(S2) k1

· · · fmm(yn(m) + αm)− fmm(yn(m))

emG3(S2) k1




,

(4.46)
donde αj = hejG3(S2) k1 (con 1 ≤ j ≤ m) y con ej denotamos el
vector de IRm que tiene todas sus componentes nulas a excepción de
la que ocupa la componente j-ésima que vale 1. Nótese que el elemento
que ocupa la �la p y columna q (con 1 ≤ p, q ≤ m) en la matriz S3

viene dado por
fpq(yn(q) + heqG3(S2) k1)− fpq(yn(q))

eqG3(S2) k1

. (4.47)

Evidentemente, Gi k1 denota el producto de la matriz Gi por el vec-
tor k1.

En primer lugar nos centraremos en obtener las condiciones de
orden para para los métodos de tres etapas de tipo polinomial, esto
es, aquellos para los cuales se tiene que las funcionesG2, G3 y G4 que
los caracterizan son polinomiales. Más concretamente,G2 = c2I (con
c2 constante), y las otras dos funciones pueden expresarse como

G3(S2) = c3

(
I +

r3∑

i=1

a3, 2 2 ··· 2 S i
2

)
, r3 ∈ IN ,

G4(S2, S3) = c4


I +

r∗4∑

i=1

a∗4, σ1 σ2 ···σi
Sσ1Sσ2 · · ·Sσi


 , r∗4 ∈ IN , (4.48)

donde los coe�cientes a3, 2 2 ··· 2 que aparecen en el primer sumatorio
de (4.48) sustituyen a los coe�cientes ai que utilizábamos en el caso
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escalar y en los métodos de dos etapas para sistemas separados. Cada
uno de los subíndices σk que aparece en el segundo sumatorio de (4.48)
pueden tomar los valores 2 o 3. Nos hemos visto obligados a introducir
estos subíndices σk , por la posible no conmutatividad de los productos
de las matrices S2 y S3 , que obliga a distinguir los coe�cientes de los
productos de dichas matrices cuando, pese a estar formados por los
mismos factores, éstos aparecen multiplicados en diferente orden.

Como ya comentamos en el caso escalar, sólo algunos de los pa-
rámetros libres de los que disponemos aparecerán en las condiciones
de orden (pues las matrices S2 y S3 son O(h)), pero aún así las con-
diciones de orden resultantes son relativamente complicadas. Por ello
de�niremos una nueva matriz S̃3 que sustituirá a la matriz S3 y sim-
pli�cará el estudio que sigue. Tomaremos S̃3 = S3 − S2 con lo cual
se veri�cará que S̃3 = O(h2) y de este modo el número de parámetros
involucrados en las condiciones de orden será inferior, simpli�cando
éstas. Con la introducción de S̃3 los métodos de tres etapas de tipo
polinomial pueden describirse ahora así

yn+1 = yn + hG̃4(S2, S̃3) k1 , (4.49)

donde S̃3 = S3−S2, con S2 y S3 de�nidos como hemos visto anterior-
mente en términos de las etapas dadas por (4.45) y donde ahora

G̃4(S2, S̃3) = c4

(
I +

r4∑

i=1

a4, σ1 σ2 ···σi
Sσ1Sσ2 · · ·Sσi

)
, r4 ∈ IN ,

(4.50)
(las funcionesG2 y G3 vienen dadas como hemos visto anteriormente).
Los subíndices σk , que aparecen en el sumatorio de (4.50), pueden to-
mar los valores 2 o 3 y pondremos Sσk

= S2 cuando σk = 2 y Sσk
= S̃3

cuando sea σk = 3. Obsérvese que en el sumatorio de (4.50), al ser
S2 = O(h) y S̃3 = O(h2) , bastará considerar únicamente aquellos
sumandos para los cuales se veri�que que n2 + 2 n3 ≤ r4, donde con
n2 denotamos el número de subíndices σk (del coe�ciente a4, σ1 σ2 ···σi

)
que toman el valor 2, y con n3 el número de subíndices σk que toman
el valor 3. De este modo, sólo aparecerán en el sumatorio aquellos
términos (y sus coe�cientes asociados) que intervienen en las condi-
ciones de orden menor o igual que r4 + 1 y prescindimos de aquellos
otros términos super�uos que intervienen únicamente en condiciones
de orden superiores a r4 + 1.
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Veremos que ahora no es posible obtener métodos de orden cinco
con sólo tres etapas, a diferencia de lo que ocurría en el caso escalar.
Sin embargo, es posible obtener orden cuatro y retener el resto de
propiedades de estabilidad lineal observadas en el caso escalar. Más
aún, como veremos, es posible satisfacer casi todas las condiciones de
orden cinco con lo que las fórmulas así obtenidas muestran orden cinco
cuando son aplicadas a algunos problemas concretos.

Para orden cinco es su�ciente tomar r3 = 2 en (4.48) y r4 = 4
en (4.50), por lo que las condiciones de orden cinco quedan expresadas
y completamente determinadas en función de los parámetros ci (2 ≤
i ≤ 4), a3,2, a3,22 y a4, σ1 σ2 ···σi

(con n2 + 2 n3 ≤ 4).
Las condiciones de orden que ha de satisfacer una fórmula de tres

etapas de tipo polinomial para tener orden cinco, vienen dadas por
c4 = 1, (4.51)

c4a4,2 = 1/2, (4.52)
c4 (c2(a4,2 − a4,3) + c3a4,3) = 1/3, (4.53)

c4a4,22 = 1/6, (4.54)
c4

(
c2
2(a4,2 − a4,3) + c2

3a4,3

)
= 1/4, (4.55)

c4 (c2(a4,22 − a4,23) + c3a4,23) = 1/12, (4.56)
c4 (c2(a4,22 − a4,32) + c3(a4,32 + a3,2a4,3)) = 1/4, (4.57)

c4a4,222 = 1/24, (4.58)
c4

(
c3
2(a4,2 − a4,3) + c3

3a4,3

)
= 1/5, (4.59)

c4

(
c2
2(a4,22 − a4,32) + c2

3(a4,32 + 2a3,2a4,3)
)

= 3/10, (4.60)
c4

(
c2
2(a4,22 − a4,23) + c2

3a4,23

)
= 1/20, (4.61)

c4

(
c2
2(a4,22 − a4,23 − a4,32 + a4,33)

+c2c3(a4,23 + a4,32 − 2a4,33 + a3,2a4,3) + c2
3a4,33

)
= 2/15, (4.62)

c4 (c2(a4,222 − a4,322) + c3(a4,322 + a3,22a4,3)) = 1/15, (4.63)
c4c3a3,2a4,32 = 1/20, (4.64)

c4 (c2(a4,222 − a4,232 + c3(a4,232 + a3,2a4,23)) = 1/20, (4.65)
c4 (c2(a4,222 − a4,223 + c3a4,223) = 1/60, (4.66)

c4a4,2222 = 1/120.(4.67)
Es fácil comprobar que no es posible satisfacer todas las condiciones
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anteriores simultáneamente, si bien, como ya habíamos adelantado, es
posible satisfacer la mayoría de ellas. Por tanto, no es posible obtener
ninguna fórmula de tres etapas y orden cinco para sistemas separados.
Sin embargo, se obtiene una familia in�nita de métodos de tres etapas
y orden cuatro resolviendo las condiciones de orden (4.51�4.58). Para
ello bastará seguir los pasos siguientes:

Paso 1. De (4.51) deducimos que ha de ser c4 = 1 (que es la
condición de consistencia). Tras sustituir este valor en el resto de
ecuaciones, se obtienen directamente los coe�cientesa4,2 , a4,22 y a4,222

de las ecuaciones (4.52), (4.54) y (4.58).
Paso 2. Sustituyendo los valores obtenidos en las restantes ecua-

ciones y resolviendo el sistema no lineal dado por las ecuaciones (4.53)
y (4.55) obtenemos los valores de c2 y a4,3 (en función del parámetro
c3).

Paso 3. Finalmente, se obtienen los coe�cientesa4,23 y a3,2 a partir
de las ecuaciones (4.56) y (4.57) (en términos de los parámetrosc3 y
a4,32).

Las soluciones obtenidas de este modo vienen dadas por

c2 =
3− 4c3

2 (2− 3c3)
, c4 = 1 , a4,2 =

1

2
, a4,22 =

1

6
, a4,222 =

1

24
,

a3,2 =
(9−39c3+58c2

3−30c3
3)+(54−288c3+600c2

3−576c3
3+216c4

3)a4,32

2c3 (2− 3c3)
,

a4,3 =
1

6 (3− 8c3 + 6c2
3)

, a4,23 =
1− c3

6 (3− 8c3 + 6c2
3)

. (4.68)

El resto de parámetros se pueden tomar de manera arbitraria.
Las condiciones adicionales para orden cinco, que vienen dadas

por las ecuaciones (4.59�4.67), pueden ser satisfechas en su mayoría.
Concretamente, es posible satisfacer todas las condiciones a excep-
ción de una (las ecuaciones (4.60) y (4.64) no pueden ser satisfechas
simultáneamente). Para ello basta proceder como sigue:

Paso 1. Sustituimos los valores (4.68), obtenidos tras resolver las
condiciones de orden cuatro, en las nueve condiciones adicionales para
orden cinco. Tras esta sustitución, las condiciones (4.59) y (4.61)
dan lugar a la misma ecuación. Obtenemos de este modo un sistema
no lineal de ocho ecuaciones con ocho incógnitas (los parámetros que
restan por determinar) que no tiene solución.
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Paso 2. Se obtienen directamente dos valores para el coe�cientec3

que satisfacen la ecuación (4.59) (que coincide con (4.61)), y un valor
para a4,2222 a partir de la ecuación (4.67).

Paso 3. Tras las oportunas sustituciones de los valores calculados
en el paso anterior, es posible ahora obtener directamente (sin más
que despejar) los coe�cientes a4,33 y a4,223 de las ecuaciones (4.62)
y (4.66) respectivamente. También se observa que las ecuaciones (4.60)
y (4.64) no pueden satisfacerse simultáneamente por depender ambas
únicamente del parámetroa4,32 y ser incompatibles. Nosotros optamos
por satisfacer la primera de estas dos ecuaciones (también se podría
optar por satisfacer la segunda obteniéndose entonces un par de valores
distintos para el coe�ciente a4,32).

Paso 4. Finalmente, tras las oportunas sustituciones de valores ya
calculados, se obtienen los restantes coe�cientes a3,22 y a4,232 de las
ecuaciones (4.63) y (4.65) (a3,22 viene dado en términos del parámetro
libre a4,322).

Los valores de los coe�cientes que se obtienen siguiendo el proce-
dimiento anterior son

c2 =
6∓√6

10
, c3 =

6±√6

10
, c4 = 1 , a3,2 =

−3± 2
√

6

5
,

a3,22 =
(17 + 144 a4,322)∓ (3 + 96 a4,322)

√
6

50
, a4,2 =

1

2
,

a4,3 =
9±√6

36
, a4,22 =

1

6
, a4,23 =

6∓√6

72
, a4,32 =

−1±√6

8
,

a4,33 =
1± 4

√
6

72
, a4,222 =

1

24
, a4,232 =

−3± 2
√

6

48
,

a4,223 =
3∓√6

144
, a4,2222 =

1

120
. (4.69)

El parámetro a4,322 y el resto de parámetros (que no aparecen en las
condiciones de orden cinco) pueden tomar valores arbitrarios.

Si en el paso 3 hubiésemos optado por satisfacer la ecuación (4.64)
(en vez de la ecuación (4.60)) la solución descrita en (4.69) se vería
modi�cada únicamente en lo que respecta a los coe�cientesa3,2 , a4,32

y a4,232 , que pasarían a venir dados por

a3,2 =
±√6

5
, a4,32 =

−1±√6

12
, a4,232 =

−1±√6

48
, (4.70)
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o bien por

a3,2 =
6∓ 2

√
6

5
, a4,32 =

4±√6

24
, a4,232 =

5∓√6

48
, (4.71)

pues en este caso se obtienen dos valores para el coe�cientea4,32 (para
cada una de las soluciones ya obtenidas).

Seguidamente estudiaremos el caso racional. Un método de tres
etapas para sistemas, de�nido en términos de funciones racionales,
viene dado, con las modi�caciones vistas en el caso polinomial, por
una expresión como la considerada en (4.49), esto es

yn+1 = yn + hG̃4(S2, S̃3) k1 . (4.72)

Sin embargo, aunque las etapas k1, k2 y k3 vienen dadas formalmente
como en el caso polinomial (véase (4.45)) y las matricesS2 y S̃3 tam-
bién (véanse (4.14) y (4.46)), ahora las funcionesG3 y G̃4 toman la
forma

G3(S2) = c3


I +

d∗3∑

i=1

d3, 2 2 ··· 2 S i
2



−1 

I +
n∗3∑

i=1

n3, 2 2 ··· 2 S i
2


 ,

G̃4(S2, S̃3) = c4


I +

d∗4∑

i=1

d4, σ1 σ2 ···σi
Sσ1Sσ2 · · ·Sσi



−1

·

I +

n∗4∑

i=1

n4, σ1 σ2 ···σi
Sσ1Sσ2 · · ·Sσi


 . (4.73)

La función G2 viene dada por G2 = c2I (con c2 constante) como viene
siendo habitual.

Recordemos que los subíndicesσk de (4.73) pueden tomar los valo-
res 2 o 3 y pondremos Sσk

= S2 cuando σk = 2 y Sσk
= S̃3 cuando sea

σk = 3. Además, en los sumatorios de (4.73) que de�nen la función
G̃4, consideraremos únicamente aquellos sumandos para los cuales se
veri�que que n2 + 2 n3 sea menor o igual que d∗4 (en el primer suma-
torio) o n∗4 (en el segundo), donde con n2 denotamos el número de
subíndices σk del coe�ciente correspondiente que toman el valor 2, y
con n3 el número de subíndices σk que toman el valor 3.

Pasamos a ver a continuación las condiciones de orden correspon-
dientes a los métodos de tres etapas de tipo racional. Como viene
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siendo habitual, deduciremos dichas condiciones a partir de las ya ob-
tenidas para el caso polinomial. Procederemos análogamente a como
hicimos en el caso escalar y para los métodos de dos etapas, si bien
ahora hay que tener en cuenta la posible no conmutatividad de los
productos a la que ya nos hemos referido con anterioridad.

Empecemos considerando las condiciones de orden cuatro que, para
los métodos de tipo polinomial, venían dadas por el sistema de ecua-
ciones (4.51�4.58), cuya solución recogíamos en (4.68). Una vez deter-
minados los coe�cientes correspondientes a los métodos de tres etapas
y orden cuatro de tipo polinomial, bastará imponer que las funciones
G2, G3 y G̃4 asociadas a las fórmulas de tipo racional coincidan con las
de tipo polinomial hasta el orden adecuado. Para ello bastará tomar
n∗3 = d∗3 = 1 y n∗4 = d∗4 = 3 en (4.73).

Igualando se obtiene queG2 viene dado como en el caso polinomial,
esto es, G2 = c2I con la constante c2 dada en términos del parámetro
libre c3 como veíamos en (4.68). Al comparar las funcionesG3 y G̃4

de�nidas por (4.73) con las correspondientes al caso polinomial, se
obtiene que el parámetro c3 se puede tomar arbitrariamente y que
ha de ser c4 = 1. Los restantes coe�cientes que de�nen la función
G3 vienen dados en términos de los calculados en el caso polinomial
(véase (4.68)) a través de las relaciones

n3,2 = d3,2 + a3,2 , (4.74)
n4,2 = d4,2 + a4,2 , (4.75)
n4,3 = d4,3 + a4,3 , (4.76)

n4,22 = d4,22 + a4,2 d4,2 + a4,22 , (4.77)
n4,23 = d4,23 + a4,3 d4,2 + a4,23 , (4.78)
n4,32 = d4,32 + a4,2 d4,3 + a4,32 , (4.79)

n4,222 = d4,222 + a4,2 d4,22 + a4,22 d4,2 + a4,222 . (4.80)

Nótese que hay que sustituir los coe�cientes (4.68) en dichas fórmulas
(no lo hacemos para no complicar las relaciones innecesariamente).

Si además tratamos de minimizar en lo posible el error local de
truncación de modo que se satisfagan casi todas las condiciones de
orden cinco (todas menos una como ya vimos en el caso polinomial),
bastará tomar n∗3 = d∗3 = 2 y n∗4 = d∗4 = 4 en (4.73). Se obtiene así
que los coe�cientes ci (con 2 ≤ i ≤ 4) vienen dados como en (4.69) y
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se han de veri�car las relaciones
n3,2 = d3,2 + a3,2 , (4.81)

n3,22 = d3,22 + a3,2 d3,2 + a3,22 , (4.82)
n4,2 = d4,2 + a4,2 , (4.83)
n4,3 = d4,3 + a4,3 , (4.84)

n4,22 = d4,22 + a4,2 d4,2 + a4,22 , (4.85)
n4,23 = d4,23 + a4,3 d4,2 + a4,23 , (4.86)
n4,32 = d4,32 + a4,2 d4,3 + a4,32 , (4.87)
n4,33 = d4,33 + a4,3 d4,3 + a4,33 , (4.88)

n4,222 = d4,222 + a4,2 d4,22 + a4,22 d4,2 + a4,222 , (4.89)
n4,223 = d4,223 + a4,3 d4,22 + a4,23 d4,2 + a4,223 , (4.90)
n4,232 = d4,232 + a4,2 d4,23 + a4,32 d4,2 + a4,232 , (4.91)
n4,322 = d4,322 + a4,2 d4,32 + a4,22 d4,3 + a4,322 , (4.92)

n4,2222 = d4,2222 + a4,2 d4,222 + a4,22 d4,22 + a4,222 d4,2 + a4,2222 . (4.93)
Recordemos que en las relaciones anteriores hay que sustituir los coe-
�cientes (4.69) (modi�cados y completados si se desea con (4.70)
y (4.71)).

4.3 Propiedades de estabilidad lineal de los
métodos para sistemas.

4.3.1 Función de estabilidad lineal de los métodos para sis-
temas. El estudio de las propiedades de estabilidad lineal se complica
ahora respecto al que hicimos en el caso escalar autónomo. Esto es
así porque ahora (al estudiar los métodos para sistemas separados)
hemos de considerar en vez de la ecuación test y′ = λ y con λ ∈ C, el
sistema test y′ = Ay donde A es una matriz cuadrada de dimensión
m con m autovalores distintos λi ∈ C (1 ≤ i ≤ m) cuyas partes reales
son negativas. Las condiciones anteriores permiten asegurar que las
soluciones (exactas) del sistema considerado tienden a cero cuandox
tiende a in�nito y que existe una matriz no singularQ tal que se ve-
ri�ca Q−1AQ = Λ = diag[λ1, λ2, . . . , λm]. La transformación y = Qz
nos permitirá simpli�car el estudio de la estabilidad lineal de los méto-
dos. De hecho dicho estudio se reduce a considerar la ecuación escalar
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test que hemos mencionado anteriormente, pues tanto el sistema test
como las fórmulas en diferencias que de�nen los métodos quedan de-
sacopladas tras aplicar la transformación. Para ver que esto es así,
basta aplicar un método cualquiera de p etapas para sistemas (de�-
nido por (4.4�4.6)) al sistema testy′ = Ay (veri�cando las condiciones
que hemos mencionado) tras lo cual se obtiene

yn+1 = yn + hGp+1(S2, S3, . . . , Sp) k1 , (4.94)

donde ahora las etapas ki vienen dadas recursivamente por

k1 = Ayn

k2 = A (I + hG2 A) yn

k3 = A (I + hG3(hA) A) yn (4.95)
...

kp = A (I + hGp(hA, hA, . . . , hA) A) yn ,

pues, aplicadas a este sistema, las matrices cuadradasSi veri�can que
Si = hA (para i = 2, 3, . . . , p).

De�nimos ahora yn = Qwn y ki = Qαi (para i = 1, 2, . . . , p),
esto es, realizamos la transformación para desacoplar el sistema. Tras
multiplicar por Q−1 por la izquierda las relaciones (4.94) y (4.95), y
realizar la transformación (recordando queQ−1AQ = Λ) obtenemos

wn+1 = wn + hGp+1(hΛ, hΛ, . . . , hΛ)) α1 , (4.96)

con las etapas dadas recursivamente por

α1 = Λ wn

α2 = Λ (I + hG2 Λ) wn

α3 = Λ (I + hG3(hΛ) Λ) wn (4.97)
...

αp = Λ (I + hGp(hΛ, hΛ, . . . , hΛ) Λ) wn ,

como se deduce sin di�cultad observando que se veri�ca la relación
Q−1Gi(hA, hA, . . . , hA) AQ = Gi(hΛ, hΛ, . . . , hΛ) Λ.

Hemos visto de este modo que los sistemas en diferencias que de-
�nen nuestros métodos (cuando son aplicados al sistema test) que-
dan desacoplados y es evidente que tras realizar la transformación
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y = Q w, el sistema test también queda desacoplado (pasa a tener la
forma w′ = Λ w). Por esta razón, en lo que sigue bastará considerar
la ecuación escalar test dada por y′ = λy con λ ∈ C y <(λ) < 0, a la
hora de realizar el estudio de las propiedades de estabilidad lineal de
los métodos aplicables a sistemas separados.

Al aplicar un método de p etapas para sistemas de�nido por (4.4�
4.6) a la función escalar test obtenemos

yn+1 = R(z) yn , (4.98)

donde R(z) es la función de estabilidad lineal asociada conz = hλ. A
partir de (4.4�4.6) se obtienen recursivamente

k1 = λ yn

S2 = z

S3 = z (4.99)
...

Sp = z ,

y por tanto, la función de estabilidad lineal toma la forma

R(z) = 1 + z Gp+1(z, z, . . . , z) . (4.100)

Obsérvese que con la modi�cación en la de�nición de los términos
(matriciales) Si (mediante la inclusión de las funciones Gi) a la que
nos hemos visto obligados en el caso de sistemas separados, la función
de estabilidad lineal viene dada de forma más sencilla.

Conviene comentar en este punto que, con la modi�cación intro-
ducida cuando hemos estudiado los métodos de tres etapas para sis-
temas mediante la introducción del término matricial S̃3 = S3 − S2

en el apartado 4.2.2, se veri�cará trivialmente a partir de (4.99) que
S̃3 = 0 (cuando aplicamos el método a la ecuación escalar test). Por
tanto, la función de estabilidad lineal vendrá dada en este caso por
R(z) = 1 + z G̃4(z, 0), como es fácil deducir de (4.49).

4.3.2 Un primer ejemplo de método L-estable de tres eta-
pas y orden cuatro. En el apartado 4.1.3 vimos un primer ejemplo
de método L-estable de dos etapas y orden tres para sistemas sepa-
rados, así como varios experimentos numéricos en los dos apartados
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siguientes que nos sirvieron para ilustrar el buen comportamiento de
dicha fórmula al ser aplicada a diversos problemas rígidos.

En (4.2.2) hemos obtenido la expresión general de los métodos de
tres etapas y orden cuatro para sistemas separados. Evidentemente la
mayor parte de dichos métodos no serán de interés práctico, pues el
coste computacional que requieren para su implementación puede ser
demasiado alto, hasta el punto de anular la principal ventaja de los
mismos (disponer de aproximaciones a la matriz Jacobiana sin eva-
luaciones adicionales). Para reducir dicho coste computacional, como
ya hemos comentado con anterioridad, nos centraremos en aquellas
fórmulas que requieran de una única factorización LU por cada paso
de integración. Además, buscaremos fórmulas con buenas propiedades
de estabilidad lineal (tales como la A-estabilidad y la L-estabilidad)
para que sean aplicables a problemas rígidos.

A continuación pasamos a ver un primer ejemplo de método L-
estable de tres etapas y orden cuatro para sistemas del tipo conside-
rado. Análogamente a como ocurre al estudiar fórmulas diagonalmente
implícitas de tipo Runge-Kutta (SDIRK), hemos de elegir una función
de estabilidad lineal de tipo racional con un único polo real (de este
modo bastará realizar una única factorización LU por cada paso de in-
tegración). Se puede comprobar que para que el método sea de orden
cuatro y L-estable, es necesario que la función de estabilidad lineal
tenga el único polo (real) de multiplicidad al menos cuatro. Además,
existe un único valor (del polo) que permite obtener las propiedades
anteriores con multiplicidad exactamente cuatro, y viene dado por la
raíz del polinomio

24 x4 − 96 x3 + 72 x2 − 16 x + 1 , (4.101)
que toma aproximadamente el valor a ≈ 0.57281606 (véase [20], pp.
96�98 para más detalles). La correspondiente función de estabilidad
lineal es una función racionalR(z) cuyo numerador es de grado tres y
cuyo denominador es de grado cuatro, y que viene dada en términos
del valor a al que hemos hecho referencia anteriormente por

R(z) =
6+6(1−4a)z+3(1−8a+12a2)z2+(1−12a+36a2−24a3)z3

6 (1− a z)4
.

(4.102)
Una forma sencilla de obtener un método veri�cando todo lo anterior,
es proceder como sigue:
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Paso 1. Damos a los parámetros libres a4,32 y c3 en (4.68) los
valores

a4,32 = 0 , c3 =
6 +

√
6

10
. (4.103)

Nótese que el valor que tomamos parac3 es el que nos permitía obtener
orden cinco con tres etapas en el caso escalar.

Paso 2. Sustituimos estos valores en (4.68), y a su vez la solución
así obtenida (que nos proporcionaba orden cuatro para los métodos de
tres etapas de tipo polinomial) en las relaciones (4.74�4.80). Obtene-
mos así una familia de métodos de tres etapas de tipo racional y orden
cuatro. Nótese que una fórmula de dicha familia queda completamente
determinada a partir de los valores de los coe�cientesd∗.

Paso 3. Finalmente, de entre las muchas opciones que tenemos a la
hora de obtener un método cuya función de estabilidad lineal asociada
sea la que deseamos, optamos por anular los siguientes coe�cientes

d4,3 = d4,23 = d4,32 = 0 , (4.104)

y por tomar
d3,2 = −a , (4.105)

obteniendo de este modo en términos del valor a que mencionamos
anteriormente la solución

c2 =
6−√6

10
, c3 =

6 +
√

6

10
, c4 = 1 , d3,2 = −a ,

d4,2 = −4 a , d4,3 = 0 , d4,22 = 6 a2 , d4,23 = 0 , d4,32 = 0 ,

d4,222 = −4 a3 , d4,2222 = a4 , n3,2 =
(6− 5 a)−√6

5
,

n4,2 =
1− 8 a

2
, n4,3 =

9 +
√

6

36
, n4,22 =

36 a2 − 12 a + 1

6
,

n4,23 =
6 (1− 12 a)− (1 + 8 a)

√
6

72
, n4,32 = 0 ,

n4,222 =
−96 a3 + 72 a2 − 16 a + 1

24
. (4.106)

El resto de parámetros los consideramos nulos.
Nótese que en la fórmula anterior se ha introducido el coe�ciente

d4,2222 pese a que, como ya sabemos, no interviene en las condiciones
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de orden cuatro. La razón que nos mueve a introducir dicho coe�ciente
(y el término S4

2 que lo acompaña) no es otra que la de lograr que el
método tenga asociada la función de estabilidad lineal (4.102) (cuyo
denominador es de grado 4) y sea por tanto L-estable.

Pasamos a resumir las razones que nos han movido a anular los
coe�cientes en (4.104). Hemos anulado en (4.104) los coe�cientesd∗
correspondientes a aquellos términos que aparecerían multiplicados
por algún factor S̃3 (esto es, los que tienen algún tres en el subíndice),
de modo que a la hora de hacer la factorización LU sólo intervenga la
matriz S2.

Por otra parte, hemos tomado el parámetro d3,2 = −a en (4.105)
para que de este modo no sean necesarias factorizaciones LU adicio-
nales a la hora de calcular las etapas (concretamente la etapa k3).
Podría parecer mejor reducir el coste computacional asociado al mé-
todo, anulando el coe�ciente d3,2 en (4.105), pero diversos experimen-
tos numéricos muestran que esta elección del parámetro conduce en
ocasiones a errores muy grandes al integrar algunos problemas rígidos
con tamaños del paso h moderados.

Conviene comentar en este punto que la fórmula L-estable de tres
etapas y orden cuatro que acabamos de construir (y otras que po-
dríamos haber construido análogamente) mejora, en lo que respecta
al número de evaluaciones de la función f que se requieren en cada
paso de la integración, los resultados que se obtienen con las fórmulas
diagonalmente implícitas de tipo Runge-Kutta (SDIRK). En [20], pp.
98, se muestra que son necesarias al menos cuatro etapas si se desea
obtener una fórmula SDIRK de orden cuatro y L-estable.

A continuación ilustraremos mediante varios experimentos numé-
ricos el comportamiento de la fórmula que acabamos de describir.

4.3.3 Varios experimentos numéricos con problemas rígidos.
Repetimos a continuación los experimentos numéricos que realizamos
en su momento en los apartados 4.1.4 y 4.1.5, pero utilizando ahora
el método L-estable de tres etapas y orden cuatro que acabamos de
describir.

Al aplicar nuestro método al sistema de EDOs asociado a la ecua-
ción de Burgers (obtenido por el método de líneas) que describimos
en (4.21), tomando los valores N = 24 y ν = 0.2 e integrando con
paso �jo h = 0.04 , se obtiene una representación grá�ca de la solu-
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ción numérica que no mostramos por ser indistinguible de la recogida
en la �gura 4.1 del apartado 4.1.4.

En la �gura 4.6 se muestra en doble escala logarítmica el errorE

-10

-8

-6

-4

-2

0

E

-3 -2 -1 0
h

Figura 4.6: Error como función del paso h (doble escala loga-
rítmica) para nuestro método.

(utilizando la norma euclidea en IR24) en el punto t = 1 que se produce
al integrar con paso �jo h = 2−k para los valores k = 2, 3, . . . , 10 el
problema anterior. Al comparar dicha grá�ca con la �gura 4.2 que
obteníamos en el apartado 4.1.4 se observa que para tamaños del paso
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h grandes se comporta algo mejor el método de orden tres, pero al ir
reduciendo el tamaño del paso h acaba siendo más preciso el de orden
cuatro como cabía esperar.

Tomando los valoresN = 24 y ν = 0.004 en (4.21) e integrando con
paso �jo h = 0.04 se obtiene una representación grá�ca de la solución
numérica que tampoco reproducimos aquí por ser indistinguible de la
mostrada en la �gura 4.3 (obtenida con el método de orden tres).

En la grá�ca 4.7 representamos en doble escala logarítmica el error
E en la norma L2 que se comete al integrar a lo largo de 10 · 2k pa-
sos el problema (4.22), utilizando los tamaños de pasoh = 2−k (con
k = 0, 1, . . . , 10). Los valores de los parámetros en dicho problema se
han tomado como en el apartado 4.1.5 para facilitar la comparación de
los resultados obtenidos con este método de tres etapas con aquellos
que obtuvimos para la fórmula de dos etapas (véase la �gura 4.4). Se
observa (comparando dichas �guras) que para los valoresb = 1000000
(cruces en la �gura) y b = 10000 (círculos) se obtienen resultados
muy parecidos con ambos métodos. En ambos casos, para el rango
de tamaños de paso considerados, se observa un orden de convergen-
cia próximo a dos (claramente inferior al que cabría esperar). Al to-
mar b = 100 (diamantes) podemos ver en la �gura 4.7 que el orden
se incrementa de dos a cuatro cuando reducimos el tamaño del paso
considerado y, para pasos pequeños, el error es bastante menor que el
obtenido con el método de dos etapas. Como ya hemos comentado an-
teriormente, el fenómeno de la reducción en el orden de convergencia
está relacionado con el concepto de B-convergencia y muchos métodos
implícitos muestran este comportamiento cuando son aplicados a al-
gunas ecuaciones diferenciales rígidas (no lineales). Finalmente, para
el valor b = 1 (cuadrados) el problema no es rígido y nuestro método
muestra orden cuatro (como era de esperar) y proporciona una apro-
ximación a la solución exacta mucho mejor que la que obteníamos con
el método de dos etapas.

Finalmente, hemos repetido los experimentos numéricos que reali-
zamos en el apartado 4.1.5 para los problemas A y B (véanse (4.24)
y (4.26) resp.) y los resultados obtenidos se muestran en la �gura 4.8 .
Comparándola con la grá�ca 4.5 que obteníamos al aplicar el método
de orden tres se observa que, en estos dos problemas, las diferen-
cias entre los resultados obtenidos aplicando ambos métodos son poco
apreciables para el rango de tamaños de paso que hemos considerado.
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Figura 4.7: Error como función del tamaño de paso en doble
escala logarítmica para nuestro método (problema autónomo).

4.3.4 Otros ejemplos de métodos de dos y tres etapas A-
estables y L-estables.En apartados anteriores hemos obtenido un
par de métodos L-estables para sistemas separados y nos proponemos
ahora describir algún método más para completar nuestro estudio.

Partiendo de la expresión general de los métodos de dos etapas y
orden tres de tipo racional para sistemas separados (véase (4.39�4.42))
construiremos ahora un método A-estable. Para ello partiremos de
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PROBLEM A

PROBLEM B

-9

-7

-5

-3
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Figura 4.8: Error como función del tamaño de paso en doble
escala logarítmica para nuestro método (problemas no autóno-
mos).

una función G3(S2) de la forma (I − aS2)
−2 N(S2) para una cierta

constante a ∈ IR y una cierta función polinomial N de grado dos,
de modo que sólo sea necesaria una factorización LU por paso de
integración. Como deseamos que el método resultante sea de orden
tres, lo anterior equivale a tomar en (4.42) los valoresd1 = −2 a y d2 =
a2 (el resto de parámetros ni = di = 0 para i ≥ 3). Ahora sólo falta
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determinar el valor de la constantea de modo que la fórmula resulte ser
A-estable. Recordando que la función de estabilidad lineal asociada
R viene dada en la forma R(z) = 1+ z G3(z) (véase el apartado 4.3.1)
se tiene en nuestro caso que

R(z) =
6 + 6 (1− 2a) z + 3 (1− 4a + 2a2) z2 + (1− 6a + 6a2) z3

6 (1− a z)2
,

(4.107)
y obtenemos el valor de a al anular el coe�ciente del término en z3 del
numerador de (4.107), esto es resolviendo1−6a+6a2 = 0. De los dos
posibles valores que se obtienen, el que proporciona la A-estabilidad
viene dado por

a =
3 +

√
3

6
. (4.108)

Para más detalles relativos a la A-estabilidad que proporciona la an-
terior función R(z), [20], pp. 97 es de nuevo una buena referencia.
Resumiendo, los parámetros no nulos que determinan el método A-
estable de dos etapas y orden tres para sistemas separados vendrán
dados por

c2 =
2

3
, c3 = 1 , d1 = −3+

√
3

3
, d2 =

2+
√

3

6
, n1 = −3+2

√
3

6
.

(4.109)
Veamos ahora cómo obtener un método de dos etapas y orden tres

de tipo racional para sistemas, con minimización de la parte principal
del error local de truncación y L-estable. Para ello partimos de la ex-
presión general que vendrá dada por (4.39�4.41), pero donde ahora la
función G3 toma la forma (4.43) y nos garantiza todas las propiedades
que buscamos a excepción de la L-estabilidad. Razones análogas a las
ya comentadas al construir otros métodos nos mueven a tomarG3(S2)
de la forma (I − aS2)

−4 N(S2) para una cierta constante a ∈ IR y
una cierta función polinomial N de grado tres. Esto equivale eviden-
temente a tomar en (4.43) los valoresd1 = −4 a, d2 = 6 a2, d3 = −4 a3

y d4 = a4 (el resto de parámetros di nulos y los ni = 0 para i ≥ 4).
El valor de la constante a lo determinaremos de modo que la fórmula
resulte ser L-estable. Tras anular el coe�ciente del término enz4 del
numerador de la función de estabilidad lineal asociadaR(z), es fácil
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comprobar que se obtiene la siguiente función de estabilidad lineal

R(z) =
6+6(1−4a)z+3(1−8a+12a2)z2+(1−12a+36a2−24a3)z3

6 (1− a z)4
,

(4.110)
para el método L-estable resultante, en función del valor de a que
viene dado por la raíz del polinomio1−16 a+72 a2−96 a3 +24 a4 = 0
que toma aproximadamente el valor

a ≈ 0.57281606 . (4.111)

En la tabla de [20], pp. 98 se recoge este valor que proporciona la
L-estabilidad. Obsérvese que el valor de a en (4.111) es el mismo que
obteníamos en el apartado 4.3.2 para el método L-estable de tres eta-
pas y orden cuatro. Más aún, la función de estabilidad lineal asociada
a dicho método (véase (4.102)) coincide con la asociada al método que
acabamos de construir.

La fórmula L-estable de dos etapas y orden tres con minimización
de la parte principal del error local de truncación queda completa-
mente determinada (en función del valor dea recogido en (4.111)) por
los valores

c2 =
2

3
, c3 = 1 , d1 = −4 a , d2 = 6 a2 , d3 = −4 a3 ,

d4 = a4 , n1 =
1− 8 a

2
, n2 =

1− 12 a + 36 a2

6
,

n3 =
1− 16 a + 72 a2 − 96 a3

24
, (4.112)

y tomando el resto de parámetros nulos.
A continuación describiremos un método de tres etapas y orden

cuatro de tipo racional para sistemas separados que es A-estable. Par-
tiendo de la expresión general obtenida en el apartado 4.2.2 y en la
línea de lo que venimos comentando al construir los métodos, descri-
bimos los pasos seguidos para obtener la fórmula:

Paso 1. Damos a los parámetros libres a4,32 y c3 en (4.68) los
valores

a4,32 = 0 , c3 =
6 +

√
6

10
. (4.113)

El valor que tomamos para c3 es el que nos permitía obtener orden
cinco con tres etapas en el caso escalar.
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Paso 2. Tras sustituir estos valores en (4.68) trasladamos la solu-
ción así obtenida (que nos proporcionaba orden cuatro para los mé-
todos de tres etapas de tipo polinomial) a las relaciones (4.74�4.80).
Obtenemos así una familia de métodos de tres etapas de tipo racional
y orden cuatro que queda completamente determinada a partir de los
valores de los coe�cientes d∗.

Paso 3. De entre las muchas opciones que tenemos a la hora de
obtener un método cuya función de estabilidad lineal asociada sea la
que deseamos, optamos por anular los siguientes coe�cientes

d4,3 = d4,23 = d4,32 = 0 , (4.114)

y por tomar el resto de parámetros libres como sigue

d3,2 = −a , d4,2 = −3 a , d4,22 = 3 a2 , d4,222 = −a3 , (4.115)

para que sólo sea necesaria una factorización LU por cada paso de
integración.

Paso 4. Finalmente determinamos el valor de a de modo que la
fórmula resulte ser A-estable. Para ello obtenemos a como una raíz
del polinomio−1+12 a−36 a2+24 a3 = 0 que toma aproximadamente
el valor

a ≈ 1.06857902 , (4.116)
y la función de estabilidad lineal del método vendrá dada en términos
de a por

R(z) =
6+6(1−3a)z+3(1−6a+6a2)z2+(1−9a+18a2−6a3)z3

6 (1− a z)3
.

(4.117)
La tabla de [20], pp. 97 recoge este valor de a que proporciona la
A-estabilidad.

La fórmula A-estable de tres etapas y orden cuatro queda comple-
tamente determinada (en función del valor de a recogido en (4.116))
por los valores

c2 =
6−√6

10
, c3 =

6 +
√

6

10
, c4 = 1 , d3,2 = −a ,

d4,2 = −3 a , d4,3 = 0 , d4,22 = 3 a2 , d4,23 = 0 ,

d4,32 = 0 , d4,222 = −a3 , n3,2 =
(6− 5 a)−√6

5
,



4.3. Propiedades de estabilidad lineal para sistemas 113

n4,2 =
1− 6 a

2
, n4,3 =

9 +
√

6

36
, n4,22 =

18 a2 − 9 a + 1

6
,

n4,23 =
6 (1− 9 a)− (1 + 6 a)

√
6

72
, n4,32 = 0 ,

n4,222 =
−24 a3 + 36 a2 − 12 a + 1

24
, (4.118)

y tomando el resto de parámetros nulos.
Por último describiremos un método de tres etapas y orden cuatro

de tipo racional para sistemas, con minimización de la parte principal
del error local de truncación y L-estable. En el apartado 4.2.2 obtuvi-
mos la expresión general de las fórmulas de tres etapas y orden cuatro
de tipo racional para sistemas, con minimización de la parte principal
del error local de truncación. Concretamente (aunque hay otras posi-
bilidades) y en línea con lo que venimos comentando al construir los
otros métodos, describimos los pasos seguidos para obtener la fórmula:

Paso 1. Anulamos el parámetro libre a4,322 en (4.69) y sustituimos
los valores así obtenidos en las relaciones (4.81�4.93). Obtenemos
así los coe�cientes de una familia de métodos de tres etapas de tipo
racional y orden cuatro con minimización de la parte principal del error
local de truncación. Un método de dicha familia queda completamente
determinado al �jar los valores de los coe�cientesd∗.

Paso 2. De entre las distintas posibilidades que tenemos a la hora
de obtener un método cuya función de estabilidad lineal asociada sea
la que deseamos, optamos por anular todos los coe�cientes d∗ que
aparecen multiplicados por términos que contienen aS3. El resto de
parámetros libres los tomaremos como sigue

d3,2 = −2 a , d3,22 = a2 , d4,2 = −5 a , d4,22 = 10 a2 ,

d4,222 = −10 a3 , d4,2222 = 5 a4 , d4,22222 = −a5 . (4.119)

En la fórmula anterior hemos introducido el coe�ciente d4,22222 pese
a que, como ya sabemos, no interviene en las condiciones de orden
cuatro ni en las de orden cinco (que utilizamos para minimizar la
parte principal del error local de truncación). Hacemos esto para
lograr que el método tenga asociada una función de estabilidad lineal
que veremos a continuación (cuyo denominador es de grado cinco) y
sea por tanto L-estable.
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Paso 3. Finalmente determinamos el valor de a de modo que la
fórmula resulte ser L-estable. Para ello debemos tomara como la raíz
del polinomio −1 + 25 a − 200 a2 + 600 a3 − 600 a4 + 120 a5 = 0 que
toma aproximadamente el valor

a ≈ 0.27805384 , (4.120)

y la función de estabilidad lineal R(z) del método vendrá dada en
términos de a por

R(z) =
24+24(1−5a)z+12(1−10a+20a2)z2

24 (1− a z)5
(4.121)

+
4(1−15a+60a2−60a3)z3+(1−20a+120a2−240a3+120a4)z4

24 (1− a z)5
.

En [20], pp. 98 se recoge este valor de a que proporciona la L-
estabilidad.

Resumiendo, los coe�cientes del método obtenido vienen dados por

c2 =
6−√6

10
, c3 =

6 +
√

6

10
, c4 = 1 , d3,2 = −2 a ,

d3,22 = a2 , d4,2 = −5 a , d4,22 = 10 a2 , d4,222 = −10 a3 ,

d4,2222 = 5 a4 , d4,22222 = −a5 , n3,2 =
−(3 + 10 a) + 2

√
6

5
,

n3,22 =
(17 + 60 a + 50 a2)− (3 + 40 a)

√
6

50
, n4,2 =

1− 10 a

2
,

n4,3 =
9 +

√
6

36
, n4,22 =

60 a2 − 15 a + 1

6
,

n4,23 =
6 (1− 15 a)− (1 + 10 a)

√
6

72
, n4,32 =

−1 +
√

6

8
,

n4,33 =
1 + 4

√
6

72
, n4,222 =

−240 a3 + 120 a2 − 20 a + 1

24
,

n4,223 =
3 (1− 20 a + 120 a2) + (−1 + 10 a + 40 a2)

√
6

144
,

n4,232 =
3 (−1 + 10 a) + 2(1− 15 a)

√
6

48
,

n4,2222 =
600 a4 − 600 a3 + 200 a2 − 25 a + 1

120
, (4.122)
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en función del valor de a recogido en (4.120) y tomando los restantes
parámetros nulos.

4.3.5 Experimentos numéricos con los métodos de dos y tres
etapas A-estables y L-estables: La ecuación de Van der Pol.
Con el �n de ilustrar el comportamiento numérico de los métodos GRK
que hemos descrito, realizaremos a continuación varios experimentos
numéricos. Para ello aplicaremos nuestros métodos a varios proble-
mas y compararemos los resultados así obtenidos con aquellos que se
obtienen al utilizar algunas fórmulas clásicas.

El primer problema que consideraremos surge de la conocida ecua-
ción de Van der Pol, que viene dada por

ε z′′ + (z2 − 1) z′ + z = 0 , z(0) = a , z′(0) = b . (4.123)

Nótese que nuestros métodos no son aplicables al sistema de EDOs de
primer orden dado por

z′ = y z(0) = a

y′ =
1

ε
((1− z2) y − z) y(0) = b

(4.124)

que se obtiene procediendo como es habitual a la hora de transformar
este tipo de ecuaciones de segundo orden, por no ser dicho sistema
separado. Sin embargo, utilizando coordenadas de Liénard (véase [20],
pp. 372 para más detalles) el problema (4.123) toma la forma

y′ = −z y(0) = ε b− a +
a3

3

z′ =
1

ε

(
y + z − z3

3

)
z(0) = a

(4.125)

y nuestros métodos si son aplicables.
Integramos el problema anterior en el intervalo [0, 0.5] , tomando

ε = 10−5. Consideramos las condiciones iniciales siguientes

y(0) = 0.66666000001234554549467 , z(0) = 2. , (4.126)

obtenidas a partir de las consideradas en [20], pp. 403, tras pasar a
coordenadas de Liénard. Con los seis métodos numéricos obtenidos
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en este capítulo, hemos integrado el problema anterior con paso �joh
y hemos medido el error relativo cometido en ambas componentes en
el punto 0.5. Los errores se han medido respecto de una solución de
referencia obtenida con un método de paso variable (concretamente el
"gear" implementado en MAPLEV, trabajando con 30 dígitos y una
tolerancia de 10−20) su�cientemente precisa para nuestros propósitos.

A efectos comparativos hemos realizado el mismo experimento nu-
mérico utilizando el método de tipo Rosenbrock de dos etapas y orden
tres recogido en [12], pp. 334 y conocido como Calahan.

En las �guras 4.9 y 4.10 mostramos los errores relativos corres-
pondientes a la primera y a la segunda componente respectivamente
como función del tamaño de paso h (tomando h = 0.1 · 2−k para
k = 0, 1, 2, . . . , 12) en doble escala logarítmica para los distintos méto-
dos de orden tres. El método de Calahan viene representado en dichas
�guras por cuadrados. Con diamantes representamos el método de or-
den tres y A-estable, con círculos la primera fórmula de orden tres y
L-estable que obtuvimos y con cruces el último método de orden tres
y L-estable que hemos descrito.

Se observa en dichas �guras que el método de Calahan al que he-
mos hecho referencia anteriormente se comporta mejor que los tres
propuestos para tamaños de paso "grandes". Cuando vamos dismi-
nuyendo el tamaño del paso, los métodos se comportan de manera
muy parecida y alguno de ellos mejoran los resultados proporcionados
por la fórmula de Calahan. Conviene señalar en este punto que el
problema considerado es muy rígido, con uno de los autovalores de la
matriz Jacobiana variando en [−300000,−150000] y el otro pequeño
y negativo a lo largo del intervalo de integración. Recordemos que el
método de Calahan hace uso en cada paso de la integración de una
evaluación de la matriz Jacobiana asociada al problema, en tanto que
nuestros métodos, como ya hemos comentado con anterioridad, uti-
lizan la aproximación a dicha matriz Jacobiana que proporciona la
matriz S2/h. Esto explica el comportamiento que se observa para ta-
maños del paso h grandes, pues entonces no cabe esperar que la apro-
ximación proporcionada por la matriz S2 sea demasiado precisa (lo
que en algunos problemas deteriora la aproximación obtenida). Cabe
esperar que al utilizar dichas fórmulas con paso variable la situación
mejore considerablemente, pero en esta memoria no abordaremos la
construcción de métodos de dicho tipo y dejamos esta cuestión para
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Figura 4.9: Error relativo (primera componente) como fun-
ción del tamaño de paso en doble escala logarítmica para los
métodos de orden tres.

posteriores investigaciones.
Hemos repetido el experimento anterior con los tres métodos de

orden cuatro. Los resultados se recogen en las �guras 4.11 y 4.12 .
En dichas �guras representamos con diamantes el método A-estable,
con círculos la primera fórmula de orden orden cuatro y L-estable
que obtuvimos y con cruces el último método de orden cuatro y L-
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Figura 4.10: Error relativo (segunda componente) como fun-
ción del tamaño de paso en doble escala logarítmica para los
métodos de orden tres.

estable que hemos propuesto. En la fórmula descrita con cruces en
dichas �guras hemos suprimido los resultados que se obtienen para
tamaños del paso h grandes. Ello se debe a que en alguna de las
integraciones la matriz a invertir resulta ser singular en alguno de
los pasos. Observamos además que para tamaños de paso grandes
los resultados numéricos no son en modo alguno satisfactorios, siendo
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Figura 4.11: Error relativo (primera componente) como fun-
ción del tamaño de paso en doble escala logarítmica para los
métodos de orden cuatro.

peores que los que obteníamos con las fórmulas de orden tres. Las
razones son las mismas que las comentadas anteriormente para los
métodos de dos etapas, pero la situación se ve incluso agravada por
ser la aproximaciónS3/h a la matriz Jacobiana (para tamaños grandes
del paso) aún peor que S2/h. Se observa sin embargo que al reducir
el tamaño del paso la situación mejora considerablemente.
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Figura 4.12: Error relativo (segunda componente) como fun-
ción del tamaño de paso en doble escala logarítmica para los
métodos de orden cuatro.

En cualquier caso, los métodos de dos y tres etapas que hemos
introducido proporcionan buenas aproximaciones a la solución exacta
del problema cuando consideramos tamaños de pasoh moderados. De
hecho, se obtienen buenas aproximaciones a la solución integrando con
tamaños de paso mucho mayores que los que requeriría cualquier mé-
todo explícito clásico. Las reducciones en el orden efectivo de los mé-
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todos que se observan para este problema ocurren también al utilizar
otros métodos A-estables y L-estables de tipo Runge-Kutta (véase [20],
pp. 403�404).
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Figura 4.13: Error como función del tamaño de paso en doble
escala logarítmica para los métodos de orden tres.

4.3.6 Experimentos numéricos con los métodos de dos y tres
etapas A-estables y L-estables: La ecuación de Burgers.Pase-
mos a considerar otro problema. Concretamente repetiremos el experi-
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mento numérico realizado en el apartado 4.1.4 y consistente en aplicar
los métodos obtenidos al sistema de EDOs que describimos en (4.21).
En dicho problema, obtenido por el método de líneas a partir de la
ecuación de Burgers, tomaremos los valoresN = 24 y ν = 0.2.
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Figura 4.14: Error como función del tamaño de paso en doble
escala logarítmica para los métodos de orden cuatro.

En la �gura 4.13 se muestra en doble escala logarítmica el errorE
(utilizando la norma euclidea en IR24) en el punto t = 1 que se produce
al integrar con paso �jo h = 2−k para los valores k = 3, 4, . . . , 10 el
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problema anterior con los distintos métodos de orden tres. Hemos re-
presentado los métodos con los mismos símbolos que utilizamos en las
�guras 4.9 y 4.10. Se observa en la grá�ca que el método de Calahan
se comporta ligeramente mejor para los tamaños más grandes de paso
h considerados, pero según vamos reduciendo el tamaño de paso las
diferencias se reducen y en algunos casos acaban siendo menores para
las fórmulas que hemos introducido. Además, para este problema, los
tres métodos introducidos proporcionan aproximaciones muy pareci-
das y son difíciles de distinguir en la �gura. Es fácil comprobar que las
pendientes de las curvas representadas en la grá�ca son muy próximas
a tres (como cabía esperar).

Repitiendo el experimento anterior con los tres métodos de orden
cuatro se obtiene la �gura 4.14. Hemos utilizado los mismos símbolos
que en las �guras 4.11 y 4.12 para representar los métodos. Es fácil
observar que para tamaños grandes del pasoh las aproximaciones nu-
méricas que proporcionan los métodos de orden cuatro son en algunos
casos peores que las que obteníamos con las fórmulas de orden tres.
Sin embargo, cuando vamos considerando tamaños de paso más pe-
queños las fórmulas de orden cuatro acaban siendo más precisas que
las de orden tres. Observamos asimismo que el método que propor-
ciona las mejores aproximaciones para tamaños de paso pequeños es
el representado en la �gura por cruces, aunque también es el que lleva
asociado un mayor coste computacional. Las pendientes de las curvas
representadas en la �gura se aproximan a cuatro a medida que vamos
reduciendo el tamaño de paso considerado.
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Capítulo 5

Métodos para ecuaciones especiales
de segundo orden.

En muchas aplicaciones prácticas, aparecen ecuaciones diferenciales
de segundo orden del tipo y′′ = f(x, y). Es una práctica común en
estos casos transformar este sistema en otro equivalente de primer
orden y aplicar al sistema resultante uno de los muchos y bien co-
nocidos métodos numéricos existentes. Sin embargo, existen métodos
especí�cos (para ecuaciones de segundo orden) que obtienen impor-
tantes ventajas de la aplicación directa a este problema. Entre otros
podemos citar los métodos multipaso de Störmer [42] y los métodos
Runge-Kutta-Nyström [33] (para más detalles véase por ejemplo [18]).

Nos proponemos estudiar a modo de ejemplo una modi�cación de
los métodos propuestos en capítulos precedentes, de modo que sean
aplicables a algunas EDOs de segundo orden del tipo anterior. Ve-
remos que esto es posible y que, análogamente a como ocurría para
ecuaciones de primer orden, se obtienen importantes ventajas respecto
de los métodos clásicos (incluyendo los especí�camente diseñados para
este tipo de problemas) que se aplican a este tipo de ecuaciones.

En este capítulo, tras motivar la introducción de los nuevos méto-
dos y dar un primer ejemplo de fórmula de dos etapas y orden cuatro,
pasaremos a dar la expresión general de los métodos de dos etapas
que consideraremos. Posteriormente estudiaremos las condiciones de
orden de los métodos y obtendremos fórmulas de dos etapas y orden
cuatro con buenas propiedades de estabilidad cuando son aplicadas a
problemas oscilatorios. Finalmente realizaremos algunos experimentos
numéricos con problemas oscilatorios.

125
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5.1 Métodos de dos etapas para ecuaciones
especiales de segundo orden.

5.1.1 Expresión general de la ecuación especial de segundo
orden. Los métodos que proponemos en este capítulo son aplicables
a problemas escalares autónomos del tipo

y′′(x) = f(y(x)) , y(x0) = y0 , y′(x0) = z0 , f : IR→ IR , (5.1)

esto es, ecuaciones escalares autónomas de segundo orden que no de-
penden de la primera derivada y′(x), con condiciones iniciales de tipo
Dirichlet.

Es bien conocido que para este tipo de problemas existen méto-
dos clásicos que sacan partido de la no dependencia de la función f
respecto de y′ a la hora de conseguir una reducción en el número de
evaluaciones por paso necesarias para obtener un determinado orden
de consistencia (entre otras ventajas). Por ejemplo, entre la familia
de métodos de tipo multipaso, encontramos los llamados métodos de
Störmer, diseñados especí�camente para reducir el número de evalua-
ciones necesarias para alcanzar un determinado orden en problemas
generales de este tipo. En [18], pp. 461�474, se estudian estos méto-
dos con cierto detalle. Los métodos de tipo Runge-Kutta diseñados
para reducir el número de etapas necesario a la hora de obtener un
determinado orden, se conocen como métodos Runge-Kutta-Nyström
(abreviadamente RKN), o simplemente métodos de Nyström. Para
más detalles véase por ejemplo [18], pp. 283�301.

Los métodos que propondremos a continuación están más relacio-
nados con los RKN pues, como éstos, vienen dados en términos de
ciertas etapas. Las fórmulas que veremos a continuación son explí-
citas y permitirán obtener, para el tipo de problemas considerado,
órdenes de consistencia mayores que en el caso de los métodos RKN
del mismo número de etapas.

En esta memoria no abordaremos el estudio de las posibles gene-
ralizaciones del tipo de métodos que introduciremos a continuación
a otros problemas más generales de segundo orden. Tampoco pre-
tendemos estudiar el caso general de p etapas, si bien es evidente el
procedimiento a seguir a partir de lo visto en anteriores capítulos para
EDOs de primer orden. El propósito de este capítulo es mostrar, a
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modo de ejemplo, cómo se pueden aplicar las ideas vistas en capítulos
precedentes a otro tipo de problemas.

En algunos momentos, será conveniente reescribir el problema (5.1)
en forma de sistema. Para ello denotaremos por z(x) = y′(x) tras lo
cual el problema toma la forma

y′(x) = z(x) , y(x0) = y0 ,

z′(x) = f(y(x)) , z(x0) = z0 . (5.2)

Pasamos a ver ya un primer ejemplo.

5.1.2 Un primer ejemplo de método para la ecuación es-
pecial de segundo orden.Para empezar, describiremos un método
explícito de orden cuatro y dos etapas para el problema visto en el
apartado anterior, que resulta ser exacto (salvo errores de redondeo)
para y′′ = −αy + β con α > 0, β ∈ IR. El método viene descrito por

yn+1 = yn + h

((
cos

√−s− 1

s

)
(k1 − c1s y′n) +

(
sen

√−s√−s

)
y′n

)
,

y′n+1 = y′n +

((
cos

√−s− 1
)
y′n +

(
sen

√−s√−s

)
(k1 − c1s y′n)

)
, (5.3)

donde

k1 = hf(yn + hc1y
′
n) ,

k2 = hf(yn + h(c2y
′
n + d2k1)) ,

s =
k2 − k1

(c2 − c1)y′n + d2k1

, (5.4)

y los valores de los parámetros vienen dados por

c1 =
3−√3

6
, c2 =

3 +
√

3

6
, d2 =

√
3

6
. (5.5)

El método está especialmente indicado en el caso de problemas alta-
mente oscilatorios. Es fácil ver que el términos proporciona una apro-
ximación a h2fy, y que de hecho se veri�ca que s = h2fy(yn) + O(h3).
En apartados posteriores realizaremos un estudio detallado de las con-
diciones de orden y propiedades de los métodos de dos etapas.
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Obsérvese que el método (5.3) aparentemente no está de�nido para
valores de s positivos (pues entonces tendríamos una raíz de un número
negativo) o nulos. Sin embargo, veremos más adelante que en realidad
sí que está bien de�nido también en estos casos.

De momento, ilustramos lo anterior mediante el siguiente experi-
mento numérico: para el problema (oscilador perturbado)

y′′ = −αy + εy3 , y(0) = 1 , y′(0) = 0 , (5.6)
tomando distintos valores de los parámetroα y ε, y distintos tamaños
de paso (con paso �jo), hemos integrado el problema anterior con el
método anteriormente descrito y con el método de Nyström de orden
cuatro y tres evaluaciones por paso (véase [18], pág. 285). En las si-
guientes tablas se recogen los errores obtenidos. Como el problema an-
terior no admite solución en términos de funciones elementales, hemos
optado por medir el error en la integral primera (αy2 + y′2)/2− εy4/4.
En todos los casos se ha medido el error en x = 1000 y tomando
ε = 10−3. Obsérvese que nuestro método es siempre superior al

Tabla 5.1: Errores para nuestro método.

error h = 0.1 h = 0.05 h = 0.025 h = 0.0125
α = 100 5.912D − 03 2.103D − 04 6.751D − 06 2.122D − 07
α = 10 6.912D − 06 2.192D − 07 6.930D − 09 2.203D − 10
α = 1 6.621D − 09 1.970D − 10 5.520D − 12 1.296D − 13

Tabla 5.2: Errores para el método de Nyström de orden 4.

error h = 0.1 h = 0.05 h = 0.025 h = 0.0125
α = 100 5.000D + 01 3.309D + 01 1.667D + 00 5.294D − 02
α = 10 1.701D − 01 5.389D − 03 1.675D − 04 5.172D − 06
α = 1 1.715D − 05 5.307D − 07 1.626D − 08 4.882D − 10

RKN, si bien la diferencia es más acusada cuando aumenta el carácter
oscilatorio del problema (esto es, cuandoα >> 1).
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5.1.3 Una primera aproximación a los métodos de dos eta-
pas. Análogamente a como hicimos en el capítulo introductorio de esta
memoria, a la hora de motivar la introducción de los nuevos métodos
para EDOs autónomas de primer orden, nos proponemos estudiar una
propiedad que nos lleva a formular los nuevos métodos para ecuaciones
de segundo orden.

Comenzaremos suponiendo que la función f en (5.1) (y por tanto
también en (5.2)) es lo su�cientemente regular como para garantizar
que los desarrollos que siguen tengan sentido. Es fácil deducir de la
ecuación (5.1), derivando sucesivamente respecto de la variable x y
utilizando la relación y′′ = f(y), que se veri�can las relaciones

y′′(x) = f(y(x)) , (5.7)
y3)(x) = fy(y(x)) y′(x) ,

y4)(x) = fyy(y(x)) (y′(x))2+fy(y(x)) y′′(x)

= fyy(y(x)) (y′(x))2+fy(y(x)) f(y(x)) ,

y5)(x) = fyyy(y(x)) (y′(x))3+3fyy(y(x)) y′′(x) y′(x)+fy(y(x)) y3)(x)

= fyyy(y(x)) (y′(x))3+3fyy(y(x)) f(y(x)) y′(x)+f 2
y (y(x)) y′(x) .

Consideremos ahora los desarrollos de Taylor de la solución y de su
derivada en un entorno del punto x (esto es, centrado en h = 0)

y(x + h) = y(x) + y′(x) h +
1

2
y′′(x) h2 +

1

6
y3)(x) h3 +

1

24
y4)(x) h4

+ O(h5) ,

y′(x + h) = y′(x) + y′′(x) h +
1

2
y3)(x) h2 +

1

6
y4)(x) h3 +

1

24
y5)(x) h4

+ O(h5) , (5.8)

o equivalentemente, tras sustituir las derivadas por sus correspondien-
tes expresiones en términos de la funciónf y de la derivada y′(x) vistas
en (5.7) (recordando las notaciones z(x) = y′(x)), tendremos

y(x + h) = y(x) + z h +
1

2
f h2 +

1

6
fy z h3

+
1

24
(fyy z2 + fy f) h4 + O(h5) ,

z(x + h) = z(x) + f h +
1

2
fy z h2 +

1

6
(fyy z2 + fy f) h3
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+
1

24
(fyyy z3 + 3 fyy f z + f 2

y z) h4 + O(h5) , (5.9)

donde hemos obviado el punto de evaluación que para losz es x (luego
con z denotamos z(x) = y′(x)) y para las funciones f y sus derivadas
parciales viene dado por y(x).

Para los métodos de dos evaluaciones por paso que pasamos a
describir, las dos etapas vendrán dadas por

k1 = hf(y + hc1z) ,

k2 = hf(y + h(c2z + d2k1)) , (5.10)

esto es, coinciden con las que tendríamos al considerar un método
Nyström de dos etapas. Esto no debe resultar sorprendente, puesto
que para los métodos de dos etapas para EDOs autónomas que hemos
considerado en capítulos precedentes las etapas coincidían con las co-
rrespondientes a las fórmulas explícitas de Runge-Kutta del mismo
número de etapas. Si hacemos los desarrollos de Taylor de dichas
etapas (como funciones del pasoh en un entorno de h = 0) obtenemos

k1(h) = f h + c1fyz h2 +
1

2
c2
1fyyz

2 h3 +
1

6
c3
1fyyyz

3 h4 + O(h5) ,

k2(h) = f h + c2fyz h2 +
1

2
(c2

2fyyz
2 + 2 d2fyf) h3

+
1

6
(c3

2fyyyz
3 + 6 c2d2fyyfz + 6 c1d2f

2
y z) h4 + O(h5) , (5.11)

donde, como antes, estamos obviando los puntos de evaluación. De�-
nimos ahora un nuevo término s por

s =
k2 − k1

(c2 − c1)z + d2k1

. (5.12)

Es evidente que puede ser considerado la modi�cación del términos
de�nido al tratar los métodos de dos etapas para EDOs autónomas
de primer orden, de modo que sea aplicable a la nueva situación. Las
razones que nos han movido a tomar de este modo el denominador
en la de�nición del término s quedan más claras si observamos lo
siguiente: haciendo el desarrollo de Taylor de f(y + a) en un entorno
del punto a = 0 hasta orden tres se tiene

f(y + a) = f + fya +
1

2
fyya

2 +
1

6
fyyya

3 + O(a4) . (5.13)
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Si ahora tomamos a = hc1z y sustituimos en (5.13) se obtiene, tras
multiplicar el resultado por h, el desarrollo de Taylor en potencias
de h de k1 que vimos en (5.11). Análogamente, si tomamos a =
h(c2z + d2k1) y sustituimos en (5.13) obtenemos, tras multiplicar por
h, el desarrollo en potencias de h para k2

k2(h) = fh + fy(c2z + d2k1) h2 +
1

2
fyy(c2z + d2k1)

2 h3

+
1

6
fyyy(c2z + d2k1)

3 h4 + O(h5) , (5.14)

que coincide, tras las oportunas simpli�caciones (teniendo en cuenta
cómo viene dado k1), con el resultado obtenido en (5.11). Para nues-
tros propósitos (ilustrar por qué tomamos de este modo el denomina-
dor en la de�nición de s) es conveniente dejarlo así. Nótese que las
composiciones en los desarrollos que estamos haciendo están justi�ca-
das puesto que en ambos casos se tiene que si h = 0 entonces a = 0.
Ahora se deduce fácilmente de lo anterior que

k2 − k1 = fy((c2 − c1)z + d2k1) h2 +
1

2
fyy

(
(c2z + d2k1)

2 − (c1z)2
)
h3

+
1

6
fyyy

(
(c2z + d2k1)

3 − (c1z)3
)
h4 + O(h5)

= ((c2 − c1)z + d2k1)
(
fy h2 +

1

2
fyy((c1 + c2)z + d2k1) h3

+
1

6
fyyy

(
(c1z)2 + c1z (c2z + d2k1) + (c2z + d2k1)

2
)
h4

)

+ O(h5) , (5.15)

lo que justi�ca el tomar el denominador en s del modo que lo hemos
hecho. Además si dividimos el desarrollo anterior por(c2− c1)z +d2k1

se obtiene el desarrollo de s. Tras las oportunas sustituciones (de k1

por su desarrollo visto anteriormente) y simpli�caciones, se comprueba
que el desarrollo de Taylor de s como función de h en un entorno del
punto h = 0 viene dado en la forma

s(h) = fyh
2 +

1

2
(c1 + c2)fyyz h3

+
1

6

(
(c2

1 + c1c2 + c2
2)fyyyz

2 + 3 d2fyyf
)

h4 + O(h5) (5.16)
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Ahora es fácil comprobar que, al igual que ocurría con las fórmulas
para ecuaciones de primer orden, es posible obtener muchos paráme-
tros adicionales que permiten aspirar a obtener órdenes de consisten-
cia más altos que los que se obtienen con los métodos Runge-Kutta-
Nyström del mismo número de etapas. Para ello, observemos que
además de las propias etapas k1 y k2, podemos incorporar a las fór-
mulas que de�nen los métodos los productos deh por expresiones de
la forma

z
r∑

i=1

αis
i , y k1

r∗∑

i=1

βis
i , (5.17)

para las aproximaciones a la solución y a la derivada, obteniendo de
este modo muchos parámetros libres adicionales.

Es sencillo comprobar que los desarrollos en serie de Taylor de
dichos factores (convenientemente escalados conh cuando sea necesa-
rio) son idénticos a los de la solución exacta (y su derivada) en lo que
respecta a las diferenciales elementales que intervienen en los mismos
(aunque los coe�cientes pueden variar). Más aún, se pueden incor-
porar a las fórmulas que de�nen los métodos, productos de la forma
zG(s) y k1H(s) (para ciertas funciones G y H).

Estamos ya en condiciones de dar la forma general de los métodos
de dos etapas que consideraremos.

5.1.4 Expresión general de los métodos de dos etapas.En lo
que sigue, consideraremos métodos de dos etapas para el problema

y′′(x) = f(y(x)) , y(x0) = y0 , y′(x0) = z0 , f : IR→ IR , (5.18)

o equivalentemente

y′(x) = z(x) , y(x0) = y0 ,

z′(x) = f(y(x)) , z(x0) = z0 , (5.19)

en forma vectorial. Estos métodos de dos etapas vienen dados por

yn+1 = yn + h (P1(s) zn + P2(s) k1) ,

zn+1 = Q1(s) zn + Q2(s) k1 . (5.20)
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Las funciones P1, P2, Q1 y Q2 se pueden tomar en principio de forma
arbitraria. Las etapas y el término s vendrán dados por

k1 = hf(yn + hc1zn) ,

k2 = hf(yn + h(c2zn + d2k1)) ,

s =
k2 − k1

(c2 − c1)zn + d2k1

. (5.21)

Por ejemplo, el método que hemos utilizado en el apartado 5.1.2 y que
venía de�nido por las fórmulas (5.3�5.4), se obtiene tomando en las
expresiones anteriores los valores de los parámetros vistos en (5.5) y
las funciones de�nidas por

P1(s) =
sen

√−s√−s
+

3−√3

6

(
1− cos

√−s
)

,

P2(s) =
cos

√−s− 1

s
,

Q1(s) = cos
√−s +

3−√3

6

√−s sen
√−s ,

Q2(s) =
sen

√−s√−s
. (5.22)

Pasamos ahora al estudio de las condiciones de orden correspon-
dientes a los métodos de dos etapas.

5.1.5 Condiciones de orden para los métodos de dos etapas.
Empezaremos considerando métodos de dos etapas de tipo polinomial,
esto es, fórmulas de�nidas por las expresiones (5.20�5.21) en las cuales
las funciones P1, P2, Q1 y Q2 que los de�nen son polinomios. Descri-
biremos dichas funciones polinómicas por

P1(s) =
p1∑

i=0

p1i s
i , P2(s) =

p2∑

i=0

p2i s
i ,

Q1(s) =
q1∑

i=0

q1i s
i , Q2(s) =

q2∑

i=0

q2i s
i , (5.23)

análogamente a como hemos hecho en capítulos precedentes.
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Pasamos a de�nir la convergencia de orden q de los métodos que
hemos propuesto, imponiendo las mismas condiciones que han de sa-
tisfacerse en el caso de las fórmulas de Runge-Kutta-Nyström (véase
por ejemplo [18], pág. 284).

De�nición 5.1 Diremos que el método (5.20) es de orden q para pro-
blemas del tipo (5.18) su�cientemente regulares, si se veri�can las con-
diciones

y(x0 + h)− y1 = O(hq+1) , y′(x0 + h)− y′1 = O(hq+1) , (5.24)

Es fácil comprobar que, para las condiciones de orden cuatro, basta
tomar en (5.23) los valores p1 = p2 = q2 = 1 y q1 = 2 , pues los
restantes parámetros sólo intervienen en las condiciones de órdenes
superiores. Esto se deduce de que, como hemos visto anteriormente,
se tiene que k1 = O(h) y s = O(h2).

Las condiciones de orden cuatro para estos métodos vienen dadas
por

p10 = 1 , (5.25)

p20 =
1

2
, (5.26)

p11 + c1 p20 =
1

6
, (5.27)

(c1 + c2) p11 + c2
1 p20 =

1

12
, (5.28)

p21 =
1

24
, (5.29)

q10 = 1 , (5.30)
q20 = 1 , (5.31)

q11 + c1 q20 =
1

2
, (5.32)

(c1 + c2) q11 + c2
1 q20 =

1

3
, (5.33)

q21 =
1

6
, (5.34)

(c2
1 + c1 c2 + c2

2) q11 + c3
1 q20 =

1

4
, (5.35)

(c1 + c2) q21 + d2 q11 =
1

4
, (5.36)
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q12 + c1 q21 =
1

24
, (5.37)

donde las cinco primeras corresponden a la aproximación a la solución
y y las restantes a la aproximación a la derivada de dicha solución
z = y′. La solución a dicho sistema de ecuaciones es sencilla de obtener
y viene dada por

c1 =
3∓√3

6
, c2 =

3±√3

6
, d2 =

±√3

6
, (5.38)

p10 = 1 , p20 =
1

2
, p11 =

−1±√3

12
, p21 =

1

24
,

q10 = 1 , q20 = 1 , q11 =
±√3

6
, q21 =

1

6
, q12 =

−3± 2
√

3

72
.

Es posible también en este caso satisfacer algunas condiciones de or-
den cinco (aunque no todas). De hecho, para obtener las condiciones
correspondientes a orden cinco, bastará tomar en (5.23) los valores
p2 = 1 y p1 = q1 = q2 = 2 , y añadir a las ecuaciones correspondientes
a orden cuatro (dadas por (5.25�5.37)) las asociadas a orden cinco,
esto es

(c2
1 + c1 c2 + c2

2) p11 + c3
1 p20 =

1

20
, (5.39)

(c1 + c2) p21 + d2 p11 =
1

20
, (5.40)

p12 + c1 p21 =
1

120
, (5.41)

(c3
1 + c2

1 c2 + c1 c2
2 + c3

2) q11 + c4
1 q20 =

1

5
, (5.42)

(c2
1 + c1 c2 + c2

2) q21 + (c1 + 2 c2) d2 q11 =
3

10
, (5.43)

2 (c1 + c2) q12 + c1 (2 c1 + c2) q21 + c1 d2 q11 =
1

12
, (5.44)

d2 q21 =
1

20
, (5.45)

q22 =
1

120
, (5.46)

de las cuales las tres primeras corresponden a la aproximación ay y
las cinco restantes a la aproximación a la derivada z = y′.
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Tras sustituir los valores obtenidos en (5.38) para orden cuatro
en las ecuaciones (5.39�5.46) correspondientes a orden cinco, se com-
prueba que seis de ellas no pueden ser satisfechas (por no depender
de los parámetros libres), por lo que no es posible obtener fórmulas
de orden cinco del tipo considerado con sólo dos etapas. Sin embargo,
sí es posible minimizar la parte principal del error local de truncación
satisfaciendo las otras dos condiciones de orden cinco, concretamente
las ecuaciones (5.41) y (5.46). Para ello basta tomar los valores

p12 =
−9± 5

√
3

720
, q22 =

1

120
, (5.47)

y añadirlos a los obtenidos en (5.38) para orden cuatro.
En lo anterior hemos deducido las condiciones de orden para los

métodos de dos etapas de tipo polinomial (dados por las expresio-
nes (5.20), (5.21) y (5.23)) y las hemos resuelto obteniendo de este
modo todas las fórmulas de orden cuatro. Es fácil obtener, análoga-
mente a como ya hicimos en capítulos anteriores, las condiciones de
orden correspondientes a métodos de dos etapas más generales. Para
ello, basta considerar los desarrollos en potencias des de las funciones
P1, P2, Q1 y Q2 del método general de dos etapas, de�nido por (5.20)
y (5.21), y comparar dichos desarrollos con los correspondientes a los
métodos de dos etapas de tipo polinomial, con las etapas k1, k2 y el
término s de�nidos del mismo modo. Ilustraremos lo anterior dedu-
ciendo que el método visto en el apartado 5.1.2, que evidentemente no
es de tipo polinomial, es de orden cuatro.

Observemos en primer lugar que el método no polinomial al que
aludimos era

yn+1 = yn + h

((
cos

√−s− 1

s

)
(k1 − c1s y′n) +

(
sen

√−s√−s

)
y′n

)
,

y′n+1 = y′n +

((
cos

√−s− 1
)
y′n +

(
sen

√−s√−s

)
(k1 − c1s y′n)

)
,(5.48)

donde

k1 = hf(yn + hc1y
′
n) ,

k2 = hf(yn + h(c2y
′
n + d2k1)) ,

s =
k2 − k1

(c2 − c1)y′n + d2k1

, (5.49)
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y los valores de los parámetros vienen dados por

c1 =
3−√3

6
, c2 =

3 +
√

3

6
, d2 =

√
3

6
; (5.50)

o sea, es

yn+1 = yn + h (P1(s) zn + P2(s) k1) ,

zn+1 = Q1(s) zn + Q2(s) k1 (5.51)

para las funciones

P1(s) =
sen

√−s√−s
+

3−√3

6

(
1− cos

√−s
)

,

P2(s) =
cos

√−s− 1

s
,

Q1(s) = cos
√−s +

3−√3

6

√−s sen
√−s ,

Q2(s) =
sen

√−s√−s
. (5.52)

Las etapas k1, k2 y el término s vienen dadas exactamente igual que
en los métodos de tipo polinomial de orden cuatro, por venir de�nidas
del mismo modo y coincidir las constantes c1, c2 y d2 con los valores
de (5.38) tomando el signo superior. Los desarrollos en potencias de
s de las funciones P1, P2, Q1 y Q2 (convenientemente rede�nidas por
continuidad en s = 0) que de�nen dicho método, vienen dados por

P1(s) = 1 +
−1 +

√
3

12
s +

−9 + 5
√

3

720
s2 + O(s3) ,

P2(s) =
1

2
+

1

24
s +

1

720
s2 + O(s3) ,

Q1(s) = 1 +

√
3

6
s +

−3 + 2
√

3

72
s2 + O(s3) ,

Q2(s) = 1 +
1

6
s +

1

120
s2 + O(s3) , (5.53)

y permiten deducir trivialmente que el método es de orden cuatro con
minimización de la parte principal del error local de truncación (com-
párense los coe�cientes de (5.53) con los obtenidos en (5.38) y (5.47)
para el caso polinomial.
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5.1.6 Construcción de métodos de dos etapas para proble-
mas oscilatorios. En los últimos años han surgido distintos métodos
diseñados para la integración de problemas oscilatorios. Entre otros
cabe señalar a modo de ejemplo los discutidos en [7], [30], [31], [46],
[47], [48], [39] y [40].

Nos proponemos construir fórmulas de dos etapas del tipo descrito
en (5.20�5.21) especí�camente diseñadas para integrar e�cientemente
problemas altamente oscilatorios. Un primer ejemplo de fórmula de
este tipo lo hemos utilizado para introducir el capítulo y viene descrito
al �nal del apartado precedente. A continuación veremos como obtener
dicha fórmula.

Nuestro punto de partida es la ecuación test
y′′ = −α y , y(x0) = y0 , y′(x0) = z0 , (5.54)

con α > 0. El problema anterior tiene una solución bien conocida que
viene dada por
(

y(x)
z(x)

)
=




cos (
√

α (x− x0))
sen (

√
α (x− x0))√

α

−√α sen (
√

α (x− x0)) cos (
√

α (x− x0))




(
y0

z0

)
(5.55)

donde, como viene siendo habitual, con z denotamos y′. En adelante
tomaremos, sin pérdida de generalidad,x0 = 0. Nótese que para valo-
res α positivos y muy grandes la solución presenta rápidas oscilaciones
que di�cultan su integración numérica con pasos de tamaño razonable.

Al aplicar un método de dos etapas de la familia descrita por (5.20�
5.21) a la ecuación test (5.54) obtenemos para las etapas

k1 = −h α (yn + h c1zn) ,

k2 = −h α
(
(1− h2 α d2) yn + h (c2 − h2α d2 c1) zn

)
, (5.56)

y el término s toma la forma
s = −h2 α . (5.57)

Por tanto, aplicado a la ecuación test, cualquier método descrito por
(5.20) tomará la forma
(

yn+1

zn+1

)
=




1−h2αP2(−h2α) h (P1(−h2α)−h2α c1P2(−h2α))

−hα Q2(−h2α) Q1(−h2α)−h2α c1Q2(−h2α)




(
yn

zn

)

(5.58)
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De la expresión (5.55) (con x0 = 0) que nos proporciona la solución
exacta del problema (5.54) es fácil deducir que se veri�ca

(
y(x + h)
z(x + h)

)
=




cos (
√

α (x + h))
sen (

√
α (x + h))√

α

−√α sen (
√

α (x + h)) cos (
√

α (x + h))




(
y0

z0

)

=




cos (
√

α h)
sen (

√
α h)√

α

−√α sen (
√

α h) cos (
√

α h)




(
y(x)
z(x)

)
. (5.59)

Cuando integramos con paso �jo h el problema (5.54), con cualquiera
de los métodos que estamos considerando, pretendemos que yn y zn

en (5.58) proporcionen aproximaciones a las cantidadesy(nh) y z(nh)
de (5.59) respectivamente.

Podemos ir más lejos e imponer que, salvo errores de redondeo, la
solución numérica coincida con la solución exacta del problema consi-
derado. Para ello basta imponer que la matriz considerada en (5.58)
coincida con la segunda matriz de (5.59). Tras igualar coe�ciente a
coe�ciente y despejar se obtiene que las funcionesPi y Qi que de�nen
los métodos han de veri�car

P1(−h2α) =
sen(

√
α h)√

α h
+ c1

(
1− cos(

√
α h)

)
,

P2(−h2α) =
1− cos(

√
α h)

h2α
,

Q1(−h2α) = cos(
√

α h) + c1

√
α h sen(

√
α h) ,

Q2(−h2α) =
sen(

√
α h)√

α h
. (5.60)

Finalmente, de la relación s = −h2 α se deduce sin di�cultad que el
primer método visto en este capítulo integra exactamente problemas
oscilatorios del tipo y′′ = −α y + β con α > 0 y β ∈ IR. Además,
como ya vimos, la elección de los parámetros c1 , c2 y d2 que hemos
hecho en (5.5) nos permite asegurar que el método es de orden cuatro
para problemas escalares autónomos del tipo (5.1) y minimiza la parte
principal del error local de truncación.

Conviene observar en este punto que el estudio que acabamos de
realizar es análogo al que en su momento realizamos al estudiar las
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propiedades de estabilidad lineal de los métodos para problemas de
primer orden. De hecho la segunda matriz en (5.59) juega un papel
análogo al de la función de estabilidad linealR que obteníamos a partir
de la ecuación test y′ = λ y. Más aún, vimos en la sección (2.3.4)
que es posible obtener métodos de dos etapas a partir de funciones de
estabilidad pre�jadas, y siguiendo un procedimiento similar es también
posible construir métodos de dos etapas para el problema (5.1) a partir
de matrices pre�jadas. De hecho el estudio previo es un ejemplo de
como hacer ésto, pero no entraremos en más detalles a este respecto.

Aprovechamos para hacer un comentario relativo a la aplicabilidad
del método obtenido a problemas para los cuales el términos resulte
ser positivo o nulo, caso en el aparentemente la fórmula resultante no
está de�nida (en el primer caso

√−s no está de�nido en IR y en el
segundo aparecen indeterminaciones). Esta situación, que no se da
en las fórmulas de tipo polinomial por razones obvias, se soluciona sin
más que observar que cuando s es positivo se puede poner

√−s = i
√

s
y utilizar las conocidas relaciones

ch(z) = cos(i z) , sh(z) = −i sen(i z) , z ∈ C , (5.61)
tras lo cual bastará reescribir como sigue las funciones Pi y Qi que
caracterizan nuestro método

P1(s) =
sh
√

s√
s

+
3−√3

6

(
1− ch

√
s
)

,

P2(s) =
ch
√

s− 1

s
,

Q1(s) = ch
√

s− 3−√3

6

√
s sh

√
s ,

Q2(s) =
sh
√

s√
s

, (5.62)

cuando s resulte ser positivo. Cuando s = 0 es fácil deducir (tras
resolver las indeterminaciones que surgen) que bastará tomar

P1(s) = 1 , P2(s) =
1

2
, Q1(s) = 1 , Q2(s) = 1 . (5.63)

De las observaciones anteriores podemos concluir que el primer método
propuesto en este capítulo integrará exactamente problemas del tipo
y′′ = −α y+β con α , β ∈ IR (nótese que hemos suprimido la condición
α > 0).
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5.1.7 Experimentos numéricos con los métodos de dos eta-
pas. Pasamos a ilustrar el comportamiento numérico de los métodos
de dos etapas y orden cuatro que acabamos de obtener. Hemos visto un
primer ejemplo en el apartado 5.1.2 para motivar el interés de las fór-
mulas que hemos introducido y estudiado en los apartados siguientes.
Completamos a continuación los experimentos numéricos iniciados en
dicho apartado.

Empezaremos integrando numéricamente problemas del tipo des-
crito en (5.6), tomando distintos valores de los parámetrosα y ε, y
utilizando distintos tamaños de paso (siempre con paso �jo). Los mé-
todos que utilizaremos para ello son:

1. El método Runge-Kutta-Nyström de orden cuatro y tres evalua-
ciones por paso descrito en [18], pág. 285 y que denotaremos por
RKN43.

2. El método de orden cuatro y dos evaluaciones por paso de tipo
polinomial descrito por las expresiones (5.20), (5.21) y (5.23),
que se obtiene tomando el signo superior en (5.38) y el resto de
parámetros nulos. A dicho método lo denotaremos por MSO42.

3. El método de orden cuatro y dos evaluaciones por paso de tipo
polinomial descrito por las expresiones (5.20), (5.21) y (5.23),
que se obtiene tomando el signo superior en (5.38) y (5.47). A
dicho método (cuya parte principal del error local de truncación
queda minimizada) lo denotaremos por MSO42M.

4. El método de orden cuatro y dos evaluaciones por paso, que es
exacto para problemas del tipo y′′ = −αy + β con α > 0, β ∈ IR
y que describimos en los apartados 5.1.2 y 5.1.5. Lo denotaremos
por MSO42T.

Como el problema (5.6) no admite una solución en términos de fun-
ciones elementales, hemos optado por medir el error cometido en la
integral primera (αy2 + y′2)/2− εy4/4 en los experimentos numéricos
que realizamos. También aportaremos en algunos casos los errores
cometidos para la solución y su derivada, medidos respecto de una
solución de referencia su�cientemente precisa.

La �gura 5.1 muestra los resultados numéricos obtenidos al aplicar
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time

log10(error)  int. primera
MSO42

MSO42T

MSO42M

RKN43

-14

-12

-10

-8

-6

10 20 30 40 50 60

Figura 5.1: y′′ =−y +10−3y3, y(0) = 1, y′(0) = 0, h = 0.1,
t∈ [0, 20π].

los métodos anteriores al problema

y′′ = −αy + εy3 , y(0) = 1 , y′(0) = 0 , (5.64)

tomando los valores α = 1 y ε = 10−3 e integrando con paso �jo
h = 0.1 en el intervalo [0, 20π] (esto es 10 revoluciones). Es evidente,
a la vista de la grá�ca para el error (medido respecto de la integral
primera), que el método que muestra un mejor comportamiento es
aquél que denotamos con MSO42T. Los métodos MSO42 y MSO42M
muestran un comportamiento parecido al del método de referencia
RKN43, si bien no olvidemos que ambos utilizan una evaluación de
función menos por paso.

En las �guras 5.2 y 5.3 se muestran los errores medidos respecto de
una solución de referencia cuidadosamente calculada, para la solución
y la derivada de la solución respectivamente (tomando los mismos
valores que en la �gura 5.1).

Repetimos a continuación el mismo experimento numérico toman-
do ahora α = 100 (el resto de valores vienen dados como en el expe-
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Figura 5.2: y′′ =−y +10−3y3, y(0) = 1, y′(0) = 0, h = 0.1,
t∈ [0, 20π].

rimento que generó la grá�ca 5.1) de modo que el problema muestre
un mayor carácter oscilatorio. Los resultados obtenidos para el error
medido respecto de la integral primera se muestran en la �gura 5.4.
Se observa en dicha grá�ca que el único método que proporciona una
aproximación satisfactoria es el de tipo trigonométrico que denotába-
mos por MSO42T. Esto es así por el tamaño de paso considerado y
por ser éste el único de entre los considerados diseñado especí�camente
para problemas de carácter oscilatorio.
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Figura 5.3: y′′ =−y +10−3y3, y(0) = 1, y′(0) = 0, h = 0.1,
t∈ [0, 20π].
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time
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Figura 5.4: y′′=−100y +10−3y3, y(0)=1, y′(0)=0, h=0.1,
t∈ [0, 20π].
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