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Introducci�on.

El estudio que presentamos tiene por objeto responder a la siguiente
pregunta: >qu�e conocimientos pueden extraerse de una situaci�on to-
pol�ogica que no se conoce de forma precisa?

Hoy es usual hablar de situaciones o fen�omenos aleatorios para des-
cribir este tipo de hechos. La `cali�caci�on' topol�ogica de un conjunto
se de�ne como la esperanza de una cierta variable aleatoria. Para per-
mitir esta descripci�on, el punto de partida de nuestro estudio considera
familias de topolog��as dirigidas por una relaci�on de probabilidad; esto
es lo que designamos con el nombre de topolog��a imprecisa.

De manera intuitiva, sup�ongase que podemos conocer una estruc-
tura topol�ogica con un grado creciente de precisi�on, en el sentido de
que, con mayor seguridad, podemos clasi�car como abiertos una clase
menor de conjuntos. La colecci�on de estas sucesivas aproximaciones
es una topolog��a imprecisa.

En el caso en que dichas aproximaciones sean de hecho id�enticas,
podemos considerar la estructura como conocida y abarcar de este
modo los espacios topol�ogicos ordinarios.

Asimismo, los conceptos cl�asicos de topolog��a admiten una gradua-
ci�on en su de�nici�on, lo que da lugar a las nociones que enunciamos.
Todas ellas abarcan como caso particular el cl�asico, hecho que se re-
calca en cada ocasi�on.

Nos hemos mantenido en el campo de la teor��a de conjuntos usual.
Diferimos en esto de otra de las generalizaciones de la topolog��a lleva-
das a cabo recientemente, la de los `fuzzy topological spaces' (que en
castellano suele traducirse por espacios topol�ogicos difusos o borrosos)
debida a Chang (v�eanse las referencias [1] y [2] que �guran al �nal
de esta introducci�on). Los elementos de una topolog��a difusa (fuzzy)
sobre un conjunto X no son subconjuntos de X, sino lo que suele lla-
marse conjuntos difusos (fuzzy sets) en X (v�ease [10]). Aunque tal
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viii Introducci�on

vez la intencionalidad de fondo sea en ambos casos la misma, la natu-
raleza de las estructuras es radicalmente diferente. Para Chang, la
topolog��a difusa es una estructura concreta formada por subconjuntos
imprecisos. Para nosotros, la topolog��a imprecisa ser�a una estructura
variable o, mejor, indeterminada, pero formada por subconjuntos pre-
cisos.

La idea de abordar situaciones topol�ogicas no conocidas con exac-
titud proviene deMenger [4], aunque su desarrollo coherente ha sido
expresado por Schweizer y Sklar en [8] en la l��nea de tratamiento
de las M�etricas Aleatorias. Nuestro estudio conecta con esas ideas en
el cap��tulo 8, si bien exponemos algunas ideas suplementarias en [6].

La reciente aparici�on de un libro de Schweizer y Sklar sobre el
tema (v�ease [9]) permitir�a al lector que lo desee estudiarlo en un texto
autocontenido. En dicho libro encontrar�a asimismo una completa bi-
bliograf��a.

Los aspectos m�as importantes de nuestro estudio se encuentran en
los cap��tulos 4 y 5, donde se introduce una noci�on de �ltro que per-
mite manejar la convergencia en los espacios topol�ogicos imprecisos.
Esta noci�on de �ltro no di�ere esencialmente de la habitual y permite
recoger, como caso particular importante, la familia de los entornos
de un punto.

Digamos �nalmente que la idea de conjuntos de puntos situados
aleatoriamente en el espacio admite un tratamiento mediante las to-
polog��as imprecisas. La forma en que este tratamiento se lleva a cabo
puede verse en [7].

Quiero expresar mi reconocimiento a los Dres. Manuel N�u~nez y
Jos�e Luis Rojo, que han realizado aportaciones y sugerencias para
este trabajo. Tambi�en1 a la Editorial AC, que ha querido acogerlo
con el mayor inter�es, proporcionando una cuidadosa presentaci�on al
original mecanogra�ado. La claridad y pulcritud del original se debe
a Ma Dolores Bragado, a quien debo agradecer el inter�es puesto en su
confecci�on.

Valladolid, diciembre de 1983

1Lo que sigue se re�ere a la edici�on original.
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Cap��tulo 1

Espacios topol�ogicos imprecisos.

Introducimos en 1.1.10 la noci�on de topolog��a imprecisa. Las t.i. pueden ser
indiciadas por conjuntos de una clase relativamente amplia. El objeto de
esta variedad de los posibles conjuntos de ��ndices es facilitar la introducci�on
de topolog��as imprecisas. Pero inmediatamente demostramos que, de hecho,
podemos siempre acudir a una t.i. teniendo [0; 1] como conjunto de ��ndices
(1.3.8 y 1.3.12).

Los �-abiertos se introducen en (1.2.6) y poseen dos propiedades esencia-
les. La primera es el hecho de formar una topolog��a (1.2.11). La segunda
es la propiedad de continuidad de (1.3.5), que conviene recordar bajo la
forma enunciada en (1.3.4) que es m�as intuitiva.

La noci�on de �-entorno tiene poca importancia y se introduce provisio-
nalmente hasta sustituirla por otra realmente �util: la de �ltro de los en-
tornos de un punto (5.1). La anomal��a b�asica de esta noci�on de �-entorno
viene expuesta en el ejemplo (1.4.4).

Este sencillo ejemplo (1.4.4) nos servir�a durante todo el trabajo como
fuente de contraejemplos.

Por �n, la idea de t.i. accesible (1.1.10) ser�a sobre todo importante en

el cap��tulo 3, durante el estudio de las trazas de topolog��as imprecisas.

1.1 De�nici�on de topolog��a imprecisa.

1.1.1 Sea 
 un conjunto 6= ;, ordenado con una relaci�on � (re
e-
xiva, antisim�etrica y transitiva) veri�cando

(o1) El orden es total.

(o2) Todo subconjunto B no vac��o de 
 admite un extremo in-
ferior, que es adem�as el inferior de un subconjunto numerable de B.

1



2 1. Espacios topol�ogicos imprecisos

1.1.2 
 admite un primer elemento, inf 
. Lo representaremos
por �0.

1.1.3 Sea B � 
, B 6= ;. Existe entonces (!n)n2IN � B con

!n � !n+1

(lo que suele representarse poniendo !n &) y tal que

inf B = inf
n
!n :

En efecto: por la propiedad (o2), existe (�n)n2IN � B con

inf B = inf
n
�n

y basta tomar
!n = minf�1 ; : : : ; �ng :

1.1.4 Sea B � 
, B 6= ;. Supongamos que B est�a acotado supe-
riormente. Entonces B admite un extremo superior. En efecto: basta
tomar el extremo inferior del conjunto de las cotas superiores de B.

1.1.5 Cuando adem�as 
 veri�que
(o3) Todo subconjunto B no vac��o de 
 admite un extremo supe-

rior, que es adem�as el superior de un subconjunto numerable de B,

diremos que 
 es accesible.

1.1.6 Ejemplo. Cualquier conjunto bien ordenado veri�ca (o1)
y (o2). Cualquier intervalo de IR del tipo [x; y], [x; y) o [x;1) ve-
ri�ca tambi�en ambas propiedades.

Emplearemos con frecuencia el intervalo [0; 1] de IR con el orden
natural. Este conjunto es adem�as accesible.

1.1.7 Sea 
 un conjunto ordenado veri�cando (o1) y (o2). Sea A
una �-�algebra de P(
) conteniendo los intervalos de 
. Para ello es
su�ciente que para cada ! 2 
, los intervalos [�0; !] y [�0; !) est�en en A.

Sea p una probabilidad sobre el espacio probabilizable (
;A), es
decir, una aplicaci�on

p : A ! IR+



1.1. De�nici�on de topolog��a imprecisa 3

veri�cando

(p1) p(
) = 1 .

(p2) Si (Bn)n2IN � A y los Bn son dos a dos disjuntos

p(
1[
1

Bn) =
1X
n=1

p(Bn) :

El cuarteto (
;�;A; p) que representaremos simplemente por 
, di-
remos que es un conjunto estructurado de ��ndices.

1.1.8 Ejemplo. Un conjunto 
 = f1g con un solo elemento, admite
una �unica estructura como conjunto estructurado de ��ndices.

1.1.9 Ejemplo. [0; 1] con su orden natural, la �-�algebra boreliana
y la medida de Lebesgue, es un conjunto estructurado de ��ndices.
Es el m�as importante que utilizaremos. Salvo advertencia contraria,
consideraremos siempre [0; 1] con esta estructura.

1.1.10 DEFINICI�ON. Sea X un conjunto. Una topolog��a impre-

cisa (t�erminos que abreviaremos en adelante escribiendo t.i.) sobre X
es una familia

(�!)!2


de topolog��as sobre X, indiciada por un conjunto estructurado de ��n-
dices 
, y veri�cando

(ti1) ! � !0 ) �! � �!0 .

El par (X; (�!)!2
) diremos entonces que es un espacio topol�ogico im-

preciso (abreviado e.t.i.)

Una t.i. (�!)!2
 sobre X, o el e.t.i. (X; (�!)!2
) diremos que es
accesible cuando lo sea 
.

1.1.11 Si (�!)!2
 es un t.i., se veri�ca de forma inmediata que

�! > �!0 ) ! < !0



4 1. Espacios topol�ogicos imprecisos

1.1.12 Ejemplo. Sea X un conjunto, � una topolog��a sobre X. El
conjunto f1g admite (1.1.8) una �unica estructura como conjunto es-
tructurado de ��ndices.

La familia indiciada por f1g cuyo �unico elemento es � es una t.i.
accesible. La representaremos tambi�en por � .

Et e.t.i. (X; � ) diremos que es un espacio topol�ogico ordinario.

1.2 �-abiertos de una topolog��a impre-

cisa.

1.2.1 Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. y sea A � X. Por A 2 �! entende-
remos que A es un abierto de �!. Consideremos el conjunto


A = f! 2 
 jA 2 �!g :

Obviamente, 
A es de una de las formas

;;
; [�0; !] o [�0; !)

y en particular tenemos siempre


A 2 A

1.2.2 Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. Es inmediato comprobar que:

- Si (Ai)i2I es una familia de subconjuntos de X


[iAi
�
\
i


Ai
:

- Si A1 y A2 son dos subconjuntos de X


A1\A2 � 
A1 \ 
A2 :

Adem�as


; = 
X = 
 :



1.2. �-abiertos de una topolog��a imprecisa 5

1.2.3 Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. y consideremos la aplicaci�on

� : P(X)! [0; 1]

dada por
�(A) = p(
A) :

De forma inmediata
�(;) = �(X) = 1 :

Veamos a continuaci�on dos importantes propiedades de �.

1.2.4 PROPOSICI�ON

Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. y (Ai)i2I una familia de subcon-
juntos de X. Entonces

�(
[
i

Ai) � inf
i2I

�(Ai) :

Como
�(
[

Ai) = p(
SAi
) y 
SAi

�
\


Ai
;

la proposici�on es evidente cuando existe i0 2 I tal que

\

Ai

= 
Ai0
:

Supondremos pues que no existe tal i0. Entonces tenemos

(8 i) 
Ai
6= ; y (9 i) 
Ai

6= 
 :

Sea J el subconjunto (no vac��o) de I formado por los i 2 I tales que

Ai

6= 
 .
Para cada i 2 J , 
Ai

es de la forma

[�0; !i] o [�0; !i)

con !i 2 
 .
Consideremos entonces

inf
i2J

!i :
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Con la suposici�on hecha, necesariamente se veri�ca

(8 i 2 J) inf
j2J

!j < !i :

Aplicando (1.1.3) existe (in)n2IN � J tal que

!in & y inf
i2J

!i = inf
n
!in :

Se tiene que

(8 i 2 J)(9n) !in < !i ;

luego

(8 i 2 J)(9n) 
Ain
� 
Ai

y en consecuencia

\
i2I


Ai
=
\
n


Ain
y inf

i2I
p(
Ai

) = inf
n
p(
Ain

) ;

luego

�(
[
Ai) = p(
SAi

)

� p(
\
n


Ain
)

= inf
n
p(
Ain

)

= inf
i2I

p(
Ai
)

= inf
i2I

�(Ai) :

1.2.5 PROPOSICI�ON

Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. y A1 y A2 subconjuntos de X.
Entonces

�(A1 \A2) � min(�(A1); �(A2)) :

Pues


A1 \ 
A2 = 
A1 o 
A1 \ 
A2 = 
A2 :
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1.2.6 DEFINICI�ON. Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. ,A � X y � 2 [0; 1] .
Diremos que A es un �-abierto de X o de la t.i. (�!)!2
 cuando

�(A) � � :

Un 1-abierto diremos simplemente que es un abierto.

1.2.7 Ejemplo. Sea (X; � ) un espacio topol�ogico ordinario (1.1.12).
Cualquiera que sea � > 0 , los �-abiertos de (X; � ) coinciden con los
abiertos de � en el sentido ordinario. En particular un subconjunto
de X es un abierto en el sentido de la de�nici�on precedente si y s�olo
si lo es en el sentido ordinario.

1.2.8 Ejemplo. Un abierto de (X; (�!)!2
) puede no ser abierto
para todas las topolog��as �! .

As��, consideremos 
 = f0; 1g con el orden natural, la �-�algebra
P(
) y la probabilidad

p(;) = p(f1g) = 0 ; p(f0g) = p(
) = 1 ;

y el e.t.i.

(IR; f�0 ; �1g) ;

en donde �0 es la topolog��a discreta de IR y �1 la topolog��a grosera.

Cualquier subconjunto dr IR es un 1-abierto, pero s�olo ; y IR son
a la vez abiertos para �0 y �1.

1.2.9 Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. y �; �0 2 [0; 1] con �0 < � . Entonces
todo �-abierto es �0-abierto.

1.2.10 Sea (�!)!2
 una t.i. sobre X.

; y X son abiertos, luego �-abiertos cualquiera que sea � 2 [0; 1] .

Sea � 2 [0; 1] . Si (Ai)i2I es una familia de �-abiertos, entonces
aplicando (1.2.4) resulta que

S
Ai es tambi�en un �-abierto.

Si A1 y A2 son �-abiertos, tambi�en lo es A1 \ A2 (1.2.5). Hemos
demostrado as�� la
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1.2.11 PROPOSICI�ON

Sea (�!)!2
 una t.i. sobre X y � 2 [0; 1] . El conjunto de
los �-abiertos para dicha t.i. es una topolog��a sobre X.

1.2.12 Sea (�!)!2
 una t.i. sobre X . Para cada � 2 [0; 1] desig-

nemos por
�
� � la topolog��a sobre X formada por los �-abiertos de

(�!)!2
 .
Entonces (1.2.9)

(
�
� �)�2[0;1]

es una t.i. accesible sobre X .
En particular

�
�0 es la topolog��a discreta sobre X .

1.2.13 Ejemplo. Sea (X; � ) un espacio topol�ogico ordinario y

(
�
� �)�2[0;1]

la t.i. asociada seg�un el p�arrafo precedente.
�
�0 es la topolog��a discreta

y, teniendo en cuenta (1.2.7), para cada � > 0

�
� �= � :

1.3 Topolog��as imprecisas normales.

1.3.1 DEFINICI�ON. Sea (�!)!2
 una t.i. sobre X . Para cada
!0 2 
 tenemos

sup
!0<!

�! � �!0 � inf
!<!0

�! :

Diremos que (�!)!2
 es i-continua cuando para cada !0 2 
 tal que
!0 = sup[�0; !0)

�!0 = inf
!<!0

�! ;

y diremos que (�!)!2
 es d-continua cuando para cada !0 2 
 tal que
!0 = inf(!0 ;!)

�!0 = sup
!0<!

�! :
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1.3.2 Sea (�!)!2
 una t.i. sobre X . (�!)!2
 es i-continua si y s�olo
si para cada !o 2 
 y cada B � [�0; !0) tal que !0 = supB

�!0 = inf
!2B

�! :

An�aloga propiedad es cierta para la d-continuidad.

1.3.3 PROPOSICI�ON

Sea (��)�2[0;1] una t.i. sobre X indiciada por [0; 1] (1.1.9).
Son equivalentes

(i) (��)�2[0;1] es i-continua ;

(ii) Para cada � > 0 y cada sucesi�on estrictamente cre-

ciente (�n)n2IN de [0; 1] tal que �n ! �

�� = inf
n
��n

Existe una equivalencia an�aloga para la d-continuidad.

1.3.4 El teorema siguiente expresa que si A es un �0-abierto de
(X; (�!)!2
) para cada �0 < � , tambi�en es un �-abierto.

1.3.5 TEOREMA

Sea (�!)!2
 una t.i. sobre X . Para cada � 2 [0; 1] sea
�
� �

la topolog��a sobre X formada por los �-abiertos. Entonces
la t.i.

(
�
� �)�2[0;1]

es i-continua.

Sea � > 0. Si
A 2 inf

�0<�

�
� �0 ;

entonces
(8 �0 < �) A 2

�
� �0
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o sea

(8 �0 < �) �(A) � �0 ;

luego

�(A) � �

y A 2
�
� � . Esto demuestra que

�
� �= inf

�0<�

�
� �0 :

1.3.6 En general, sin embargo (
�
� �)�2[0;1] no es d-continua. Basta

considerar el ejemplo (1.2.13) para una topolog��a � que no sea la to-
polog��a discreta sobre X. En este caso, la d-continuidad no se produce
�unicamente en 0. El ejemplo que sigue, muestra que la anomal��a puede
encontrarse en ��ndices distintos de 0.

1.3.7 Ejemplo. Sea 
 = f0; 1g con el orden natural, la �-�algebra
P(
) y la probabilidad

p(;) = 0 ; p(f0g) = p(f1g) =
1

2
; p(
) = 1 :

Consideremos el e.t.i. (IR; f�0 ; �1g) , en donde �0 es la topolog��a
discreta de IR y �1 la topolog��a grosera. En la correspondiente t.i.

(
�
� �)�2[0;1]

�
� �=

8<
: �0 para 0 � � � 1=2 ;

�1 para 1=2 < � � 1 ;

luego (
�
� �)�2[0;1] no es d-continua (en � = 1=2).

1.3.8 DEFINICI�ON. Una t.i. (��)�2[0;1] sobre un conjunto X indi-
ciada por [0; 1], i-continua y tal que �0 sea la topolog��a discreta de X
diremos que es una t.i. normal.

Sea (�!)!2
 una t.i. sobre X y para cada � 2 [0; 1] sea
�
� � la

topolog��a formada por los �-abiertos de (�!)!2
 . Entonces (
�
� �)�2[0;1]

es una t.i. normal que llamaremos t.i. normal asociada a (�!)!2
 .
Toda t.i. normal es en particular accesible.



1.3. Topolog��as imprecisas normales 11

1.3.9 Ejemplo. Si (X; � ) es un espacio topol�ogico ordinario, la t.i.

normal asociada a � , (
�
� �)�2[0;1] , viene dada por

(8 � > 0)
�
� �= �

y
�
� 0 la topolog��a discreta (1.2.13).

1.3.10 TEOREMA

Sea (��)�2[0;1] una t.i. normal sobre X. Sea A � X y
� 2 [0; 1]. A es un �-abierto si y s�olo si A 2 �� .

Pongamos I = [0; 1] . Si A 2 �� , entonces

IA � [0; �]

(IA se entiende en el sentido de 1.2.1), luego

�(A) � �

y A es un �-abierto.
Rec��procamente, supongamos que A es un �-abierto y � > 0. En-

tonces
�(A) � �

luego IA � [0; �] , o sea

(8 �0 < �) A 2 ��0

y
A 2 inf

�0<�
��0 = �� :

Por otra parte si A es on 0-abierto, A 2 �0 , pues �0 es la topolog��a
discreta.

1.3.11 COROLARIO

Sea (��)�2[0;1] una t.i. normal sobre X. Entonces (��)�2[0;1]
es su propia t.i. normal asociada.
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1.3.12 COROLARIO

Sea (�!)!2
 una t.i. sobre X y (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal

asociada. Los �-abiertos son los mismos para (�!)!2
 y

(
�
� �)�2[0;1] .

1.4 �-cerrados y �-entornos.

1.4.1 DEFINICI�ON. Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., (
�
� �)�2[0;1] la t.i.

normal asociada. Sea � 2 [0; 1] . Sea A � X ; diremos que A es un
�-cerrado de X o de la t.i. (�!)!2
 , cuando CA sea un �-abierto, es

decir, cuando sea un cerrado de
�
� � . Cuando A sea 1-cerrado, diremos

que es cerrado.
Sea V � X y x 2 X, diremos que V es un �-entorno de x para

(�!)!2
 , cuando exista un �-abierto A tal que

x 2 A � V ;

es decir, cuando V sea un entorno de x para
�
� � .

1.4.2 Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., A � X , � 2 [0; 1] . Consideremos
el conjunto (de A)


0
A = f! 2 
 jA es cerrado para �!g :

Entonces, A es �-cerrado si y s�olo si

p(
0
A) � � :

1.4.3 Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada.

Sea V � X , x 2 X , � 2 [0; 1] . Consideremos el conjunto (de A)


V;x = f! 2 
 jV es un entorno de x por �!g :

Si V es un �-entorno de x, entonces

p(
V;x) � � :
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En efecto, sea A 2
�
� � tal que

x 2 A � X :

Como

A � 
V;x ;

resulta
p(
V;x) � p(
A) = �(A) � � :

Sin embargo, es posible que p(
V;x) � � sin que V sea un �-entorno
de x, y ello incluso cuando la t.i. es normal, como muestra el ejemplo
siguiente.

1.4.4 Ejemplo. Recordemos que si X es un conjunto, A � X y
� una topolog��a sobre A, llamamos `extensi�on trivial' de � a X a la
topolog��a sobre X

� [X :

Si � 2 (0; 1) pongamos

t� =
1 � �

�

y designemos por I� el intervalo abierto de IR

I� = (�t�; t�) :

Obs�ervese que
t�

�!
�! 0 1 y t�

�!
�! 1 0 :

Para � 2 (0; 1) designamos por �� la topolog��a sobre IR que es la
extensi�on trivial de la topolog��a usual de I�.

Designamos por �0 la topolog��a discreta de IR y por �1 la topolog��a
grosera.

(��)�2[0;1] es una t.i. sobre IR, veamos que es normal. Sea � 2 (0; 1)
y A un abierto para inf�0<� ��0 . Si A = IR , evidentemente A 2 �� . Si
A 6= IR , entonces A es un abierto de IR contenido en I�0 para cada
�0 < � , luego contenido en I� y A 2 �� .

Sea A un abierto para inf�0<1 ��0 . Si A = IR , A 2 �1 . Si A 6= IR ,
A es un abierto de IR contenido en I�0 para cada �0 < 1 , luego A = ;
y A 2 �1 .

Como (��)�2[0;1] es normal, es su propia t.i. normal asociada.
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Tomemos V = [�1; 1] y x = 0 . Para cada � 2 [0; 1) , V es un
entorno de 0 para �� , luego


V;0 = [0; 1)

y
p(
V;0) = 1 ;

sin embargo V no es un 1-entorno de 0, pues el �unico 1-entorno de 0
es IR .

1.4.5 Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., V � X y x 2 X . Sea � > 0 .
Acabamos de ver que es posible que V sea un �0-entorno de x para
cada �0 < � , sin que sea un �-entorno de x . Sin embargo si A � X y
A es �0-abierto para cada �0 < � , A es un �-abierto y tambi�en si A es
�0-cerrado para cada �0 < � , A es un �-cerrado (1.3.4).



Cap��tulo 2

Comparaci�on de topolog��as

imprecisas.

Dos t.i. cuyos conjuntos de ��ndices sean completamente dispares pueden
sin embargo representar esencialmente lo mismo. La mejor muestra de esta
situaci�on es hasta ahora el corolario (1.3.12). Vamos pues a considerar
equivalentes (2.2.5) dos t.i. cuyos �-abiertos sean los mismos para cada
� 2 [0; 1].

Vemos que, gracias a esta noci�on de equivalencia, podemos limitarnos en
el fondo a considerar las t.i. normales (1.3.8). La variedad de los conjuntos
de ��ndices deja as�� de ser un inconveniente a la hora de someter las t.i. a
un tratamiento general.

Las aplicaciones que permiten formalizar la equivalencia de t.i. son
las aplicaciones continuas (2.1.13). Abordamos sin embargo el estudio de
aplicaciones continuas de un tipo a la vez m�as general y m�as natural: las
aplicaciones �-continuas (2.1.13). Un caso particular de �estas, el de las
aplicaciones �-continuas, ser�a el m�as interesante. La �-continuidad puede
interpretarse como una continuidad `su�ciente cuando nos conformamos
con un nivel de seguridad � '.

Algunos resultados (2.1.20 y 2.2.3) generalizan proposiciones cl�asicas.

2.1 Aplicaciones �-continuas.

2.1.1 Sean (X; (�!)!2
) y (Y; (��)�2�) dos e.t.i. y f : X ! Y una
aplicaci�on. Si ! 2 
 y � 2 � consideremos la propiedad

(!-�) Para cada abierto B de �� , f�1(B) es un abierto de �! .

Si f posee la propiedad (!-�) y si !0 � ! y �0 � � , entonces f posee

15



16 2. Comparaci�on de topolog��as imprecisas

tambi�en la propiedad (!0-�0) .

2.1.2 Ejemplo. Si (X; � ) y (Y; �) son dos espacios topol�ogicos or-
dinarios y f : X ! Y una aplicaci�on, la propiedad (1-1), en donde 1
es el �unico ��ndice de las t.i. � y � (1.1.12), equivale a la continuidad
de f para las topolog��as ordinarias � y �.

2.1.3 Fuera del ejemplo precedente, la propiedad (!-�) carace de
inter�es, al no tener signi�cado probabil��stico alguno. Una noci�on m�as
importante es la que sigue.

2.1.4 DEFINICI�ON. Sean (X; (�!)!2
) y (Y; (��)�2�) dos e.t.i.,

(
�
� �)�2[0;1] y (

�
��)�2[0;1] las correspondientes t.i. normales asociadas. Sea

f : X ! Y una aplicaci�on. Si �; � 2 [0; 1] consideramos la propie-

dad (�-�):

(�-�) Para cada �-abierto B de Y , f�1(B) es un �-abierto de X,

o sea, f posee la propiedad (�-�) cuando f es una aplicaci�on continua

para las topolog��as ordinarias
�
� � de X y

�
�� de Y .

Si f posee la propiedad (�-�) y si �0 � � y �0 � � , entonces f posee
tambi�en la propiedad (�0-�0) .

f posee siempre la propiedad (0-�) cualquiera que sea � 2 [0; 1] .

2.1.5 Si (X; (��)�2[0;1]) y (Y; (��)�2[0;1]) son e.t.i. dotados de t.i. nor-
males y f : X ! Y una aplicaci�on, las propiedades (�-�) para cada
�; � 2 [0; 1] signi�can lo mismo en el sentido de (2.1.1) y en el de (2.1.4).

Sin embargo, en el caso general, la �unica relaci�on es la siguiente,
cuya demostraci�on omitimos por ser inmediata:

2.1.6 PROPOSICI�ON

Sean (X; (�!)!2
) y (Y; (��)�2�) dos e.t.i., f : X ! Y
una aplicaci�on. Designemos por p; p0 las probabilidades
respectivas de 
 y �.

a) Si f posee la propiedad (!-�) y si

p0[�0; �) < � y p0[�0; !] � �
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entonces f posee la propiedad (�-�).

a) Si f posee la propiedad (�-�) y si

p0[�0; �] � � y p0[�0; !) < �

entonces f posee la propiedad (!-�).

2.1.7 Ejemplo. Sean X;Y dos e.t.i. Si X es un espacio topol�ogico
ordinario y � 2 [0; 1], las aplicaciones f : X ! Y que poseen la
propiedad (�-�) son las mismas, cualquiera que sea � > 0.

Si Y es un espacio topol�ogico ordinario y � 2 [0; 1], las aplicaciones
f : X ! Y que poseen la propiedad (�-�) son las mismas, cualquiera
que sea � > 0.

Por �n, si X e Y son espacios topol�ogicos ordinarios, las aplica-
ciones f : X ! Y que poseen la propiedad (�-�) son las mismas,
cualquiera que sean � > 0 y � > 0, y son justamente las aplicaciones
continuas en el sentido tradicional.

2.1.8 Sean X;Y dos e.t.i., f : X ! Y . Hemos visto en (2.1.4)
que f siempre posee alguna propiedad (�-�). Vamos a plantearnos el
problema de encontrar `los mejores' � y � para los que f posee (�-�),
o sea el mayor � y el menor � posibles.

2.1.9 Fijemos � 2 [0; 1]. Puede no existir ningun � 2 [0; 1] tal que
f posea (�-�). La existencia de tal � es por otra parte equivalente a
que f posea (�-1). Supongamos incluso que f posea (�-1), y sea

�0 = inff� j f posee (�-�)g :

En general, f no posee (�-�0). Esto es debido al hecho de que la t.i.
normal asociada a Y no es en general d-continua.

El ejemplo (2.1.7) nos proporciona de forma sencilla casos en los
que tales situaciones se presentan.
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2.1.10 Fijemos � 2 [0; 1]. Ahora, el conjunto

f� j f posee (�-�)g

es no vac��o y, adem�as, si �0 es su extremo superior, f posee a�un (�-�0).
Para � 2 [0; 1] representaremos dicho extremo superior por

�f (�) ;

que es pues el m�aximo de los � 2 [0; 1] tales que f posee (�-�). Pon-
dremos adem�as

�f (0) = 0

(una explicaci�on del tratamiento an�omalo del caso � = 0 se encuentra
en la introducci�on al cap��tulo 5). La funci�on

�f : [0; 1] ! [0; 1]

� ! �f (�)

as�� de�nida recibir�a el nombre de m�odulo de continuidad de f .
Tenemos, de manera inmediata:

2.1.11 PROPOSICI�ON

Sean X;Y dos e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on, �f su
m�odulo de continuidad.

a) Cualquiera que sea � 2 [0; 1] , f posee (�f (�)-�).

b) Sea � > 0. f posee (�-�) si y s�olo si � � �f (�).

c) �f es creciente.

2.1.12 Veamos algunas notaciones que emplearemos en �este y en
sucesivos cap��tulos.

M representar�a el conjunto de las aplicaciones

� : [0; 1]! [0; 1]

crecientes y tales que �(0) = 0. Todo m�odulo de continuidad es pues
un elemento de M.



2.1. Aplicaciones �-continuas 19

Para cada � 2 [0; 1] , representaremos por i� el elemento de M
de�nido por

i�(�) =

(
0 si � � �
� si � > � :

En particular, i0 es la aplicaci�on id�entica de [0; 1] en s�� mismo, i1 es
la aplicaci�on id�enticamente nula. Si � � �0 tenemos i� � i�0 . Tambi�en
tenemos

i� � i�0 = i�0 � i� = imax(�;�0) :

2.1.13 DEFINICI�ON. Sean X;Y dos e.t.i., f : X ! Y una apli-
caci�on. Sea � 2 M. Diremos que f es �-continua cuando para cada
� 2 [0; 1] , f posea la propiedad (�f(�)-�).

Entonces f es �-continua si y s�olo si

� � �f :

En particular f es �f -continua. M�as exactamente �f es la mayor de
las funciones � 2 M tales que f es �-continua.

Sea � 2 [0; 1] . Diremos que f es �-continua cuando f sea i�-
continua.

f es siempre 1-continua. Cuando f sea 0-continua, diremos sim-
plemente que f es continua.

Sea � 2 [0; 1] . Son equivalentes:

(i) f es �-continua ;

(ii) (8 � > �) �f (�) � � ;

(iii) (8 �0 > �) f posee (�0-�0) :

Si f es �-continua y � � �0, f es �0-continua.

2.1.14 Ejemplo. Sean X;Y dos e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on.
Si X es un espacio topol�ogico ordinario, entonces �f es la funci�on
caracter��stica de un intervalo del tipo (�; 1] o [�; 1] , eventualmente
vac��o.

Si Y es un espacio topol�ogico ordinario, �f es constante sobre (0; 1].
Si X e Y son espacios topol�ogicos ordinarios, �f es id�enticamente

nula cuando f no es continua en el sentido ordinario, y �f es la funci�on
caracter��stica de (0; 1] cuando f es continua en el sentido ordinario.



20 2. Comparaci�on de topolog��as imprecisas

Si X e Y son espacios topol�ogicos ordinarios, entonces f es conti-
nua en el sentido de (2.1.13) si y s�olo si lo es en el sentido ordinario.

2.1.15 Como veremos en (5.3.9), s�olo las funciones � 2 M que
sean continuas a la izquierda van a permitirnos relacionar bien la �-
continuidad global y local. Si � 2 M, son equivalentes:

(i) � es continua a la izquierda ;

(ii) � es semicontinua inferiormente;

(iii) (8 � > 0) �(�) = sup�0<� �(�
0) :

Representaremos por R el conjunto de las funciones � 2 M que son
continuas a la izquierda. En particular, si � 2 [0; 1] , i� 2 R. Si
�;�0 2 R, entonces � � �0 2 R,

2.1.16 Sean X;Y dos e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on. El extremo
superior ��f de las funciones � 2 R tales que f sea �-continua, es a�un
una funci�on de R y f es ��f -continua.

��f es pues la mayor de las funciones � 2 R tales que f es �-
continua. Daremos a ��f el nombre de m�odulo regular de continuidad

de f .
Evidentemente

��f < �f

y la igualdad es cierta si y s�olo si �f 2 R.
Si � 2 R, entonces f es �-continua si y s�olo si

� � ��f :

En particular, f es �-continua si y s�olo si

i� � ��f :

2.1.17 Sean X;Y dos e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on. Entonces el
m�odulo regular de continuidad ��f de f se obtiene a partir del m�odulo
de continuidad �f , poniendo ��f (0) = 0 y para cada � > 0

��f (�) = sup
�0<�

�f (�
0) :
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En efecto, poniendo

�(0) = 0 y (8 � > 0) �(�) = sup
�0<�

�f (�
0)

es inmediato que � 2 R y � � �f , lo que implica que

� � ��f :

Por otra parte, como ��f � �f , entonces si � > 0 ,

(8 �0 < �) ��f (�
0) � �f (�

0) ;

luego
��f (�) = sup

�0<�

��f (�
0) � sup

�0<�
�f (�

0) = �(�) ;

lo que demuestra que
��f � � :

2.1.18 LEMA

Sean X;Y;Z tres e.t.i. y f : X ! Y , g : Y ! Z dos
aplicaciones. Sean �; �; 
 2 [0; 1] . Si f posee la propiedad
(�-�) y g posee la propiedad (�-
) , entonces g � f posee la
propiedad (�-
) .

2.1.19 PROPOSICI�ON

Sean X;Y;Z e.t.i. y f : X ! Y , g : Y ! Z aplicaciones.
Representemos por �f ,�g,�g�f los m�odulos de continuidad
y por ��f ,��g,��g�f los m�odulos de continuidad regulares de
f ,g y g � f . Tenemos

�g�f � �f � �g ;

��g�f � ��f � ��g :
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Si 
 > 0, entonces g posee (�g(
)-
) y f posee (�f � �g(
)-�g(
))
luego g � f posee (�f � �g(
)-
) . Aplicando entonces (2.1.11b) se
obtiene

�g�f � �f � �g :

Por otra parte (2.1.15) , ��f � ��g 2 R y

��f � ��g � �f � �g � �g�f ;

luego
��g�f � ��f � ��g :

2.1.20 COROLARIO

Sean X;Y;Z e.t.i. y f : X ! Y , g : Y ! Z aplicaciones.
Sean �;�0 2 M ; si f es �-continua y g es �0-continua,
entonces g � f es � � �0-continua.

Sean �; �0 2 [0; 1] y �00 = max(�; �0) ; si f es �-continua y g
es �0-continua, entonces g � f es �00-continua.

2.1.21 El ejemplo siguiente muestra que las desigualdades de la
proposici�on (2.1.19) son, en general, estrictas.

2.1.22 Ejemplo. SeaX un conjunto, � la topolog��a grosera sobre X
y � una topolog��a sobre X con � 6= � . Sea i : X ! X la aplicaci�on
id�entica. Sea Y un e.t.i. cualquiera y g : X ! Y una aplicaci�on
constante. Consideremos el diagrama

(X; � )
i
! (X;�) g

!

||||!
g�i=g

Y .

Tenemos
��g = �g � 1

y
��i = �i � 0

luego
��i � ��g = �i � �g � 0

y sin embargo
��g�i = �g�i � 1
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2.1.23 Utilizando los razonamientos de (2.1.14) puede verse que
existen m�odulos de continuidad tanto s.c.i. como s.c.s. y en particular
que el m�odulo y el m�odulo regular de continuidad de una funci�on no
coinciden en general. Los dos ejemplos que siguen precisan a�un m�as
esta cuesti�on.

2.1.24 Ejemplo. Sea � 2 R (2.1.15). Veamos que existen e.t.i. X
e Y y una aplicaci�on f : X ! Y tales que

�f = ��f = � :

Sea IR0=(IR; (��)�2[0;1]) el e.t.i. normal constru��do en el ejemplo (1.4.4).
Consideremos ahora en IR la t.i. (��)�2[0;1] de�nida por
- �0 es la topolog��a discreta;
- si � > 0, �� = inf�0<� ��(�0);

como para �0 > 0

��0 = inf
�0<�0

��(�0) = inf
�<�0

( inf
�0<�

��(�0)) = inf
�<�0

�� ;

resulta que tambi�en (��)�2[0;1] es normal.
Consideremos entonces la aplicaci�on id�entica

i : IR0 = (IR; (��)�2[0;1])! (IR; (��)�2[0;1])

y veamos que
�i = � :

Sea � > 0 .
Si � � �(�), entonces

�� � ��(�)

y como
�(�) = sup

�0<�
�(�0) ;

resulta que
��(�) = inf

�0<�
��(�0) = �� ;

luego
�� � ��

y i posee la propiedad (�-�) .
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Si � > �(�), entonces

�� < ��(�) � inf
�0<�

��(�0) = ��

y i no posee la propiedad (�-�) luego �i(�) = �(�) .

2.1.25 Ejemplo. Sea � 2 M (2.1.12) y supongamos que � es s.c.s.
o, lo que es lo mismo, continua a la derecha o, a�un,

(8 � < 1) �(�) = inf
�0>�

�(�0) :

Veamos que existen e.t.i. X e Y y una aplicaci�on f : X ! Y tales
que

�f = � :

En particular, entonces, si � no es continua se tiene

��f 6= �f :

Sea de nuevo IR0 = (IR; (��)�2[0;1]) el e.t.i. normal constru��do en el
ejemplo (1.4.4). Consideremos en IR la t.i. (��)�2[0;1] de�nida por

- �0 es la topolog��a discreta;
- si � > 0, �� = inf�(�)<� �� .

Si � > 0 ,

�� = inf
�(�)<�

�� = inf
�0<�

( inf
�(�)<�0

��) = inf
�0<�

�0� ;

luego (��)�2[0;1] es tambi�en normal.
Consideremos la aplicaci�on id�entica

i : (IR; (��)�2[0;1])! (IR; (��)�2[0;1])

y veamos que

�i = � :

Sea � > 0 .
Si � � �(�), cuando �(�) = 0 entonces � = 0 y i posee (�-�) .

Cuando �(�) 6= 0 y 0 < � � �(�)

�� = inf
�(�0)<�

��0
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pero, si �(�0) < � , entonces �0 < � y ��0 � �� , luego

�� � ��

y i posee tambi�en (�-�) .

Si � > �(�), como

�(�) = inf
�0>�

�(�0) ;

existe �0 tal que

� > �(�0) > �(�)

luego

�� � ��0 < ��

y i no posee (�-�) .

Luego

�i(�) = �(�) :

2.2 Comparaci�on de topolog��as impreci-

sas.

2.2.1 Sean (�!)!2
 y (��)�2� dos t.i. sobre X. La posible dispari-
dad entre los conjuntos y las estructuras de 
 y � hacen en general
imposible la comparaci�on de ambas t.i. mediante la simple compara-
ci�on de las topolog��as �! y ��.

Para comparar ambas t.i. recurriremos entonces a las propiedades
de continuidad de la aplicaci�on id�entica de X.

2.2.2 DEFINICI�ON. Sean X;Y dos e.t.i., f : X ! Y una apli-
caci�on. Cuando f sea biyectiva y f y f�1 sean �-continuas, diremos
que f es un �-isomor�smo.

Dos e.t.i. entre los que existe un �-isomor�smo diremos que son
�-isomorfos.

Para � = 0 hablaremos simplemente de isomor�smo o de e.t.i.
isomorfos.
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2.2.3 PROPOSICI�ON

La aplicaci�on compuesta de un �-isomor�smo y un �0-iso-
mor�smo es un �00-isomor�smo para

�00 = max(�; �0) :

La aplicaci�on id�entica de un e.t.i. en s�� mismo es un isomor-
�smo. La inversa de un �-isomor�smo es un �-isomor�smo.

El primer aserto es consecuencia de (2.1.20), y los otros dos son evi-
dentes.

2.2.4 Ejemplo. Si (X; � ) y (Y; �) son dos espacios topol�ogicos or-
dinarios y f : X ! Y una aplicaci�on, decir que f es un �-isomor�smo
equivale, cualquiera que sea � < 1 , a decir que f es un homeomor�smo.

2.2.5 DEFINICI�ON. Sean (�!)!2
 y (��)�2� dos t.i. sobre X.
Pondremos

(��)�2� (� �) (�!)!2


cuando la aplicaci�on id�entica

i : (X; (�!))! (X; (��))

sea �-continua. Cuando

(��)�2� (� 0) (�!)!2


escribiremos simplemente

(��)�2� � (�!)!2


y diremos que (��)�2� es menos �na que (�!)!2
 o que (�!)!2
 es m�as

�na que (��)�2� .
(� �) y en particular � son relaciones de preorden (re
exivas y

transitivas) en la clase de las t.i. sobre X. Cuando

(��) (� �) (�!) y (�!) (� �) (��)
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o sea, cuando la aplicaci�on id�entica sea un �-isomor�smo, pondremos

(��)�2� (' �) (�!)!2
 :

Para � = 0 , pondremos

(��)�2� ' (�!)!2
 :

y diremos que (��) y (�!) son equivalentes.

(' �) y en particular ' son relaciones de equivalencia en la clase
de las t.i. sobre X.

2.2.6 TEOREMA

Toda t.i. sobre X es equivalente a la t.i. normal asociada
a ella.

Dos t.i. sobre X son equivalentes si y s�olo si sus respectivas
t.i. normales asociadas coinciden.

Dos t.i. normales sobre X son equivalentes si y s�olo si
coinciden.

� es una relaci�on de orden en el conjunto de las t.i. nor-
males sobre X.

2.2.7 COROLARIO

Dos topolog��as ordinarias sobre X son equivalentes si y
s�olo si coinciden.

Resulta de la descripci�on que hicimos en (1.3.9) de la t.i. normal
asociada a una topolog��a ordinaria.
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2.2.8 PROPOSICI�ON

Si un e.t.i. (X; (�!)!2
) es isomorfo a un espacio topo-
l�ogico ordinario (Y; �) , entonces (�!)!2
 es equivalente a
una topolog��a ordinaria sobre X.

En efecto, sea
f : (X; (�!)!2
)! (Y; �)

un isomor�smo y sea ~� la topolog��a ordinaria sobre X trasladada de
� mediante la biyecci�on

f�1 : (Y; �)! X :

Entonces
f�1 : (Y; �)! (X; ~�)

es un homeomor�smo, o sea (2.2.4) un isomor�smo. Entonces la apli-
caci�on id�entica

i : (X; (�!)!2
)! (X; ~�) ;

i = f�1 � f , es un isomor�smo, o sea (�!)!2
 y ~� son equivalentes.

2.2.9 Por cualquiera de las relaciones de preorden (� �) en la clase
de las t.i. sobre X , las topolog��as ordinarias discreta y grosera son
respectivamente m�as �na y menos �na que cualquier otra t.i. sobre X.



Cap��tulo 3

Traza de una topolog��a imprecisa.

El presente cap��tulo trata de generalizar la noci�on cl�asica de subespacio
topol�ogico al caso de un e.t.i.

Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada y A � X .

Existen dos opciones posibles a la hora de considerar sobre A una t.i. que
provenga de la estructura de e.t.i. de X . La primera es considerar en A

la t.i.
(�!jA)!2


formada por las trazas de las topolog��as �! , y donde 
 conserva su es-
tructura de conjunto estructurado de ��ndices. La segunda posibilidad es
considerar en A la t.i.

(
�
�� jA)�2[0;1]

formada por las trazas de las topolog��as
�
� � . Esta t.i. est�a indiciada por [0; 1]

y adem�as
�
�0 jA es la topolog��a discreta. En apariencia, esta segunda opci�on

nos ahorrar��a la consideraci�on en A de la t.i. normal asociada, siempre que

(
�
� � jA)�2[0;1] fuese ya normal. Sin embargo no es as�� en general (3.1.5
y 3.1.6). S�olo en ocasiones especiales (3.1.11) dicha t.i. es normal.

Cualquiera que sea la traza que consideremos, la inyecci�on can�onica

A ,! X

es continua (3.1.7 y 3.1.8).
Hemos decidido considerar sobre un subconjunto A de un e. t. i.

(X; (�!)!2
) la t.i. (�!jA)!2
 , que parece en principio m�as natural y per-

mite abarcar tambi�en el otro caso, con s�olo tomar el e.t.i. (X; (
�
��)�2[0;1]) .

Esta de�nici�on soluciona adem�as de forma muy sencilla el problema de la
transitividad (3.1.21). En (3.1.22) aclaramos brevemente c�omo dicho pro-
blema admite a�un un cierto arreglo cuando consideramos la otra posibilidad
de de�nici�on de la traza.

29
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Desde el punto de vista de las topolog��as iniciales conviene sin embargo

tener en cuenta que (
�
� � jA)�2[0;1] es la t.i. menos �na sobre A que hace

continua la inyecci�on can�onica A ,! X . En efecto; sea � > 0 y B un

�-abierto de A para (
�
� � jA)�2[0;1] ; entonces B 2

�
� �0 jA para �0 2 [0; �) .

Si �0 < � , resulta que B = A\B0 con B0 2
�
� �0 , o sea B es un �0-abierto de A

para toda t.i. haciendo continua A ,! X . Por �n, B es un �-abierto de A
para cualquier t.i. haciendo continua A ,! X . Advirtamos para terminar
esta discusi�on que las dos de�niciones posibles son equivalentes cuando el
e.t.i. es accesible, que es el caso m�as importante (3.1.20).

En el apartado segundo nos ocupamos de los subespacios que poseen,
salvo una equivalencia,una topolog��a ordinaria, y de la b�usqueda del `mayor'
de tales subespacios.

Por �n, en la �ultima parte, demostramos que la continuidad de una

aplicaci�on se conserva con la restricci�on del dominio y, bajo ciertas hip�otesis,

con la restricci�on del espacio imagen.

3.1 Traza de una topolog��a imprecisa.

3.1.1 Si � es una topolog��a ordinaria sobre X y A � X, represen-
tamos por � jA la traza sobre A de � , esto es la topolog��a sobre A
formada por los conjuntos B \A cuando B recorre � .

3.1.2 DEFINICI�ON. Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., A � X . Sobre A
consideramos la t.i.

(�!jA)!2


que llamaremos t.i. de subespacio o tambi�en la traza sobre A de la t.i.

(�!)!2
 . Cuando (�!) es una t.i. accesible, tambi�en lo es su traza.

3.1.3 Ejemplo. Si (X; � ) es un espacio topol�ogico ordinario y A �
X , el subespacio A es el espacio topol�ogico ordinario (A; � jA) .

3.1.4 Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada.

Sea A � X, (�!jA)!2
 la t.i. traza y (
�

�A�)�2[0;1] la t.i. normal asociada.
En general

�
� � jA 6=

�

�A� :
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3.1.5 Ejemplo. Sea (IR; (��)�2[0;1]) el e.t.i. normal del ejemplo
(1.4.4). Sean

A = [�1; 1] y B = (0; 1] :

Para 0 < � < 1=2 , t� > 1 y como

B = A \ (0; t�)

resulta que B 2 ��jA . Entonces, B es un 1=2-abierto de A , o sea

B 2
�

�A1=2 . Sin embargo, ning�un abierto de �1=2 corta a A en B, luego
B 62 �1=2jA .

3.1.6 En particular, el ejemplo precedente demuestra que la traza
de una t.i. normal puede no ser normal.

3.1.7 PROPOSICI�ON

Con las notaciones de (3.1.4) se tiene

�
� � jA �

�

�A� ;

es decir, la traza en A de un �-abierto de X es un �-abierto
de A.

En efecto, sea B un �-abierto de X ; entonces

p(
B) � � :

Utilizando, si D � A ,la notaci�on


A
D = f! 2 
 jD 2 �!jAg ;

se tiene

B � 
A

B\A ;

luego
p(
A

B\A) � �

y esto signi�ca que B \A es un �-abierto de A.



32 3. Traza de una topolog��a imprecisa

3.1.8 COROLARIO

Sea X un e.t.i., A un subespacio. La inyecci�on can�onica

A ,!X

es continua.

3.1.9 Sea X un e.t.i., A � X . De forma enteramente an�aloga a la
proposici�on (3.1.7) se demuestra que la traza en A de un �-cerrado de
X es un �-cerrado de A.

3.1.10 TEOREMA

Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., � 2 [0; 1] , A � X .

Si A es un �-abierto de X y B � A son equivalentes:

(i) B es un �-abierto de A ;

(ii) B es un �-abierto de X :

Si A es un �-cerrado de X y B � A son equivalentes:

(i) B es un �-cerrado de A ;

(ii) B es un �-cerrado de X :

Supongamos que A es un �-abierto.
(ii))(i) es la proposici�on (3.1.7).
(i))(ii) Si B es un �-abierto de A , entonces

p(
A
B) � �

y por otra parte
p(
A) � � ;

pero

A
B \ 
A � 
B ;

luego
p(
B) � p(
A

B \ 
A) � �

y B es un �-abierto de X.
La segunda parte se demuestra en forma enteramente an�aloga.
Las consecuencias siguientes son inmediatas.
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3.1.11 COROLARIO

Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada,

A un subespacio de X. Supongamos que A es un abierto
o un cerrado de X. Entonces la t.i. normal asociada a la
traza (�!jA)!2
 es justamente la traza (

�
� � jA)�2[0;1] .

3.1.12 COROLARIO

Sea X un e.t.i. normal, A un abierto o un cerrado de X .
Entonces A es tambi�en un e.t.i. normal.

3.1.13 COROLARIO

Sean (�!)!2
 y (��)�2� dos t.i. sobre X que son equiva-
lentes. Sea A un abierto o cerrado de X (por cualquiera
de ambas t.i.). Las trazas sobre A de ambas t.i. son equi-
valentes.

3.1.14 Ejemplo. Sea (X; � ) un espacio topol�ogico ordinario,

(
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada. Sea A � X. Las trazas sobre A de �

y de (
�
� �)�2[0;1] son equivalentes.

3.1.15 El corolario (3.1.13) y el ejemplo (3.1.14) presentan dos ca-
sos en los que, bajo diferentes restricciones, las trazas de dos t.i. equi-
valentes son a�un equivalentes.

El ejemplo (3.1.17) nos mostrar�a que esta situaci�on no es sin em-
bargo general. Pero antes, veamos otro resultado.
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3.1.16 PROPOSICI�ON

Sea (�!)!2
 una t.i. sobre X , (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal

asociada. Sea A � X. Entonces

(
�
� � jA)�2[0;1] � (�!jA)!2
 :

Es decir, de las trazas de t.i. equivalentes, la de una t.i.
normal es siempre la menos �na.

Sea B � A y pongamos

IAB = f� 2 [0; 1] jB 2
�
� � jAg ;


A
B = f! 2 
 jB 2 �!jAg :

Si B es un �-abierto de A para (
�
� � jA)�2[0;1] , entonces

m(IAB) � � ;

en donde m es la medida de Lebesgue en [0; 1] . Supongamos que
� > 0 ; entonces para cada �0 < �

[0; �0] � IAB

luego

�0 2 IAB

o sea

B 2
�
� �0 jA

y existe B0 2
�
� �0 tal que B = B0 \ A . Pero B0 es un �0-abierto de X

para (�!)!2
 y aplicando (3.1.7), resulta que B es un �0-abierto de A
para (�!jA)!2
 . Como esto es cierto para cada �0 < � , resulta que B
es un �-abierto de A para (�!jA)!2
 .
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3.1.17 Ejemplo. Sea �0 el primer ordinal, �
 el primer ordinal no
numerable, �� = �
 + 1 .

Pongamos


 = [�0; �
) ;

es decir, el conjunto de los ordinales numerables. Con su orden ha-
bitual 
 veri�ca (o1) y (o2) (1.1.6) . Sea A la �-�algebra de P(
)
formada por los 
0 � 
 tales que 
0 o C
0 es numerable.

Sea p la probabilidad sobre (
;A) dada por

p(
0) =

8<
: 0 si 
0 es numerable ;

1 si C
0 es numerable ;


 es as�� un conjunto estructurado de ��ndices.
Sea

X = [�0; ��] :

Para cada �� 2 
 , designamos por ��� la topolog��a sobre X que es la
extensi�on trivial (1.4.4) a X de la topolog��a del orden en (��; ��] . Si
�� � ��0 , entonces (��0; ��] es un abierto de (��; ��] , lo que asegura que

��� � ���0 :

Entonces

(���)��2


es una t.i. sobre X (una t.i. que no es accesible). Sea (
�
� �)�2[0;1] la t.i.

normal asociada.
�
� 0 es la topolog��a discreta y, evidentemente,

(8 � > 0)
�
� �=

�
�1 :

Si B � X , entonces B 2
�
� 1 si y s�olo si


B = 


es decir,
�
� 1 es el extremo inferior (la intersecci�on) de las topolog��as ���

cuando �� 2 
. O sea, los abiertos de
�
� 1 son ;, X y f��g .

Pongamos

A = f�
; ��g
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y consideremos en A las trazas

(���jA)��2
 y (
�
� � jA)�2[0;1] :

Pongamos

B = f�
g :

Si �� 2 
 , como

B = A \ (��; ��)

resulta que

B 2 ���jA

luego B es un 1-abierto de A para (���jA)��2
 . Por otra parte, para

cada � > 0 ,
�
� � jA es la topolog��a sobre A cuyos abiertos son ;, A y f��g ,

luego B 62
�
� � jA . O sea, B no es un �-abierto de A con (

�
� � jA)�2[0;1]

para ning�un � > 0.
Las dos trazas en A

(���jA)��2
 y (
�
� � jA)�2[0;1]

no son pues equivalentes.

3.1.18 El ejemplo precedente muestra adem�as que las trazas de t.i.
no conservan el orden. En efecto

(���)��2
 � (
�
� �)�2[0;1]

mientras que

(���jA)��2
 6� (
�
� � jA)�2[0;1] :

Para la conservaci�on del orden es necesario a~nadir una hip�otesis de
accesibilidad.

3.1.19 PROPOSICI�ON

Sean (��)�2� y (�!)!2
 dos t.i. sobre X tales que

(��)�2� (� �) (�!)!2
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con � 2 [0; 1]. Supongamos que (��)�2� es accesible. Sea
A � X . Entonces

(��jA)�2� (� �) (�!jA)!2
 :

Sea �0 > � y sea B un �0-abierto de A para (��jA)�2� . Entonces

p(�A
B) � �0 :

Pongamos
�0 = sup�A

B :

Si suponemos que �0 2 �A
B ; entonces

�A
B = [�0; �0]

y en particular
B 2 ��0 jA

o sea
B = B0 \A

con B0 2 ��0 . Pero B0 es un �0-abierto de X para (��)�2� , luego
tambi�en para (�!)!2
 . Basta ahora aplicar la proposici�on (3.1.7) y
resulta que B es un �0-abierto de A para (�!jA)!2
 .

Si suponemos que �0 62 �A
B ; entonces

�A
B = [�0; �0) :

Existe (�n)n2IN � �A
B , �n % con supn �n = �0 y entonces

lim
n!1

p[�0; �n] � �0 :

Para cada �00 con � < �00 < �0 existe n 2 IN tal que

p[�0; �n] � �00

y como
[�0; �n] � �A

B

se prueba repitiendo la demostraci�on del caso precedente que B es un
�00-abierto de A para (�!jA)!2
 . Por �n, como esto es cierto para

� < �00 < �0

resulta que B es un �0-abierto de A para (�!jA)!2
 .
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3.1.20 COROLARIO

Sean (��)�2� y (�!)!2
 dos t.i. accesibles sobre X tales
que

(��)�2� (' �) (�!)!2


con � 2 [0; 1]. Sea A � X . Entonces

(��jA)�2� (' �) (�!jA)!2
 :

3.1.21 PROPOSICI�ON

Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. y sean

B � A � X :

La traza en B de la traza en A de (�!)
 es la traza en B
de (�!)
 .

3.1.22 Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada,

A�X. Nada esencial ganamos cuando en lugar de considerar (�!jA)
 ,

consideramos (
�
� � jA)[0;1] , pues como vimos en (3.1.6), esta �ultima

traza puede no ser normal. En cambio, la transitividad en el sentido
de (3.1.21) deja de ser cierta cuando para B � A tomamos ahora por

una parte (
�
� � jB)[0;1] y por otra (

�

�A� jB)[0;1] en donde hemos represen-

tado por
�

�A� el conjunto de los �-abiertos de A para (
�
� � jA)[0;1] .

Algo de la transitividad se conserva sin embargo, ya que como

�
� � jB =

�
� � jAjB

y como por de�nici�on (
�
� � jA)[0;1] y (

�

�A�)[0;1] son equivalentes, y adem�as
son accesibles, resulta que

(
�
� � jB)[0;1] y (

�

�A� jB)[0;1]

son equivalentes (3.1.20).
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3.2 Abierto de seguridad.

3.2.1 Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. Vamos a estudiar los subconjuntos
A de X tales que la traza de (�!)!2
 sobre A sea equivalente a una
topolog��a ordinaria. Una t.i. es equivalente a una topolog��a ordinaria
si y s�olo si los �-abiertos son los mismos cualquiera que sea � > 0
(v�ease 1.3.9).

Es evidente que cualquier subconjunto de X que se reduce a un
punto es de este tipo. Tambi�en lo es ; . Esto hace que en general no
exista un subconjunto de este tipo mayor que todos los otros, pues
deber��a ser necesariamente X. Ahora bien, hemos visto (por ejemplo
en 1.4.4) que una t.i. no es en general equivalente a una topolog��a
ordinaria.

3.2.2 Supongamos que A es un abierto de X. Si representamos por

(
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada a (�!)!2
 , sabemos (3.1.11) que la

t.i. normal asociada a (�!jA)
 es (
�
� � jA)[0;1] .

En consecuencia, (�!jA)
 es equivalente a una topolog��a ordinaria
sobre A si y s�olo si

(8 � > 0)
�
� � jA =

�
� 1 jA :

Tenemos adem�as la

3.2.3 PROPOSICI�ON

Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. Sea (Ai)i2I una familia de abier-
tos de X tales que para cada i , (�!jAi)
 es equivalente a
una topolog��a ordinaria. Entonces A = [Ai es un abierto
de X tal que (�!jA)
 es equivalente a una topolog��a ordi-
naria.

A es un abierto de X. Para cada i 2 I

(8 � > 0)
�
� � jAi =

�
� 1 jAi :

Veamos que

(8 � > 0)
�
� � jA =

�
� 1 jA :
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Sea � > 0 y B 2
�
� � jA ; entonces B 2

�
� � (3.1.10). Tenemos que

B = [(B \Ai)

y

(8 i) B \Ai 2
�
� � ;

luego

(8 i) B \Ai 2
�
� � jAi =

�
� 1 jAi ;

(8 i) B \Ai 2
�
� 1 ;

y por �n

(8 i) B = [(B \Ai) 2
�
� 1

luego

B 2
�
� 1 jA :

3.2.4 DEFINICI�ON. Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. La reuni�on de to-
dos los abiertos de X cuya t.i. (de subespacio) es equivalente a una
topolog��a ordinaria, es el mayor abierto deX cuya t.i. es equivalente a
una topolog��a ordinaria. Le daremos el nombre de abierto de seguridad

de X.

3.2.5 Ejemplo.Si (X; � ) es un espacio topol�ogico ordinario, el abier-
to de seguridad es X.

3.2.6 Ejemplo. Para el e.t.i. (X; (���)��2
) del ejemplo (3.1.17) el
abierto de seguridad es X, pues (���)��2
 es equivalente a la topolog��a
ordinaria

�
� 1= f;;X; f��gg :

3.2.7 Ejemplo. Para el e.t.i. IR0=(IR; (��)�2[0;1]) del ejemplo (1.4.4)
el abierto de seguridad es ; .

Si en dicho ejemplo hacemos para � 2 (0; 1)

t� =
1

�
;

obtenemos un e.t.i. an�alogo IR(�1;1) = (IR; (��)�2[0;1]) y cuyo abierto
de seguridad es (�1; 1) .
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3.2.8 LEMA

Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., A el abierto de seguridad. Sea
B � A y supongamos que B es un �-abierto de X para
alg�un � > 0. Entonces B es un abierto de X.

Basta aplicar el teorema (3.1.10).

3.2.9 PROPOSICI�ON

Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., A el abierto de seguridad. Sea
B � A y supongamos que B es un �-abierto de X para
alg�un � > 0. Entonces la traza de (�!)!2
 sobre B es
equivalente a una topolog��a ordinaria.

Por el lema precedsente, B es un abierto de X. Adem�as, como

(8 � > 0)
�
� � jA =

�
� 1 jA ;

resulta que

(8 � > 0)
�
� � jB =

�
� 1 jB ;

y esto, utilizando (3.2.2), termina la demostraci�on.

3.2.10 PROPOSICI�ON

Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. accesible, A el abierto de se-
guridad. Sea B � A . La traza de (�!)!2
 sobre B es
equivalente a una topolog��a ordinaria.

Las trazas
(�!jB)
 y (

�
� � jB)[0;1]

son equivalentes (3.1.20) y

(8 � > 0)
�
� � jA =

�
� 1 jA ;

por ser A el abierto de seguridad. Luego tambi�en

(8 � > 0)
�
� � jB =

�
� 1 jB

y entonces si D es un �-abierto de B para (�!jB)
 , lo es para

(
�
� � jB)[0;1] , y si � > 0 esto signi�ca que para �0 < �, D 2

�
� �0 jB , luego

D 2
�
� 1 jB , luego D es un abierto de B para (

�
� � jB)[0;1] y para (�!jB)
 .

Esto demuestra que (�!jB)
 es equivalente a una topolog��a ordinaria.
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3.3 Subespacios y continuidad.

3.3.1 PROPOSICI�ON

Sean X;Y dos e.t.i. f : X ! Y una aplicaci�on, sean
�; � 2 [0; 1] . Supongamos que f posee la propiedad (�-�).

Si A � X , entonces f jA posee (�-�).

Si B � Y , con f(X) � B y B es �-abierto o �-cerrado,
entonces f : X ! B posee (�-�).

Como la inyecci�on can�onica i : A ,! X es continua y f jA = f � i ,
aplicando el lema (2.1.18) demostramos la primera parte. Para la
segunda, basta utilizar el teorema (3.1.10).

3.3.2 PROPOSICI�ON

Sean X;Y dos e.t.i. � 2 M , f : X ! Y una aplicaci�on
�-continua.

Si A � X , entonces f jA es �-continua.

Si B es un abierto o un cerrado de Y con f(X) � B ,
entonces f : X ! B es �-continua.

Como i : A ,! X es continua y f jA = f � i , basta aplicar el corola-
rio (2.1.20) para probar la primera parte. Para la segunda, se aplica la
proposici�on precedente a la propiedad (�(�)-�) para cada � 2 [0; 1] .

3.3.3 Si X e Y son dos e.t.i. y f : X ! Y es un isomor�smo y si
A � X , no es cierto en general que la aplicaci�on biyectiva

f : A ! f(A)

x ! f(x)

sea un isomor�smo. Es justamente lo que muestra el ejemplo (3.1.17)
para la aplicaci�on id�entica

i : (X; (���)��2
)! (X; (
�
� �)�2[0;1])

y
A = f�
; ��g :
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3.3.4 PROPOSICI�ON

Sean X;Y son dos e.t.i., � 2 [0; 1] y f : X ! Y un �-
isomor�smo. Sea A un abierto o un cerrado de X. Enton-
ces la aplicaci�on

f : A ! f(A)

x ! f(x)

es un �-isomor�smo.

Para � = 1 es trivial; supongamos � < 1 . En primer lugar, f(A) es un
abierto o un cerrado de Y . Aplicando (3.3.2) resulta que

f : A! f(A)

es �-continua. Basta por �n hacer el mismo razonamiento con f�1 en
lugar de f y f(A) en lugar de A.

3.3.5 COROLARIO

Sean X;Y son dos e.t.i. y f : X ! Y un isomor�smo.
Si A es el abierto de seguridad de X entonces f(A) es el
abierto de seguridad de Y .
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Cap��tulo 4

Filtros.

La idea de �ltro que introducimos en (4.1.2) es la inmediata generalizaci�on
de la noci�on debida a H. Cartan. Para comprender el sentido de dicha
idea conviene tomar como propiedades que de�nen un �ltro las (f1), (f2),
(f4) y (f5) (4.1.2 y 4.1.4) e interpretar F(A) = � como signi�cando que
`A pertenece en cierta medida � al �ltro F '. Cuando para un �ltro ordinario
consideramos como en (4.1.10) la funci�on caracter��stica asociada, podemos
interpretarlo como un �ltro para el que la pertenencia es cuesti�on de `todo
o nada'.

Las propiedades de los �ltros ordinarios son utilizadas en la demostra-
ci�on de (4.2.4) y en otras de cap��tulos posteriores. El resultado (4.2.7)
por el que los maximales del conjunto de los �ltros sobre X son exacta-
mente los ultra�ltros cl�asicos, nos permitir�a m�as adelante simpli�car varias
demostraciones usando propiedades bien conocidas de �estos.

Adelantamos el sentido en que vamos a utilizar los �ltros en el ejem-
plo (4.1.3), en el que de�nimos el �ltro de los entornos de un punto para
una t.i. En el cap��tulo siguiente dedicaremos un apartado (el 5.1) a precisar
esta cuesti�on.

En (4.1.12) probamos que existen �ltros diferentes de los cl�asicos.

El comportamiento de nuestra noci�on de �ltro respecto de la imagen
y la imagen rec��proca por una aplicaci�on (4.3.2 y 4.3.6) nos permite pres-
cindir totalmente de la idea de base de �ltro. Hacemos sin embargo en los
p�arrafos (4.4.8) y siguientes una incursi�on en el tema de las bases de �ltro
para mostrar lo limitado de su alcance (4.4.12 y 4.4.13).

El orden en los �ltros se estudia en el primer apartado, pero la relaci�on
que m�as interesa es la que denotamos con (� �) (4.5.2) a pesar de la
p�erdida de propiedades que acarrea (4.5.7). Utilizando las mismas palabras
que en la introducci�on al cap��tulo 2 , podemos decir que (� �) (4.5.3) es
una relaci�on `su�ciente cuando nos conformamos con un nivel de

45
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seguridad � '.

De las relaciones (� �) , la m�as fuerte se da para � = 0 , que es justa-

mente la relaci�on �.

4.1 La noci�on de �ltro.

4.1.1 Sea X un conjunto no vac��o. Un �ltro sobre X (en el sentido
de Cartan) diremos que es un c-�ltro.

4.1.2 DEFINICI�ON. Sea X un conjunto no vac��o. Un �ltro sobre
X es una aplicaci�on

F : P(X)! [0; 1]

veri�cando

(f1) F(;) = 0 ;

(f2) F(X) = 1 ;

(f3) F(A \B) = min(F(A);F(B)) .

4.1.3 Ejemplo. Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i.; sea x 2 X . Para cada
A � X ponemos

Ex(A) = supf� > 0 jA es un �-entorno de xg

cuando el conjunto de tales � es no vac��o y

Ex(A) = 0

en caso contrario. Ex as�� de�nido es un �ltro. Diremos que es el �ltro
de los entornos de x por la t.i. (�!)!2
 .

4.1.4 Si F es una aplicaci�on de P(X) en [0; 1] , la propiedad (f3)
equivale al conjunto de las dos siguientes:

(f4) A � B ) F(A) � F(B) ;

(f5) F(A \B) � min(F(A);F(B)) .

La demostraci�on de tal equivalencia es inmediata.
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4.1.5 PROPOSICI�ON

Sea F un �ltro sobre X. Si A;B � X entonces

F(A) > 0 y F(B) > 0 ) A \B 6= ; :

En particular, si A � X , se tiene F(A) = 0 o F(CA) = 0 .

4.1.6 Sea F un �ltro sobre X. Utilizaremos con mucha frecuencia
las dos notaciones que siguen.

Para 0 < � � 1 ponemos

F� = fA 2 P(X) j F(A) � �g

y para 0 � � < 1 ponemos

F�+ = fA 2 P(X) j F(A) > �g :

Tanto F� como F�+ son c-�ltros.

4.1.7 Son inmediatas las proposiciones siguientes

0 < �0 � � ) F�0 � F� ;

�0 � � < 1 ) F�0+ � F�+ ;

0 < � < 1 ) F�+ � F� ;

�0 < � ) F� � F�0+ ;

(8 � > 0) F� =
\

0<�0<�

F�0 =
\

0<�0<�

F�0+ ;

(8 � < 1) F�+ =
[

�<�0<1

F�0 =
[

�<�0<1

F�0+ :

4.1.8 Si F es un �ltro sobre X y A � X se tiene

F(A) = supf� > 0 jA 2 F�g = supf� < 1 jA 2 F�+g

si tales conjuntos son no vac��os y

F(A) = 0

en caso contrario.
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4.1.9 Sean F ;G dos �ltros sobre X. Pondremos

G � F

para representar la relaci�on de orden habitual entre dos funciones con
llegada en [0; 1] , o sea,

(8A 2 P(X)) G(A) � F(A) :

Son entonces equivalentes

(i) G � F ;

(ii) (8 � > 0) G� � F� ;

(iii) (8 � < 1) G�+ � F�+ :

4.1.10 Ejemplo. Sea ~F un c-�ltro sobre X ; designemos por F la
funci�on caracter��stica en P(X) de ~F , o sea

F(A) =

8<
: 1 si A 2 ~F ;

0 si A 62 ~F ;

entonces F es un �ltro y (8 � > 0) F� = ~F .
Rec��procamente, si F es un �ltro tomando �unicamente los valores

0 y 1 , F es la funci�on caracter��stica del c-�ltro ~F = F� , cualquiera
que sea � > 0 .

La aplicaci�on que env��a cada c-�ltro en su funci�on caracter��stica es
pues una inyecci�on del conjunto de los c-�ltros enX sobre los �ltros de
X con valores 0 y 1 . Cuando hablemos de un c-�ltro nos referiremos
tanto al c-�ltro como a su funci�on caracter��stica.

Si F , G son c-�ltros sobre X, la expresi�on

G � F

signi�ca lo mismo en el sentido tradicional que en el de (4.1.9).

4.1.11 Ejemplo. Sea x 2 X . El �ltro de�nido por

Ux(A) =

8<
: 1 si x 2 A ;

0 si x 62 A ;

es un c-�ltro.
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4.1.12 Ejemplo. El ejemplo (4.1.3) nos permite construir sin di�-
cultad �ltros que no sean c-�ltros. As��, en el e.t.i. del ejemplo (1.4.4),
si E1 es el �ltro de los entornos de 1 , se tiene

E1([0; 2]) = 1=2 :

4.1.13 Si (X; � ) es un espacio topol�ogico ordinario y x 2 X , el
�ltro Ex de los entornos de x en el sentido de (4.1.3) es el c-�ltro de
los entornos de x por � .

4.1.14 Sea X 6= ; . Sea (U�)�2(0;1] una familia de c-�ltros sobre X
veri�cando

0 < �0 � � ) U�0 � U� :

De�nimos entonces un �ltro F sobre X poniendo

F(A) = supf� > 0 jA 2 U�g

cuando el conjunto de tales � es no vac��o y

F(A) = 0

en caso contrario. Diremos que F es el �ltro engendrado por la familia
mon�otona de c-�ltros (U�)�2(0;1] .

Se tiene

(8 0 < � < 1) F�+ � U� � F�

y adem�as, despu�es de lo que hemos visto en (4.1.8), F es el �unico �ltro
veri�cando tales desigualdades.

4.1.15 Si F es un �ltro sobre X , F es justamente el �ltro engen-
drado por la familia mon�otona de c-�ltros (F�)�2(0;1] .

4.1.16 Ejemplo. Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal

asociada. Sea x 2 X. Para cada � > 0 , sea Vx;� el c-�ltro de los

�-entornos de x, esto es, de los entornos de x por
�
� � . La familia

mon�otona de c-�ltros (Vx;�)�2(0;1] engendra justamente el �ltro Ex de
los entornos de x (4.1.3).
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Para el e.t.i. IR0 = (IR; (��)�2[0;1]) del ejemplo (1.4.4), para x = 1
y V = [0; 2] se tiene

V 62 Vx;1=2 y V 2 Ex;1=2 :

Para el e.t.i. (IR; f�0; �1g) del ejemplo (1.3.7) si x 2 IR y V = fxg
se tiene

V 2 Vx;1=2 y V 62 Ex;1=2+ :

4.1.17 Sea F el �ltro engendrado por la familia mon�otona de c-
�ltros (U�)�2(0;1] . En el ejemplo precedente hemos visto que las desi-
gualdades

(8 0 < � < 1) F�+ � U� � F�

son en general estrictas. Para que se veri�quen las igualdades

(8 � > 0) U� = F�

es condici�on necesaria y su�ciente que (U�)�2(0;1] sea continua a la
izquierda, o sea que

(8 � > 0) U� =
\

0<�0<�

U�0 :

4.1.18 Sea X un conjunto no vac��o, F (X) el conjunto de los �ltros
sobre X. Estudiaremos la relaci�on de orden (4.1.9) en F (X) .

Existe un m��nimo, que es el c-�ltro F = fXg .
No existe un m�aximo en cuanto X posee al menos dos puntos. En

efecto, si x; y 2 X , x 6= y , consideremos los c-�ltros Ux y Uy (4.1.11) .
No existe ning�un �ltro G tal que

Ux � G y Uy � G

pues entonces

G(fxg) = G(fyg) = 1

y

G(;) = G(fxg \ fyg) = 1 ;

lo que es absurdo.
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4.1.19 TEOREMA

El orden en F (X) es inductivo

Sea (F (i))i2I un conjunto totalmente ordenado de �ltros sobreX. Para
cada A � X pongamos

F(A) = sup
i2I

F (i)(A) :

F es un �ltro. En efecto: (f1) y (f2) se cumplen de forma evidente.
Tambi�en es inmediato (f4).

Probemos (f5); razonemos por reducci�on al absurdo, suponiendo
que existen A y B tales que

F(A \B) < min(F(A);F(B)) ;

o sea

F(A\B) < F(A) = supF (i)(A) y F(A\B) < F(B) = supF (i)(B) :

Existen entonces j; k 2 I tales que

F(A \B) < F (j)(A) y F(A \B) < F (k)(B) :

Pero (F (i))i2I es totalmente ordenado; si por ejemplo F (k) � F (j) , se
tiene entonces

F(A \B) < F (j)(A) y F(A \ B) < F (j)(B) ;

o sea

F(A \B) < min(F (j)(A);F (j)(B)) = F (j)(A \B)

lo que va en contra de la de�nici�on de F . Por �n, F es una cota
superior de (F (i))i2I .
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4.1.20 PROPOSICI�ON

Sea (F (i))i2I una familia de �ltros sobre X. Para cada
A � X ponemos

F(A) = inf
i2I
F (i)(A) :

F es un �ltro sobre X , que es el extremo inferior de la
familia (F (i))i2I .

F veri�ca (f1), (f2) y (f4) de forma inmediata. Por otra parte, si
A;B 2 P(X) se tiene para cada i 2 I

F (i)(A \B) � min(F(A);F(B))

luego

F(A \B) � min(F(A);F(B)) ;

lo que prueba (f5). Y es evidente que F es el extremo inferior de
(F (i))i2I .

4.2 Ultra�ltros.

4.2.1 DEFINICI�ON. Un �ltro F sobre X es un ultra�ltro si es un
maximal del conjunto F (X) de los �ltros sobre X .

4.2.2 Ejemplo. Un c-�ltro sobre X que es un ultra�ltro en el sen-
tido ordinario es un ultra�ltro en el presente sentido, como se demues-
tra f�acilmente aplicando (4.1.5).

4.2.3 Si F es un �ltro sobre X , existe un ultra�ltro U tal que

F � U :

Es una consecuencia de (4.1.19) y del axioma de Zorn.
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4.2.4 PROPOSICI�ON

Sea F un �ltro sobre X ; sea A � X . Son equivalentes

(i) Existe un �ltro G tal que F � G y G(A) = 1 ;

(ii) Existe un ultra�ltro U tal que F � U y U(A) = 1 ;

(iii) Existe un �ltro G tal que F � G y G(A) > 0 ;

(iv) F(B) > 0 ) B \A 6= ; :

(i)) (ii) y (ii)) (iii) son evidentes.
(iii) ) (iv) Si F(B) > 0 , entonces G(B) > 0 , y como G(A) > 0

resulta que
G(A \B) > 0

luego A \B 6= ; .
(iv) ) (i) Consideremos el subconjunto B de P(X) formado por

A y por los subconjuntos B de X tales que F(B) > 0. Cualquier
intersecci�on �nita de conjuntos de B es no vac��a, luego existe un c-
�ltro G con valor 1 en cada conjunto de B . De forma evidente

F � G y G(A) = 1 :

4.2.5 COROLARIO

Sea F un �ltro sobre X y sea A � X tal que F(A) > 0 .
Existe entonces un �ltro G tal que

F � G y G(A) = 1 :

4.2.6 COROLARIO

La imagen de P(X) por un ultra�ltro es el conjunto f0; 1g .
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4.2.7 COROLARIO

Los ultra�ltros sobre X son justamente los ultra�ltros or-
dinarios.

4.2.8 Una aplicaci�on

U : \P (X)! [0; 1]

es un ultra�ltro si y s�olo si es un �ltro y veri�ca

(u1) (8A 2 P(X)) U(A) = 1 o U(CA) = 1 .

En efecto, si U es un ultra�ltro, es un �ltro y veri�ca trivialmente (u1),
puesto que es un ultra�ltro ordinario. Rec��procamente, sea U un �ltro
veri�cando (u1); entonces aplicando (4.1.5) resulta que U es un c-
�ltro, y por veri�car (u1) es un ultra�ltro.

4.2.9 Ejemplo. Si x 2 X , el �ltro Ux de�nido en (4.1.11) es un
ultra�ltro.

4.2.10 Una aplicaci�on

U : P(X)! [0; 1]

es un ultra�ltro si y s�olo si es un mor�smo reticular, o sea cuando

(f1) U(;) = 0 ;

(f2) U(X) = 1 ;

(f3) U(A \ B) = min(U(A);U(B)) ;

(r1) U(A [B) = max(U(A);U(B)) ,

pues (f2) y (r1) implican (u1) y por otra parte, un ultra�ltro veri-
�ca (r1).

En particular esto signi�ca que todo mor�smo reticular entre P(X)
y [0; 1] tiene por imagen f0; 1g , lo que por otra parte es consecuencia
de que 0 y 1 son los �unicos elementos del ret��culo [0; 1] que admiten
un elemento ortogonal.
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4.2.11 De forma contraria a lo que ocurre con los c-�ltros, un �ltro
no es en general el extremo inferior de los ultra�ltros m�as �nos que �el.

En efecto, si (U (i))i2I es una familia de ultra�ltros y

F = inf U (i)

entonces F es siempre un c-�ltro, y hemos visto que existen �ltros que
no son c-�ltros (4.1.12).

4.2.12 Sea F un �ltro sobre X . El extremo inferior de los ultra�l-
tros m�as �nos que F es un c-�ltro que designaremos por

c(F) :

Este c-�ltro c(F) es el menor de los c-�ltros m�as �nos que F . Se tiene

c(F)(A) =

8<
: 1 si F(A) > 0 ;

0 si F(A) = 0 :

Si F es un c-�ltro, entonces c(F) = F .

4.3 Imagen e imagen rec��proca de un �l-

tro por una aplicaci�on.

4.3.1 Sean X;Y dos conjuntos no vac��os y

f : X ! Y

una aplicaci�on. Sea F un �ltro sobre X. Consideremos la aplicaci�on

f�1 : P(Y ) ! P(X)

B ! f�1(B)

y la aplicaci�on compuesta

G = F � f�1 ;

o sea, para cada B � Y

G(B) = F(f�1(B)) :
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G es un �ltro sobre Y . En efecto

G(;) = F(f�1(;)) = F(;) = 0 ;

G(Y ) = F(f�1(Y )) = F(X) = 1 ;

y por �n

G(A \B) = F(f�1(A \B)) = F(f�1(A) \ f�1(B))

= min(F(f�1(A));F(f�1(B))) = min(G(A);G(B)) :

4.3.2 DEFINICI�ON. El �ltro as�� de�nido diremos que es la ima-

gen por f del �ltro F y lo representaremos por fF . Se tiene pues

fF(B) = F(f�1(B)) :

4.3.3 Si F es un c-�ltro, tambi�en lo es fF . Como adem�as son
equivalentes

(i) fF(B) = 1 ;

(ii) (9A � X) F(A) = 1 y f(A) � B

resulta que entonces fF es la imagen de F por f en el sentido tradi-
cional.

4.3.4 Sean X;Y dos conjuntos no vac��os y

f : X ! Y

una aplicaci�on. Sea G un �ltro sobre Y . Consideremos la aplicaci�on

f : P(X) ! P(Y )

A ! f(A)

y la aplicaci�on compuesta

F = G � f ;

o sea, para cada A � X

F(A) = G(f(A)) :
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F no es en general un �ltro, incluso cuando f(X) = Y . En efecto, si
Y = fyg , G es el �unico �ltro posible sobre Y y f la �unica aplicaci�on
posible de X en Y , se tiene

A � X ;A 6= ; ) F(A) = 1 ;

luego F no es un �ltro si X posee al menos dos puntos.

4.3.5 De�nimos entonces para cada A � X

F(A) = sup
f�1(B)�A

G(B) :

F puede no ser tampoco un �ltro, pues F(;) 6= 0 en general. Sin
embargo, si a~nadimos la hip�otesis

G(Cf(X)) = 0 ;

entonces F es un �ltro sobre X. En efecto

f�1(B) = ; ) B � Cf(X) ) G(B) = 0 ;

luego
F(;) = 0 :

Adem�as F(X) � G(Y ) = 1 . Tambi�en es inmediata (f4). Veamos
pues que F veri�ca (f5) o sea

F(A \B) � min(F(A);F(B)) :

Razonemos por reducci�on al absurdo; si

F(A \ B) < F(A) y F(A \ B) < F(B) ;

existen D;E � Y tales que

f�1(D) � A y f�1(E) � B

y que
F(A \B) < G(D) y F(A \B) < G(E) ;

luego
F(A \B) < min(G(D);G(E)) = G(D \ E) ;

lo que es absurdo, pues

f�1(D \ E) = f�1(D) \ f�1(E) � A \B :
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4.3.6 DEFINICI�ON. Cuando

G(Cf(X)) = 0 ;

el �ltro sobre X de�nido en el p�arrafo precedente diremos que es la
imagen rec��proca por f del �ltro G y lo representamos por f�1G . Se
tiene pues

f�1G(A) = sup
f�1(B)�A

G(B) :

4.3.7 Si A � X y ponemos

D =
[
fB jB � Y y f�1(B) � Ag

se tiene
f�1(D) � A

y como G veri�ca (f4) resulta

f�1G(A) = G(D) :

4.3.8 Si G es un c-�ltro sobre Y , se tiene la equivalencia de

(i) G(Cf(X)) = 0 ;

(ii) G(B) = 1 ) B \ f(X) 6= ; ;

en efecto, si (i) es cierto y B \ f(X) = ; entonces B 2 Cf(X) luego
G(B) = 0 . Rec��procamente, si (ii) es cierto, como f(X)\Cf(X) = ; ,
resulta que G(Cf(X)) 6= 1 , luego G(Cf(X)) = 0 .

Es decir, la imagen rec��proca de un c-�ltro existe o no al mismo
tiempo en el sentido tradicional y en el de (4.3.6).

Adem�as, si existe, f�1G es entonces la imagen rec��proca de G por f
seg�un la de�nici�on tradicional, pues se tiene la equivalencia de

(i) f�1G(A) = 1 ;

(ii) (9B � Y ) G(B) = 1 y f�1(B) � A :

4.3.9 Tanto la imagen como la imagen rec��proca conservan el orden
entre los �ltros.
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4.3.10 Sea
f : X ! Y

una aplicaci�on. Resulta del caso cl�asico y de (4.2.7) que si U es un
ultra�ltro sobre X, lo es tambi�en fU , pero que si U es un ultra�ltro
sobre Y no lo es en general f�1U cuando f�1U existe.

Si U es un ultra�ltro sobre Y , la condici�on U(Cf(X)) = 0 equivale
a U(f(X)) = 1 . Si esta condici�on se cumple y f es inyectiva, f�1U es
tambi�en un ultra�ltro.

4.3.11 PROPOSICI�ON

Sea f : X ! Y una aplicaci�on, F un �ltro sobre X y G
un �ltro sobre Y .

a) Si f�1G existe, se tiene

f f�1G � G :

b) f�1fF existe siempre y

f�1fF � F :

a) Si B � Y

f f�1G(B) = f�1G(f�1(B)) � G(B) :

b) Como

fF(Cf(X)) = F(f�1(Cf(X))) = F(;) = 0

siempre existe f�1fF . Adem�as si A � X y suponemos que

f�1fF(A) > F(A) ;

existe B � Y con f�1(B) � A y tal que

fF(B) > F(A) ;

o sea F(f�1(B)) > F(A) , lo que es absurdo.
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4.4 Extensi�on de un �ltro. Traza de un

�ltro. Generador de un �ltro.

4.4.1 Sea A un subconjunto no vac��o de X, i : A ,! X la inyecci�on
can�onica. Sea F un �ltro sobre A . La imagen

�F = iF

de F por i es el �ltro sobre X que viena dado para B � X por

�F(B) = F(A \ B) :

Diremos que �F es la extensi�on de F a X . En particular

�F(A) = 1 :

La extensi�on de un c-�ltro sobre A es un c-�ltro sobre X que coincide
con la extensi�on en el sentido ordinario (4.3.3). La extensi�on de un
ultra�ltro es un ultra�ltro (4.3.10).

4.4.2 Sea F un �ltro sobre X . La imagen rec��proca

FA = i�1F

existe cuando
F(CA) = 0

y es, en ese caso, el �ltro sobre A dado para cada B � A por

FA(B) = sup
D\A�B

F(D) = F(B [ CA) :

Diremos que FA es la traza de F en A.
La traza de un c-�ltro sobre X es, cuando existe, un c-�ltro so-

bre A , que coincide con la traza en el sentido ordinario (4.3.8). Si U
es un ultra�ltro sobre X , UA existe si y s�olo si U(A) = 1 y en ese caso
es tambi�en un ultra�ltro (4.3.10). Su valor en un conjunto B � A
viene entonces dado por

UA(B) = U(B)

a causa de la propiedad (r1) de (4.2.10).
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4.4.3 SeaA un subconjunto no vac��o deX. Si F es un �ltro sobreX
y FA existe, se tiene aplicando (4.3.11)

(FA) � F :

Sin embargo, si U es un ultra�ltro sobre X y UA existe

(UA) = U :

4.4.4 Ejemplo. Si X = fx; yg , F es el �ltro m��nimo sobre X y
A = fxg se tiene

F(A) = 0 y (FA)(A) = 1 :

4.4.5 PROPOSICI�ON

Sea A un subconjunto no vac��o de X , sea F un �ltro so-
bre A . Entonces �FjA existe siempre y

�FjA = F :

De (4.3.11) se deduce que �FjA existe. Adem�as, si B � A

�FjA(B) = �F(B [ CA) = F(A \ (B [ C(A)) = F(B) :

4.4.6 Sea A un subconjunto no vac��o de X . La proposici�on prece-
dente signi�ca que la aplicaci�on

F (A)! F (X)

F ! �F

es inyectiva, y la aplicaci�on

F (A)! F (X)

F ! FA ;

de�nida �unicamente para los �ltros cuya traza en A existe, es sobre.
O sea, que �ltros diferentes sobre A poseen extensiones diferentes, y

por otra parte, que todo �ltro sobre A es la traza de un �ltro sobre X .
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4.4.7 SiA es un subconjunto no vac��o deX y F es un �ltro sobre A ,
podemos considerar tambi�en F como una aplicaci�on del subconjunto
P(A) de P(X) en [0; 1]. En (4.4.1) extendemos esta aplicaci�on a una
aplicaci�on

�F : P(X)! [0; 1]

que es un �ltro sobre X.
Esta situaci�on se generaliza de la manera siguiente:

4.4.8 DEFINICI�ON. SeaX un conjunto no vac��o; sea � � P(X) y

f : � ! [0; 1]

veri�cando
(g1) ; 2 � y f(;) = 0 ;
(g2) supB2� f(B) = 1 ;
(g3) A;B 2 � ) (9D 2 �) D�A\B y f(D)�min(f(A); f(B)) .

Diremos entonces que f es un generador de �ltro sobre X .

4.4.9 Si f : � ! [0; 1] es un generador de �ltro sobre X , la aplica-
ci�on

F : P(X)! [0; 1]

dada por
F(A) = sup

B2� ;B�A
f(B)

es un �ltro sobre X, que representaremos por hfi .
En efecto, F veri�ca de forma inmediata (f1), (f2) y (f4). Por

otra parte si
F(A \ B) < min(F(A);F(B)) ;

o sea si

F(A \ B) < F(A) y F(A \ B) < F(B) ;

existen D;E 2 � , D � A , E � B tales que

F(A \ B) < f(D) y F(A \ B) < f(E) :

Sea entonces G 2 � con

G � D \ E y f(G) � min(f(D); f(E)) :
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Resulta que

G � A \B y F(A \B) < f(G)

lo que contradice la de�nici�on de F . Luego F veri�ca (f5).

4.4.10 Ejemplo. Si A � X y F : P(X) ! [0; 1] es un �ltro sobre
A , F es un generador de �ltro sobre X y

hFi = �F :

4.4.11 Ejemplo. Si � es una base ordinaria de �ltro sobre X y
de�nimos

f : � [ f;g ! [0; 1]

por

f(B) =

8<
: 1 si B 2 � ;

0 si B = ;

entonces f es un generador de �ltro sobre X y hfi es el c-�ltro engen-
drado en el sentido ordinario por � .

4.4.12 Sean

f : � ! [0; 1] ; g : 
 ! [0; 1]

dos generadores de �ltro sobre X. Si se cumple que

(8B 2 �)(9G 2 
) G � B y f(B) � g(G) ;

entonces
hfi � hgi ;

pero la proposici�on rec��proca no es cierta.

4.4.13 Ejemplo. Sea � la familia de P(IR) formada por ; y por los
intervalos

Vn =
�
�
1

n
;
1

n

�
; n 2 IN :

De�nimos
f : � ! [0; 1] y g : � ! [0; 1]
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por

f(;) = 0 y f(Vn) =
n� 1

n
;

g(;) = 0 y g(Vn) = 1 :

Tanto hfi como hgi es el c-�ltro de los entornos de 0 por la topolog��a
usual, pero cualquiera que sea Vn , ning�un conjunto B de � veri�ca

g(Vn) � f(B) :

4.4.14 PROPOSICI�ON

Sea G un �ltro sobre X y f : � ! [0; 1] un generador de
�ltro sobre X . Son entonces equivalentes

(i) hfi � G ;

(ii) (8B 2 �) f(B) � G(B) :

(i)) (ii) pues si B 2 � , f(B) � hfi(B) � G(B) .

(ii)) (i) pues, para cada A � X

hfi(A) = sup
B2� ;B�A

f(B) � sup
B2� ;B�A

G(B) � G(A) :

4.5 La relaci�on G (� �)F .

4.5.1 Sea F un �ltro sobre X ; sea � 2 M (2.1.12). La aplicaci�on

� � F : P(X) ! [0; 1]

A ! �(F(A))

veri�ca (f1) y (f3). Entonces � � F es un �ltro si y s�olo si �(1) = 1 .
As��, para � < 1 , i� � F es un �ltro.
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4.5.2 Sean F ;G dos �ltros sobre X y � 2 M . Pondremos

G (� �)F

para representar
� � G � F :

Son equivalentes

(i) G (� �)F ;

(ii) (8 � > 0) G� � F�(�) :

4.5.3 Cuando G (� i�)F , pondremos

G (� �)F :

En particular, para � = 0 , se trata de la relaci�on de orden G � F
de (4.1.9). Son equivalentes

(i) G (� �)F ;

(ii) � < � � 1 ) G� � F� ;

(iii) � � � < 1 ) G�+ � F�+ :

4.5.4 Si �;�0 2 M y �0 � � se tiene evidentemente

G (� �)F ) G (� �0)F :

En particular si � < �0

G (� �)F ) G (� �0)F :

4.5.5 Si F ;G;H son tres �ltros sobre X , �;�0 2 M y

G (� �)F y H (� �0)G ;

entonces
H (� � � �0)F :

Si �00 = max(�; �0) y

G (� �)F y H (� �0)G ;

resulta
H (� �00)F :



66 4. Filtros

4.5.6 PROPOSICI�ON

Si F ;G son �ltros sobre X y F es un c-�ltro, son equiva-
lentes para cada � < 1

(i) G (� �)F ;

(ii) G�+ � F :

En particular. si F es un �ltro sobre X se tiene, cualquiera
que sea � < 1

F (� �)F�+ :

4.5.7 Si � 2 M , la relaci�on en F (X)

G (� �)F

no es ni siquiera re
exiva en general. Sin embargo para � 2 [0; 1] la
relaci�on

G (� �)F

es una relaci�on de preorden (re
exiva y transitiva) en F (X) .
Los ultra�ltros son a�un maximales por esta relaci�on en el sentido

siguiente: si U es un ultra�ltro y � < 1

U (� �)F ) F (� �)U :

4.5.8 PROPOSICI�ON

Sean X;Y conjuntos no vac��os, f : X ! Y una aplicaci�on
y � 2 M .

a) Si F ;G son �ltros sobre X tales que

G (� �)F ;

entonces
fG (� �) fF :
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b) Si F ;G son �ltros sobre Y tales que

G (� �)F ;

y existen las im�agenes rec��procas f�1G y f�1F , entonces

f�1G (� �) f�1F :

a) Si B � Y

� � fG(B) = � � G(f�1(B)) � F(f�1(B)) = fF(B) :

b) Si A � X y ponemos

D =
[
fB jB � Y y f�1(B) � Ag ;

tenemos (4.3.7)

� � f�1G(A) = � � G(D) � F(D) = f�1F(A) :
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Cap��tulo 5

Convergencia.

La convergencia de un �ltro hacia un punto se de�ne, como en el caso
tradicional, mediante su comparaci�on con el �ltro de los entornos de un
punto; este �ltro juega pues un papel esencial. Dedicamos a su estudio el
apartado 5.1.

Un problema al que dedicamos particular atenci�on en este primer apar-
tado es el de la relaci�on entre la traza del �ltro de los entornos de un punto
sobre un subespacio que lo contiene y el �ltro de los entornos del punto en
el subespacio. En general ambos �ltros son diferentes (5.1.8). Sin embargo,
para una t.i. accesible (que es la situaci�on m�as interesante) ambos coinci-
den (5.1.9). Adem�as, coinciden tambi�en cuando el subespacio en cuesti�on
es un abierto, un cerrado o un `buen entorno' del punto (5.1.10 y 5.1.11).

La posible de�nici�on de l��mite con relaci�on a un subespacio presenta
entonces equ��vocos (5.2.22) excepto en las situaciones que acabamos de
citar.

Tambi�en abordamos la continuidad local. El aplazamiento de esta cues-
ti�on hasta el presente cap��tulo se explica en (5.3.1). De�nimos en el caso
local instrumentos an�alogos al caso general para el estudio de la continui-
dad.

En (5.3.8) generalizamos el resultado cl�asico que relaciona la continui-
dad local de una funci�on con la convergencia de �ltros.

Sin embargo la equivalencia de continuidad global y local no es cierta
en el caso general (5.3.9), aunque es a�un v�alida en el caso m�as impor-
tante (5.3.12). Observamos as�� de nuevo una distorsi�on an�aloga a la que ya
vimos para los �-entornos (1.4.5).

Un m�odulo de continuidad local �f;a veri�ca necesariament �f;a(0) = 0

(5.3.3). Para la relaci�on entre continuidad global y local resulta por tanto

necesario no hablar de funciones �-continuas m�as que para funciones � con

69
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�(0) = 0 . Se explica as�� la exigencia, arbitraria en apariencia, que hicimos

al de�nir el m�odulo de continuidad (global) de una funci�on (2.1.20)

5.1 El �ltro de los entornos de un punto.

5.1.1 Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada.

Sea x 2 X. Para cada � > 0 consideramos el c-�ltro

Vx;�

de los entornos de x por
�
� � (4.1.16). Designamos por

Ex

el �ltro de los entornos de x, esto es el �ltro engendrado por la familia
mon�otona (Vx;�)�2[0;1] , o sea

Ex(V ) = supf� > 0 jV 2 Vx;�g

con Ex(V ) = 0 cuando el conjunto es vac��o.

5.1.2 Para 0 < � < 1

Ex;�+ � Vx;� � Ex;�

con desigualdades que son, por lo general, estrictas. Si �0 < �

Vx;� � Ex;�+

y de (4.1.7) se deduce inmediatamente

(8 � > 0) Ex;� =
\

0<�0<�

Vx;�0 ;

(8 � < 1) Ex;�+ =
[

�<�0<1

Vx;�0 :

5.1.3 Si dos t.i. son equivalente, coinciden los �ltros respectivos de
entornos de cada punto. El rec��proco es cierto como veremos en (7.2.2).
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5.1.4 Sea x 2 X , V � X y pongamos como en (1.4.3)


V;x = f! 2 
 jV es un entorno de x por �!g :

Con esta notaci�on ten��amos

V 2 Vx;� ) p(
V;x) � �

pero no la implicaci�on rec��proca, incluso cuando 
 era accesible.
Tambi�en se tiene

V 2 Ex;� ) p(
V;x) � �

ya que

V 2 Ex;� ) (8 �0 < �) V 2 Vx;�0

) (8 �0 < �) p(
V;x) � �0

) p(
V;x) � � ;

pero la rec��proca tampoco es cierta.

5.1.5 Ejemplo. Consideremos el e.t.i. (X; (���)��2
 de (3.1.17) y sea
x = �
 y V = [�1; ��]. Por una parte


V;x = 
 ;

luego
p(
V;x) = 1 :

Por otra, si � > 0
V 62 Vx;� ;

luego
Ex(V ) = 0 :

5.1.6 PROPOSICI�ON

Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. accesible, x 2 X , V � X .
Entonces

Ex(V ) = p(
V;x) :
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Ya hemos visto en (5.1.4) que

Ex(V ) � p(
V;x) :

Para probar la desigualdad rec��proca, supongamos

p(
V;x) � � > 0

y sea !0 = sup
V;x .
Si !0 2 
V;x , entonces


V;x = [�0; !0] :

Adem�as V es entorno de x por �!0 , o sea existe A 2 �!0 tal que

x 2 A � V ;

pero
[�0; !0] � 
A

y
p(
A) � p [�0; !0] � � ;

luego

A 2
�
� �

y entonces
V 2 Vx;�

y
Ex(V ) � � :

Si !0 62 
V;x , entonces


V;x = [�0; !0) :

Existe (!n)n2IN � 
V;x , !n % y sup!n = !0 , luego

lim
n!1

p [�0; !n] � � :

Para �0 < � existe n 2 IN tal que

p [�0; !n] � �0

y como !n 2 
V;x se prueba repitiendo la demostraci�on anterior que

Ex(V ) � �0 :

Como esto es as�� para cada �0 < � , resulta por �n

Ex(V ) � � ;

lo que termina la demostraci�on.



5.1. El �ltro de los entornos de un punto 73

5.1.7 Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., A � X y x 2 A . Sea Ex el �ltro
de los entornos de x en X. Como Ex(CA) = 0 , existe la traza ExjA de
dicho �ltro sobre A.

Por otra parte, podemos considerar en A la t.i. de subespacio. El
�ltro sobre A de los entornos de X en A , lo designaremos por EAx .

La relaci�on entre ambos �ltros es

ExjA � EAx :

En efecto, adem�as de la notaci�on Vx;� de (5.1.1), llamemos VA
x;� al c-

�ltro de los �-entornos de x en A . De la proposici�on (3.1.7) se deduce
que

Vx;� \A � VA
x;� ;

luego para cada V � A

ExjA(V ) = Ex(V [ CA)

= supf� > 0 jV [ CA 2 Vx;�g

= supf� > 0 jV 2 Vx;� \Ag

� supf� > 0 jV 2 VA
x;�g

= EAx (V ) :

Pero en general

ExjA 6= EAx :

5.1.8 Ejemplo. Consideremos el e.t.i. (X; (���)��2
 de (3.1.17) y sea
x = �
 y A = f�
; ��g . Para V = f�
g se tiene

Ex(V [ CA) = Ex([�0; �
]) = 0 ;

luego

ExjA(V ) = 0 ;

y sin embargo V es un 1-abierto de A , luego

EAx (V ) = 1 :
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5.1.9 PROPOSICI�ON

Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i. accesible, A � X y x 2 A .
Entonces

ExjA = EAx :

Hemos visto en (5.1.6) que si V � A

ExjA(V ) = Ex(V [ CA) = p(
V [CA;x) ;

EAx (V ) = p(
A
V;x) ;

con


V[CA;x = f! 2 
 jV [ CA es un entorno de x por �!g ;


A
V;x = f! 2 
 jV es un entorno de x por �!jAg ;

y como


V[CA;x = 
A
V;x ;

se obtiene la conclusi�on.

5.1.10 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i., A � X y x 2 A . Si A es un abierto o un
cerrado de X , entonces

ExjA = EAx :

El razonamiento es el mismo de (5.1.7) pero ahora, aplicando (3.1.11)
se tiene

Vx;� \ A = VA
x;�

y por lo tanto la igualdad.
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5.1.11 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i., A � X y x 2 A . Si Ex(A) = 1 , entonces

ExjA = EAx :

Supongamos que
EAx (V ) = � > 0

y sea 0 < �0 < � . Por una parte

V 2 VA
x;�0 ;

luego existe D , �0-abierto de A , tal que

x 2 D � V :

Por otra
A 2 Vx;�0 ;

luego existe B , �0-abierto de X , tal que

x 2 B � A :

Entonces
x 2 B \D � V :

Ahora bien, B \ D es un �0-abierto de B (3.1.7) luego un �0-abierto
de X (3.1.10) y entonces

V 2 Vx;�0 ;

luego
Ex(V ) � �0

y
ExjA(V ) � �0 :

Por �n, como esto es cierto para 0 < �0 < � , resulta

ExjA(V ) � �

lo que demuestra que
EAx � ExjA :

Basta completar la demostraci�on con la desigualdad de (5.1.7).
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5.2 Convergencia de �ltros.

5.2.1 DEFINICI�ON. Sea X un e.t.i., F un �ltro sobre X , x 2 X .
Sea � 2 M . Diremos que F �-converge hacia x cuando

Ex (� �)F

y pondremos entonces

x = �-limF y F
�
! x ;

diciendo tambi�en que x es un �-l��mite de F .
Las mismas expresiones y notaciones se utilizar�an sustituyendo �

por � cuando � = i� o tambi�en suprimiendo � cuando � = i0 , o sea
cuando � sea la funci�on identidad de [0; 1] en s�� mismo.

5.2.2 Si X es un espacio topol�ogico ordinario y F un c-�ltro so-
bre X , la expresi�on

F
�
! x

posee el mismo sentido cualquiera que sea � < 1 y se trata justamente
de la convergencia en el sentido ordinario.

5.2.3 Ejemplo. Sea X un e.t.i., x 2 X .
Ex converge hacia x .
El ultra�ltro trivial alrededor de x , Ux (4.1.11), veri�ca

Ux
�
! x

cualquiera que sea � 2 M .

5.2.4 Si F es un c-�ltro y

F ! x ;

entonces, cualquiera que sea � 2 M ,

F
�
! x :
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5.2.5 Si �;�0 2 M y �0 � � , se tiene

F
�
! x ) F

�0
! x :

En particular, si � � �0 ,

F
�
! x ) F

�0
! x :

5.2.6 Si �;�0 2 M

G
�0
! x y G (� �)F ) F

���0
! x

y en particular

G
�
! x y G (� �)F ) F

�
! x :

5.2.7 Sea X un e.t.i., F 2 F (X) , x 2 X y � 2 M tales que

F
�
! x :

Entonces, para cada �-entorno V de x ,

F(V ) � �(�) :

Adem�as tenemos

5.2.8 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i., F 2 F (X) , x 2 X y � 2 R (2.1.15). Son
equivalentes

(i) F
�
! x ;

(ii) Para cada �-entorno V de x , F(V ) � �(�) :

Acabamos de ver que (i)) (ii).
(ii)) (i) Supongamos que Ex(V ) = � > 0 ; para cada �0 < � , V es

un �0-entorno de x , luego F(V ) � �(�0) . Entonces

F(V ) � sup
�0<�

�(�0) = �(�) ;

lo que demuestra que Ex (� �)F .



78 5. Convergencia

5.2.9 COROLARIO

Sea X un e.t.i., F 2 F (X) , x 2 X . Son equivalentes

(i) F ! x ;

(ii) Para cada �-entorno V de x , F(V ) � � :

5.2.10 Si (F (i))i2I es una familia de �ltros �-convergentes hacia x ,
entonces inf F (i) �-converge hacia x , ya que si V � X , como para
cada i 2 I

� � Ex(V ) � F (i)(V ) ;

entonces

� � Ex(V ) � inf F (i)(V ) = [inf F (i)](V ) :

5.2.11 Si F
�
! x y U es un ultra�ltro mayor que F , se deduce

de (5.2.6) que U
�
! x .

Sin embargo es posible que cada ultra�ltro m�as �no que F sea
�-convergente hacia x sin que lo sea F . En este caso c(F) (4.2.12) es
�-convergente hacia x .

5.2.12 Ejemplo. Sea IR0 el e.t.i. del ejemplo (1.4.4) y E1 el �ltro
de los entornos de 1 en IR0 . En el espacio topol�ogico ordinario IR con
la topolog��a usual, E1 no converge hacia 1 , pues, por ejemplo

E1([0; 2]) =
1

2
:

Sin embargo c(E1) , que no es sino el c-�ltro de los entornos de 1 para
la topolog��a usual de IR , es convergente hacia 1. Lo mismo ocurre
entonces con cada ultra�ltro m�as �no que E1 .
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5.2.13 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i., A � X , x 2 A . Sea F 2 F (A) y � 2 M
tales que en el subespacio A

F
�
! x :

Entonces se tiene
�F

�
! x

en X, donde �F es la prolongaci�on de F a X.

En efecto, por hip�otesis
EAx (� �)F ;

luego (5.1.7)
ExjA (� �)F ;

y por (4.5.8)
ExjA (� �) �F ;

y como (4.4.3)
Ex � ExjA

resulta
Ex (� �) �F ;

o sea
�F

�
! x :

5.2.14 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i. accesible, A � X , x 2 A . Sea F 2 F (X)
y � 2 M tales que

F
�
! x :

Entonces
FA

�
! x

en A cuando la traza FA existe.
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Como
Ex (� �)F ;

entonces (4.5.8)
ExjA (� �)FA ;

y como X es accesible, resulta de (5.1.9)

EAx (� �)FA :

5.2.15 La precedente proposici�on es cierta a�un sin suponer que X
es accesible cuando A es abierto o cerrado o cuando Ex(A) = 1 , pues
entonces se tiene tambi�en EAx = ExjA (5.1.10 y 5.1.11). Sin embargo,
cuando X no es accesible, la proposici�on es falsa en general.

5.2.16 Ejemplo. Con los mismos datos del ejemplo (5.1.8) se tiene

Ex ! x ;

pero ExjA 6! x .

5.2.17 DEFINICI�ON. Sean X;Y dos e.t.i., f : X ! Y una apli-
caci�on. Sea F 2 F (X) , � 2 M , b 2 Y . Pondremos

�-lim
F

f(x) = b

para representar

fF
�
! b :

Cuando a 2 X y F = Ea pondremos

�-lim
x!a

f(x) = b

y diremos que f �-converge hacia b cuando x tiende hacia a . Utili-
zaremos las simpli�caciones usuales de notaci�on cuando � = i� y en
particular cuando � = i0 .

5.2.18 Cuando X e Y son espacios topol�ogicos ordinarios, la ex-
presi�on

lim
x!a

f(x) = b

tiene justamente el sentido ordinario.



5.2. Convergencia de �ltros 81

5.2.19 Sean X;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on, a 2 X , b 2 Y .
Si � 2 M son equivalentes

(i) �-limx!a f(x) = b ;

(ii) Eb(V ) � � ) Ea(f�1(V )) � �(�) ;

y si adem�as � 2 R puede a~nadirse

(iii) Para cada �-entorno V de b , Ea(f�1(V )) � �(�) :

Si � 2 [0; 1] son entonces equivalentes

(i) �-limx!a f(x) = b ;

(ii) Eb(V ) � �0 > � ) Ea(f�1(V )) � �0 ;

(iii) Si V es un �0-entorno de b con �0 > � , Ea(f�1(V )) � �0 :

5.2.20 PROPOSICI�ON

SeanX;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on, a 2 X , b 2 Y .
Son equivalentes

(i) �-limx!a f(x) = b ;

(ii) F
�
! a ) fF

�
! b :

(i)) (ii) Por hip�otesis
Eb (� �) fEa :

Luego si F
�
! a , entonces Ea (� �)F y utilizando (4.5.8)

fEa (� �) fF ;

luego
Eb (� �) fF ;

o sea
fF

�
! b :

(ii)) (i) es inmediato.
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5.2.21 De (5.2.5) se deduce que para �0 � �

�-lim
x!a

f(x) = b ) �0-lim
x!a

f(x) = b

y para � � �0

�-lim
x!a

f(x) = b ) �0-lim
x!a

f(x) = b :

5.2.22 Sean X;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on, � 2 M . Sea
A � X , a 2 X tal que EajA existe y b 2 Y . Podemos utilizar la
notaci�on

�-lim
x!a;x2A

f(x) = b

para representar que
�-lim
EajA

f(x) = b ;

en donde ahora f : A! Y es la restricci�on de f a A . Pero si a 2 A ,
en cuyo caso EajA existe, este hecho no equivale a

�-lim
EAa

f(x) = b :

Cuando a 2 A , la notaci�on es equ��voca salvo cuando estamos en uno
de los casos siguientes

- X es accesible (5.1.9) ,
- A es abierto o cerrado (5.1.10) ,
- Ea(A) = 1 (5.1.11) ,

y no conviene utilizarla salvo en estos casos.

5.3 Continuidad local.

5.3.1 La noci�on de continuidad local hubiera podido introducirse
utilizando los �-entornos de un punto (1.4.1). Se presenta sin embargo
la anomal��a siguiente: sean X;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on,
a 2 X ; es posible que para cada �-entorno V de f(a) , f�1(V ) sea
un �0-entorno de a cualquiera que sea �0 < � , pero que sin embargo
f�1(V ) no sea un �-entorno de a . Es decir, el resultado de (2.1.10)
que expresa una cierta continuidad a la izquierda, desaparece para
esta noci�on de continuidad local.

El instrumento que permite subsanar el hecho an�omalo que co-
mentamos es justamente el conceptp de �ltro de los entornos de un
punto.



5.3. Continuidad local 83

5.3.2 Ejemplo. Sea IR0 = (IR; (��)�2[0;1]) el e.t.i. de (1.4.4) y consi-
deremos por otre parte IR con su topolog��a usual. Sea i la aplicaci�on
identidad

i : IR0 ! IR :

Si V es un entorno de 0 en IR , entonces V es un �-entorno de 0 en IR0

cualquiera que sea � < 1 , pero no es un 1-entorno de 0 en IR0 salvo
en el caso V = IR .

5.3.3 Sean X;Y dos e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on, a 2 X . Si
�; � 2 [0; 1] consideraremos la propiedad (a,�-�)

(a,�-�) Ef(a)(V ) � � ) fEa(V ) � � ,

o lo que es lo mismo cuando � > 0, � > 0

(a,�-�) Ef(a);� � (fEa)� .

Si f posee (a,�-�) y �0 � � y �0 � � , entonces f posee (a,�0-�0) .
f posee siempre la propiedad (a,0-�0) cualquiera que sea � 2 [0; 1] .
Para � 2 [0; 1] ponemos

�f;a(�) = sup f� j f posee (a,�-�)g :

En particular, necesariamente

�f;a(0) = 0 :

La funci�on �f;a as�� de�nida recibe el nombre dem�odulo de continuidad

local de f en a .
De forma an�aloga a (2.1.11) se tiene:

5.3.4 PROPOSICI�ON

Sean X;Y dos e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on, a 2 X ,
�f;a el m�odulo de continuidad local de f en a.

a) Cualquiera que sea � 2 [0; 1] , f posee (a,�f;a(�)-�) .

b) Sea � 2 [0; 1] . f posee (a,�-�) si y s�olo si � � �f;a(�) .

c) �f;a 2 M .
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5.3.5 DEFINICI�ON. Sean X;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on,
a 2 X . Sea � 2 M . Diremos que f es �-continua en a cuando para
cada � 2 [0; 1] f posea (a,�(�)-�) .

f es �-continua en a si y s�olo si

� � �f;a

y en particular, �f;a es la mayor de las funciones � 2 M tales que f
es �-continua en a .

Si �0 � � y f es �-continua en a , f es �0-continua en a .
Para � = i� hablaremos de funci�on �-continua en a , y de funci�on

continua en a para � = i0 .
Si � � �0 y f es �-continua en a , f es �0-continua en a .

5.3.6 Si X;Y son espacios topol�ogicos ordinarios, f : X ! Y una
aplicaci�on y a 2 X , f es continua en a si y s�olo si lo es en el sentido
ordinario (4.1.13).

5.3.7 PROPOSICI�ON

Sean X;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on, a 2 X ,
� 2 M . Son equivalentes:

(i) f es �-continua en a ;

(ii) �-limx!a f(x) = f(a) :

Es una consecuencia de (5.2.19).

5.3.8 COROLARIO

Sean X;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on, a 2 X . Son
equivalentes:

(i) f es �-continua en a ;

(ii) �-limx!a f(x) = f(a) ;

(iii) F
�
! a ) fF

�
! f(a) :

Basta aplicar la proposici�on precedente y la (5.2.20).
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5.3.9 TEOREMA

Sean X;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on.

a) Si � 2 M y f es �-continua en cada punto de X ,
entonces f es �-continua.

b) Si � 2 R (2.1.15), f es �-continua si y s�olo si lo es en
cada punto de X .

a) Sea � 2 M y supongamos que f es �-continua en cada punto deX .
Sea � > 0 y B un �-abierto de Y ; veamos que f�1(B) es un �-abierto
de X . Tomemos � < �(�) . Si a 2 f�1(B) , entonces f(a) 2 B , luego
B es un �-entorno de f(a) y

Ef(a)(B) � � ;

luego como f es �-continua en a

Ea(f
�1(B)) � �(�) > �

y f�1(B) es un �-entorno de a. Como f�1(B) es un �-entorno de cada
uno de sus puntos, es un �-abierto. Y como esto es cierto para cada
� < �(�) , f�1(B) es un �(�)-abierto de X . O sea, para cada � > 0 ,
f posee (�(�)-�) , luego f es �-continua.

b) Sea � 2 R y supongamos que f es �-continua. Sea a 2 X .
Veamos que f es �-continua en a . Si � > 0 y Ef(a)(V ) � � , entonces
para cada �0 < � V es un �0-entorno de f(a) , luego existe un �0-abierto
B de Y con

f(a) 2 B � V

y
a 2 f�1(B) � f�1(V ) :

Como f�1(B) es un �(�0)-abierto de X , f�1(V ) es un �(�0)-entorno
de a , o sea

Ea(f
�1(V )) � �(�0) ;

fEa(V ) � �(�0) ;

y esto para cada �0 < � , luego

fEa(V ) � sup
�0<�

�(�0) = �(�) ;

lo que prueba que f es �-continua en a .
La implicaci�on rec��proca es la del apartado a).
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5.3.10 Ejemplo. Si � 62 R , f puede ser �-continua sin serlo en
alg�un punto de X.

As�� por ejemplo, consideremos IR con la topolog��a grosera � , y sea
IR0 = (IR; (��)) el e.t.i. de (1.4.4). Consideremos la aplicaci�on id�entica

i : (IR; �)! IR0 :

�i es la funci�on caracter��stica de f1g , mientras que �i;0 es la funci�on
id�enticamente nula.

5.3.11 COROLARIO

Sean X;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on. Entonces

(8 a 2 X) ��f � �f;a

y
inf
a2X

�f;a � �f :

5.3.12 COROLARIO

Sean X;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on. Son equiva-
lentes

(i) f es �-continua ;

(ii) f es �-continua en cada punto de X :

5.3.13 COROLARIO

Sean (�!)!2
 y (��)�2� dos t.i. sobre X . Son equivalentes

(i) (��)�2� (' �) (�!)!2
 ;

(ii) (��)�2� y (�!)!2
 admiten los mismos �ltros

�-convergentes y estos adem�as �-convergen hacia los

mismos l��mites :
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Si consideramos la aplicaci�on id�entica de X

i : (X; (�!)
)! (X; (��)�)

entonces (i) signi�ca que i y i�1 son �-continuas en cada punto de X
(5.3.12) y esto a su vez equivale a (ii) (5.3.8)
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Cap��tulo 6

Espacios compactos.

Abordamos en este cap��tulo el estudio de las t.i. para las que es posible
asegurar la existencia y/o la unicidad de l��mites para los ultra�ltros. Como
en el caso tradicional hablaremos de t.i. compactas y de t.i. separadas.

La existencia de un �-l��mite para cada ultra�ltro, equivale tambi�en aqu��
a la existencia para cada �ltro de lo que llamaremos un punto �-adhe-
rente (6.2.1).

Son generalizables la mayor parte de los resultados cl�asicos (6.2.4, 6.2.7,
6.2.9, 6.4.6, 6.4.11, 6.4.12, etc.) excepto la caracterizaci�on de los espacios
compactos mediante la propiedad de Borel-Lebesgue, que no es equi-
valente a la compacidad sino en un sentido algo relajado (6.3.5 o 6.4.8
y 6.4.9).

Damos tambi�en el concepto de �-adherencia de un conjunto A de un
e.t.i. (6.1.1) de forma que responda al conjunto de los �-l��mites de �ltros
que contienen a A (6.1.11). De todas las adherencias as�� de�nidas, la m�as
peque~na recibe el nombre de adherencia dura. Sus puntos se caracterizan
por la importante propiedad de (6.1.12).

La caracterizaci�on de las aplicaciones continuas mediante las im�agenes

de las adherencias se conserva a�un en nuestro caso.

6.1 Adherencias de un conjunto.

6.1.1 DEFINICI�ON. Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., (
�
� �)�2[0;1] la t.i.

normal asociada. Sea A � X. Representaremos por

�(A)

89



90 6. Espacios compactos

la adherencia de A por
�
� � ; es un conjunto �-cerrado. Se veri�ca

A � �(A)

y
� � �0 ) �(A) � �0(A) :

Para cada � < 1 , el conjunto

d�(A) =
\
�0>�

�0(A)

es un �-cerrado que llamaremos la �-adherencia de A. La 0-adherencia
de A la representaremos por d(A)

d(A) =
\
�>0

�(A)

y diremos que es la adherencia dura de A.
Las adherencias de un conjunto para dos t.i. equivalentes coinci-

den. Veremos en (7.3.2) que el enunciado rec��proco es tambi�en cierto.

6.1.2 Cualquiera que sea � < 1

d�(;) = ; y d�(X) = X :

6.1.3 Si A � X y 0 < � < 1

A � d(A) � �(A) � d�(A) :

6.1.4 Si A � X y � < 1

d�(A) =
\
�0>�

d�0(A)

y en particular, si � � �0 < 1

d�(A) � d�0(A) :

6.1.5 Sea A � X . Si A es �-cerrado para alg�un � > 0 , entonces

d(A) = A :
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6.1.6 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i., A � X y � < 1 . Entonces

d�(d�(A)) = d�(A) :

Ya sabemos que

d�(A) � d�(d�(A)) :

Por otra parte

d�(d�(A)) =
\
�0>�

�0(d�(A))

=
\
�0>�

�0

0
@ \
�00>�

�00(A)

1
A

�
\
�0>�

0
@ \
�00>�

�0(�00(A))

1
A

�
\
�0>�

0
@ \
�00>�0

�0(�00(A))

1
A

=
\
�0>�

0
@ \
�00>�0

�00(A)

1
A

=
\
�00>�

�00(A)

= d�(A) :

6.1.7 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i., A;B � X y � < 1 . Entonces

d�(A [B) = d�(A) [ d�(B) :
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d�(A [B) =
\
�0>�

�0(A [ B) =
\
�0>�

(�0(A) [ �0(B)) ;

d�(A) [ d�(B) =

0
@\
�0>�

�0(A)

1
A [

0
@\
�0>�

�0(B)

1
A :

Evidentemente

0
@\
�0>�

�0(A)

1
A [

0
@\
�0>�

�0(B)

1
A � \

�0>�

(�0(A) [ �0(B)) :

Por otra parte, sea

x 2
\
�0>�

(�0(A) [ �0(B)) :

Si para cada �0 > �, x 2 �0(A) tenemos

x 2
\
�0>�

�0(A) :

Si no, existe �00 > � tal que x 62 �00(A) , luego para � < �0 � �00 , x 62 �0(A)
y por lo tanto x 2 �0(B) , luego

x 2
\
�0>�

�0(B) :

En cualquier caso, se obtiene la inclusi�on rec��proca y por tanto la
igualdad.

6.1.8 Ejemplo. Si (X; � ) es un espacio topol�ogico ordinario, enton-
ces cualesquiera que sean A � X y 0 < � < 1

d(A) = �(A) = d�(A) = A ;

donde A representa la adherencia ordinaria de A por � .
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6.1.9 Ejemplo. Consideremos el e.t.i. IR0 = (IR; (��)) de (1.4.4) y
sea A � IR, A 6= ; . Representaremos por A la adherencia de A para
la topolog��a usual de IR . Para 0 < � < 1

�(A) = A [ CI� = A [ (�1;�t�] [ [t�;1) ;

luego

d(A) = A

y si 0 < � < 1

d�(A) = A [ (�1;�t�] [ [t�;1) ;

o sea x 2 d�(A) cuando

x 2 A o jxj � t�

y en particular, 0 2 d�(A) si y s�olo si 0 2 A .

6.1.10 TEOREMA

Sea X un e.t.i., A � X , x 2 X , � < 1 . Son equivalentes

(i) x 2 d�(A) ;

(ii) Ex(V ) > � ) A \ V 6= ; :

(i) ) (ii) Supongamos que x 2 d�(A) . Si Ex(V ) = �0 > � , sea �00 tal
que � < �00 < �0 . Entonces V es un �00-entorno de x y x 2 �00(A) luego
A \ V 6= ; .

(ii) ) (i) Supongamos que (ii) se veri�ca. Si �0 > � , para cada
�0-entorno V de x , Ex(V ) � �0 > � , luego A \ V 6= ; . Esto asegura
que x 2 �0(A) . Por �n

x 2
\
�0>�

�0(A) = d�(A) :
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6.1.11 COROLARIO

Sea X un e.t.i., � < 1 , A � X , x 2 X . x 2 d�(A) si y s�olo
si existe un �ltro F sobre X tal que

F(A) = 1 y F
�
! x :

Supongamos que x 2 d�(A) . Como consecuencia del teorema prece-
dente, existe un c-�ltro F sobre X que vale 1 en A y en los subcon-
juntos V de X tales que Ex(V ) > � ; o sea

Ex;�+ � F ;

y eso signi�ca (4.5.6) que Ex (� �)F y F
�
! x .

Rec��procamente, supongamos que tal �ltro F existe. Si Ex(V ) > � ,
entonces F(V ) > � y como F(A) = 1 , A \ V 6= ; . Por el teorema
anterior, x 2 d�(A) .

6.1.12 COROLARIO

Sea X un e.t.i., A � X , x 2 X . x 2 d(A) si y s�olo si la
traza ExjA existe.

Si x 2 d(A) resulta del teorema precedente que

Ex(CA) = 0

y la traza existe.
Rec��procamente, si la traza ExjA existe, entonces Ex(CA) = 0 . Si

Ex(V ) > 0 , necesariamente

V 6� CA ;

luego
A \ V 6= ;

y el teorema anterior asegura entonces que x 2 d(A) .
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6.1.13 Sean X;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on. Para cada
�; � 2 [0; 1] , la equivalencia entre

(i) f posee la propiedad (�-�) ;

(ii) (8A � X) f(�(A)) � �(f(A)) ;

no es sino el resultado cl�asico caracterizando las aplicaciones continuas
en el sentido ordinario. Se tiene la siguiente generalizaci�on:

6.1.14 PROPOSICI�ON

Sean X;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on, � < 1 . Son
equivalentes:

(i) f es �-continua ;

(ii) (8 � � �00 < 1)(8A � X) f(d�0 (A)) � d�0(f(A)) :

(i) ) (ii) Supongamos f �-continua y sea � � �0 < 1 y A � X . Si
�00 > �0 , entonces �00 > � y f posee (�00-�00) luego

f(�00(A)) � �00(f(A)) :

Entonces
f(d�0(A)) = f

0
@ \
�00>�0

�00(A)

1
A

�
\

�00>�0
f(�00(A))

�
\

�00>�0

�00(f(A))

= d�0(f(A)) :

(ii) ) (i) Supongamos que (ii) se veri�ca; veamos que para cada
�0 > � , f posee (�0-�0) . Sea pues �0 > � ; si � � �00 < �0 , para cada
A � X

f(�00(A)) � f(d�00 (A))

� d�00(f(A))

� �0(f(A)) ;

luego f posee (�00-�0) . Como esto es cierto para � � �00 < �0 , enton-
ces (2.1.10) f posee (�0-�0) .
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6.1.15 COROLARIO

Sean X;Y e.t.i., f : X ! Y una aplicaci�on. Son equiva-
lentes:

(i) f es continua ;

(ii) (8 � < 1)(8A � X) f(d�(A)) � d�(f(A)) :

6.2 Puntos adherentes a un �ltro.

6.2.1 DEFINICI�ON. Sea X un e.t.i., F un �ltro sobre X , x 2 X
� < 1 . Diremos que x es �-adherente a F cuando

F(A) > � ; Ex(V ) > � ) A \ V 6= ; :

Cuando x sea 0-adherente a F , diremos simplemente que x es adhe-
rente a F .

Si X es un espacio topol�ogico ordinario y F es un c-�ltro sobre X
entonces, cualquiera que sea � < 1 , x es �-adherente a F si y s�olo si x
es adherente a F en el sentido ordinario.

6.2.2 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i., F un �ltro sobre X , � < 1 . El conjunto de
los puntos de X que son �-adherentes a F es el �-cerrado

\
F(A)>�

d�(A) :

Como cada d�(A) es �-cerrado (6.1.1), su intersecci�on lo es tambi�en.
Si x es �-adherente a F y F(A) > � , entonces

Ex(V ) > � ) A \ V 6= ; ;

luego (6.1.10) x 2 d�(A) .
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Rec��procamente si

F(A) > � ) x 2 d�(A) ;

entonces (6.1.10)

F(A) > � ; Ex(V ) > � ) A \ V 6= ; ;

luego x es �-adherente a F .

6.2.3 COROLARIO

Si x es �-adherente a F y F(A) > � , entonces

x 2 d�(A) :

6.2.4 TEOREMA

Sea X un e.t.i., F 2 F (X) , x 2 X � < 1 . x es �-adherente
a F si y s�olo si existe G 2 F (X) veri�cando

F (� �)G y G
�
! x :

Supongamos que x es �-adherente a F . Consideremos el subconjunto
B de P(X) formado por los subconjuntos A de X tales que

F(A) > � o Ex(A) > � :

Si A;B 2 B se tiene
A \B 6= ; :

Sea entonces G un c-�ltro sobre X valiendo 1 en cada elemento de B .
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De manera inmediata

F (� �)G y G
�
! x :

Rec��procamente, supongamos que existe G 2 F (X) veri�cando

F (� �)G y G
�
! x :

Si F(A) > � y Ex(V ) > � , entonces

G(A) > � y G(V ) > � ;

luego
G(A \ V ) > �

y
A \ V 6= ; ;

y esto prueba que x es �-adherente a F .

6.2.5 En particular, si
F

�
! x ;

entonces x es �-adherente a F .

6.2.6 Si x es �-adherente a F y G (� �)F , entonces x es �-adherente
a G .

6.2.7 COROLARIO

Si U en un ultra�ltro, entonces x es �-adherente a U si y
s�olo si U

�
! x .

Basta utilizar (6.2.5) por un lado. Por el otro hay que recordar que
los ultra�ltros son maximales para la relaci�on (� �) (4.5.7).

6.2.8 COROLARIO

Si U en un ultra�ltro y x es adherente a U , entonces

U
�
! x

cualquiera que sea � 2 M .
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6.2.9 PROPOSICI�ON

Sean X;Y e.t.i., � < 1 , f : X ! Y una aplicaci�on �-con-
tinua. Sea F un �ltro sobre X y x un punto �-adherente
a F . Entonces f(x) es �-adherente a fF .

Sean A;V � Y tales que

fF(A) > � y Ef(x)(V ) > � :

Por una parte
F(f�1(A)) = fF(A) > �

y por otra, como f es �-continua en x

Ex(f
�1(V )) = fEx(V ) > �

luego
f�1(A) \ f�1(V ) 6= ; ;

y necesariamente
A \ V 6= ; :

6.3 Espacios compactos.

6.3.1 Sea X un espacio topol�ogico ordinario. Entenderemos que X
es un compacto cuando veri�que la propiedad de Borel-Lebesgue
a�un sin ser Hausdorff, o sea cuando (en lenguaje de ciertos autores)
sea casi-compacto.

6.3.2 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i., � < 1 . Son entonces equivalentes

(i) Todo �ltro F sobre X admite un punto �-adherente.

(ii) Todo c-�ltroF sobreX admite un punto �-adherente.

(iii) Para todo ultra�ltro U sobreX, existe x 2 X tal que

U
�
! x :
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(i)) (ii) es evidente y (ii)) (iii) es consecuencia de (6.2.7).
(iii)) (i) Sea F un �ltro sobre X . Existe un ultra�ltro U tal que

F � U

y como (iii) se cumple, existe x 2 X tal que

U
�
! x ;

y resulta entonces de (6.2.4) que x es �-adherente a F .

6.3.3 Las propiedades de la proposici�on precedente son a�un equi-
valentes a

(iv) Para todo �ltro F sobre X

\
F(A)>�

d�(A) 6= ; ;

(v) Para todo c-�ltro F sobre X

\
A2F

d�(A) 6= ; ;

como se desprende de (6.2.2).

6.3.4 DEFINICI�ON. Sea X un e.t.i., � < 1 . Diremos que X es
�-compacto cuando veri�que las propiedades de la proposici�on (6.3.2).

Un espacio 0-compacto, diremos simplemente que es compacto.
Si X es un espacio topol�ogico ordinario, entonces, cualquiera que

se � < 1 , X es �-compacto si y s�olo si lo es en el sentido ordinario.

6.3.5 PROPOSICI�ON

SeaX un e.t.i., (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada. Sea � < 1 .

a) Si
�
� � es una topolog��a compacta, entonces X es �-com-

pacto.

b) Si X es �-compacto, entonces para cada �0 > � , la topo-

log��a
�
� �0 es compacta.
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a) Supongamos
�
� � compacta. Sea U un ultra�ltro sobre X ; entonces

existe x 2 X tal que U converge a x para
�
� � , o sea

Vx;� � U ;

luego (5.1.2)

Ex;�+ � U

y

Ex (� �)U

que signi�ca

U
�
! x ;

lo que demuestra que X es �-compacto.

b) Supongamos que X es �-compacto, y sea �0 > �. Sea U un
ultra�ltro sobre X ; existe x 2 X tal que

U
�
! x ;

luego

Ex (� �)U

y (4.5.6)

Ex;�+ � U :

Pero como

Vx;�0 � Ex;�+

resulta

Vx;�0 � U

y U converge hacia x para
�
� �0 . Esto demuestra que

�
� �0 es compacta.

6.3.6 Los ejemplos que siguen, adem�as de proporcionarnos casos de
espacios �-compactos, demuestran que los resultados de la proposici�on
precedente son en cierta manera los mejores posibles.
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6.3.7 Ejemplo. Consideremos el e.t.i. IR0 = (IR; (��)) de (1.4.4).
Para 0 < � < 1 , �� es compacta, luego IR0 es �-compacto para 0 <
� < 1 . Sin embargo, IR0 no es compacto. Si lo fuera, se tendr��a
(aplicando 6.3.3) que para cada ultra�ltro U sobre IR

\
A2U

d(A) 6= ;

y, teniendo en cuenta (6.1.9),

\
A2U

A 6= ;

en donde A representa la adherencia de A para la topolog��a usual
de IR . Esto signi�car��a que IR con su topolog��a usual es compacto, lo
que es falso.

6.3.8 Ejemplo. Consideremos el e.t.i. (IR; (��)) an�alogo al anterior,
en donde �0 es la topolog��a discreta, �1 la topolog��a grosera y para
0 < � < 1 �� es la extensi�on trivial a IR de la topolog��a usual del
intervalo

J� = (�� 1; 1 � �) :

Se trata de un t.i. normal. Para 0 < � � 1 , �� es compacta, luego el
e.t.i. es �-compacto para 0 < � < 1 . Si A � IR , A 6= ; , se tiene

d(A) = A [ (�1;�1] [ [1;1) :

Entonces, si U es un ultra�ltro sobre IR

\
A2U

d(A) � (�1;�1] [ [1;1)

lo que demuestra (6.3.3) que el e.t.i. es compacto. Sin embargo �0 no
es compacta.

6.3.9 COROLARIO

Todo e.t.i. �nito es compacto.
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Pues
�
� 0 , como cualquier otra topolog��a ordinaria en tal conjunto, es

compacta.

6.3.10 PROPOSICI�ON

Sean (�!)!2
 y (��)�2� dos t.i. sobre X tales que

(��)�2� (� �) (�!)!2
 :

Si (X; (�!)
) es �-compacto, entonces (X; (��)�) es �-com-
pacto.

Sea U un ultra�ltro sobre X . Existe x 2 X tal que

U
�
! x

para (�!) . Como
i : (X; (�!))! (X; (��))

es �-continua, luego �-continua en x , resulta de (5.3.8) que

U
�
! x

para (��) , lo que demuestra que (X; (��)) es �-compacto.

6.4 Subconjuntos compactos de un es-

pacio topol�ogico impreciso.

6.4.1 DEFINICI�ON. Sea (X; (�!)!2
) un e.t.i., A � X , � < 1 .
Diremos que A es un conjunto �-compacto de X cuando A con la t.i.
traza

(�!jA)!2


sea un e.t.i. �-compacto.
Un conjunto 0-compacto, diremos simplemente que es un conjunto

compacto.
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6.4.2 Interesa caracterizar la compacidad de A en funci�on de las
propiedades de los �ltros sobre X. La �unica situaci�on en la que se
produce un buen comportamiento en este sentido es aquella en la que
para cada punto x 2 A coinciden EAx , �ltro de los entornos de x en
A , y ExjA , traza del �ltro de los entornos de x en X . Esta situa-
ci�on, independientemente de cu�al sea A , la encontramos cuando X
es accesible (5.1.9). Parte de las proposiciones exigir�an entonces esta
hip�otesis.

6.4.3 PROPOSICI�ON

Todo subconjunto �nito de un e.t.i. es compacto.

Basta utilizar (6.3.9).

6.4.4 LEMA

Sea X un e.t.i., A � X , � < 1 . Son equivalentes:

(i) Para todo ultra�ltro U sobre X tal que U(A) = 1 ,
existe a 2 A tal que U

�
! a ;

(ii) Para todo �ltro F sobre X tal que F(A) > 0 , existe
a 2 A tal que a es �-adherente a F ;

(iii) Para todo c-�ltro F sobre X tal que F(A) = 1 ,
existe a 2 A tal que a es �-adherente a F .

(i) ) (ii) Sea F un �ltro sobre X tal que F(A) > 0 . Existe un
ultra�ltro U tal que

F � U ;

luego U(A) = 1 . A causa de (i), existe a 2 A con

U
�
! a ;

y esto signi�ca (6.2.4) que a es �-adherente a F .
(ii)) (iii) y (iii)) (i) son evidentes.
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6.4.5 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i., � < 1 y A un conjunto �-compacto de X .
Entonces se veri�can las propiedades (i) , (ii) y (iii) del
lema precedente.

Sea U un ultra�ltro sobre X tal que U(A) = 1 . Entonces UA existe y
es un ultra�ltro sobre A (4.4.2). Existe pues a 2 A tal que en A

UA
�
! a ;

o sea,

EAa (� �)UA ;

luego (5.1.7),

EajA (� �)UA :

De (4.5.8) resulta entonces

EajA (� �)UA ;

y como (4.4.3)

Ea � EajA y U = UA ;

resulta

Ea (� �)U

y

U
�
! a :

6.4.6 PROPOSICI�ON

SeaX un e.t.i. accesible,A � X y � < 1 . A es un conjunto
�-compacto de X si y s�olo si se veri�can las propiedades
(i) , (ii) y (iii) del lema precedente.

Supongamos que se veri�ca la propiedad (i) del lema y veamos que A
es �-compacto.
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Sea U un ultra�ltro sobre A . Su extensi�on �U es un ultra�ltro
sobre X (4.4.1), y

�U(A) = 1 :

Sea entonces a 2 A tal que

�U
�
! a ;

o sea,
Ea (� �) �U

y (4.5.8)
EajA (� �) �UjA :

Pero �UjA = U (4.4.5) y como X es accesible,

EajA = EAa ;

luego
U

�
! a

en el subespacio A. Esto demuestra que A es �-compacto.

6.4.7 Sea X un e.t.i., (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada, A � X ,

� < 1 . Supongamos que A es un compacto de X para
�
� � . Como, con

las notaciones de (3.1.4), en general

�
� � jA 6�

�

�A� ;

no podemos utilizar (6.3.5) para demostrar que A es �-compacto. Sin
embargo el hecho es cierto cuando X es accesible, como probamos a
continuaci�on.

6.4.8 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i. accesible, (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada,

A � X y � < 1 . Si A es un compacto de X para
�
� � ,

entonces A es �-compacto.
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Sea U un ultra�ltro sobre X con U(A) = 1 . UA es un ultra�ltro
sobre A , luego

UA ! a 2 A

en A para
�
� � . De forma inmediata

U ! a

en X para
�
� � , luego

Va;� � U ;

Ea;�+ � U ;

y

Ea (� �)U ;

o sea

U
�
! a

y de (6.4.6) deducimos que A es �-compacto.

6.4.9 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i., (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada, A � X ,

� < 1 . Si A es un �-compacto, entonces para cada �0 > � ,

A es un compacto de X para
�
� �0 ,

Aplicando (6.3.5), para cada �0 > � ,
�

�A�0 es compacta y como

�
� �0 jA �

�

�A�0 ;

tambi�en lo es
�
� �0 jA , luego A es un compacto de X para

�
� �0 .
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6.4.10 Ejemplo. Consideremos el e.t.i. IR0 = (IR; (��)) de (1.4.4) y
sean a; b 2 IR , a < b , y A = [a; b] . Para 0 < � � 1 , A es un compacto
de IR para �� , luego A es un �-compacto de IR0 para 0 < � < 1 . A es
tambi�en un compacto de IR0 : sea U un ultra�ltro sobre IR con A 2 U .
Entonces \

B2U

d(B) =
\
B2U

B �=
\

B2UA

B 6= ;

ya que A es un compacto de IR para la topolog��a usual. Como\
B2UA

B � A ;

existe a 2 A tal que
a 2

\
B2U

d(B) ;

luego a es adherente a U y U ! a .

6.4.11 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i. accesible y �-compacto. Sea A � X tal que

A = d�(A) :

Entonces A es �-compacto.

Sea F un c-�ltro sobre X tal que F(A) = 1 . Como X es �-compacto
existe x 2 X tal que x es �-adherente a F , o sea

x 2
\

F(B)>�

d�(B) ;

o lo que es lo mismo
x 2

\
B2F

d�(B) :

Pero
B 2 F ) A \ B 2 F ;

luego \
B2F

d�(B) =
\
B2F

d�(A \ B) � d�(A) = A

y entonces
x 2 A

y basta aplicar (6.4.6).
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6.4.12 PROPOSICI�ON

Sean X;Y e.t.i. con Y accesible, f : X ! Y una apli-
caci�on �-continua. Sea A un conjunto �-compacto de X .
Entonces f(A) un conjunto �-compacto de Y .

Como la restricci�on
f jA : A! Y

es tambi�en �-continua, podemos suponer que A = X . Sea U un ul-
tra�ltro sobre Y tal que U(f(X)) = 1 . Vamos a demostrar que existe
x 2 X tal que

U
�
! f(x)

lo que probar�a la proposici�on, teniendo en cuenta (6.4.6). f�1U existe.
Como es un �ltro sobre X y X es �-compacto, f�1U admite un punto
�-adherente x . De (6.2.9) se sigue que f(x) es �-adherente a f f�1U ,
luego a U (4.3.11 y 6.2.6). Por �n esto signi�ca que

U
�
! f(x) :

6.4.13 COROLARIO

Sean (�!)!2
 y (��)�2� dos t.i. sobre X tales que (��)�2�
es accesible y

(��) (� �) (�!) :

Si A es un �-compacto de (X; (�!)) , tambi�en es un �-
compacto de (X; (��)) .

6.5 Espacios separados.

6.5.1 DEFINICI�ON. Sea X un e.t.i., � < 1_. Diremos que X es
�-separado cuando

(s1) Si x; y 2 X , x 6= y , existen V;W � X tales que

Ex(V ) > � ; Ey(W ) > � y V \W = ; ;

y diremos que es separado cuando sea �-separado para cada � < 1 .
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Si �0 � � y X es �-separado, X es �0-separado.

6.5.2 Si X es un espacio topol�ogico ordinario, X es separado
(Hausdorff) si y s�olo si es separado en el sentido de la de�nici�on
precedente.

6.5.3 Sea X un e.t.i., (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada. Si X es

�-separado,
�
� � es separada. Si existe �0 > � tal que

�
� �0 es separada,

entonces X es �-separado. Sea � 2 (0; 1] ; son equivalentes

(i) Para cada �0 < � , X es �0-separado ;

(ii) Para cada �0 < � ,
�
� �0 es separada :

6.5.4 Ejemplo. Sea IR0 = (IR; (��)) el e.t.i. del ejemplo (1.4.4).
Consideremos el subespacio

A = [�1; 1] :

Para � < 1=2 , ��jA es separada. Luego
�

�A� que es m�as �na (3.1.7)
tambi�en lo es. Entonces A es �-separado para cada � < 1=2 .

�1=2jA no es separada, pero
�

�A1=2 s�� que lo es. Pero sin embargo A

no es 1=2-separado, pues cualquiera que sea �0 > 1=2 ,
�

�A�0 no separa 1
y �1 .

6.5.5 TEOREMA

Sea X un e.t.i., � < 1 . Son equivalentes:

(i) X es �-separado;

(ii) Un �ltro sobre X tiene a lo sumo un �-l��mite;

(iii) X Un �ltro sobre X que posee un �-l��mite x , tiene
�unicamente a x como punto �-adherente.
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(i)) (iii) Sea F 2 F (X) y x 2 X tales que

F
�
! x :

Sea y 6= x tal que y sea �-adherente a F . Si V;W � X son tales que

Ex(V ) > � y Ey(W ) > �

entonces
F(V ) > � y Ey(W ) > �

luego (6.2.1)
V \W 6= ; ;

y esto demuestra que X no es �-separado.
(iii)) (ii) es evidente.
(ii)) (i) Supongamos que X no es �-separado. Existen entonces

x; y 2 X , x 6= y tales que

Ex(V ) > � ; Ey(W ) > � ) V \W 6= ; :

Consideremos el subconjunto B de P(X) formado por los subconjuntos
A de X tales que

Ex(A) > � o Ey(A) > � :

Si A1; : : : ; An 2 B , necesariasmente
Tn
i=1Ai 6= ; . Sea F un c-�ltro

sobre X valiendo 1 en cada elemento de B . Entonces

Ex (� �)F y Ey (� �)F

luego
F

�
! x y F

�
! y ;

lo que va en contra de (ii) .

6.5.6 LEMA

Sean X;Y e.t.i. con Y �-separado, f : X ! Y una apli-
caci�on �-continua. Sean x; y 2 X tales que f(x) 6= f(y) .
Existen V;W � X tales que

Ex(V ) > � ; Ey(W ) > � y V \W = ; :
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En efecto, existen V 0;W 0 � Y tales que

Ef(x)(V
0) > � ; Ef(y)(W

0) > � y V 0 \W 0 = ; :

Ponemos
V = f�1(V 0) ; W = f�1(W 0)

y necesariamente
V \W = ; :

Adem�as f es �-continua en x e y (5.3.12), luego

Ex(V ) > � y Ey(W ) > � :

6.5.7 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i., � < 1 . Si para cada x; y 2 X , x 6= y ,
existe una aplicaci�on

f : X ! Y

�-continua de X en un e.t.i. �-separado Y , tal que f(x) 6=
f(y) , entonces X es �-separado.

6.5.8 COROLARIO

Todo subespacio de un e.t.i. �-separado, es �-separado.

6.5.9 COROLARIO

Sean (�!)!2
 y (��)�2� dos t.i. sobre X tales que

(��) (� �) (�!) :

Si (X; (��)) es �-separado, entonces (X; (�!)) es �-separado.
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6.5.10 PROPOSICI�ON

Sea X un e.t.i. �-separado. Sea A un conjunto �-compacto
de X . Entonces

A = d�(A) :

Sea x 2 d�(A) . Existe (6.1.11) un �ltro F sobre X tal que

F(A) = 1 y F
�
! x :

Como A es �-compacto, existe a 2 A tal que a es �-adherente a F .
Por �n (6.5.5) se tiene necesariamente x = a . Esto demuestra que
d�(A) � A .

6.5.11 PROPOSICI�ON

Sean (�!)!2
 y (��)�2� dos t.i. sobre X tales que

(��) (� �) (�!) :

Supongamos que (��) es separada y que (�!) es �-compacta.
Entonces

(��) (' �) (�!) :

Representemos por (
�
� �)�2[0;1] y (

�
��)�2[0;1] las respectivas t.i. normales

asociadas. Sea �0 con � < �0 < 1 ; entonces
�
� �0 es compacta,

�
��0 es

separada y
�
��0�

�
� �0

luego, resulta por una propiedad cl�asica que

�
��0=

�
� �0 :

Como adem�as esto implica que

�
�1=

�
� 1 ;

se obtiene el resultado.
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6.5.12 COROLARIO

Sean (�!)!2
 y (��)�2� dos t.i. sobre X tales que

(��) � (�!) :

Supongamos que (��) es separada y que (�!) es compacta.
Entonces

(��) ' (�!) :



Cap��tulo 7

Generaci�on de topolog��as

imprecisas.

Una t.i. sobre un conjunto X queda en lo esencial caracterizada por el
�ltro de los entornos de cada punto y tambi�en por las �-adherencias de
cada subconjunto de X . Al decir en lo esencial, nos referimos a que, si
bien no es posible obtener la t.i. propiamente dicha con estos elementos, s��
podemos conocer su t.i. normal asociada (7.2.2 y 7.3.2).

Caracterizamos tambi�en las topolog��as ordinarias mediante los �ltros
de entornos y las adherencias (7.2.3 y 7.3.3).

Por �n, abordamos brevemente el estudio de la t.i. para las que son
equivalentes

(i) Ex(V ) � � ;

(ii) V es un �-entorno de x ;

cualesquiera que sean x 2 X y V � X . Llamamos simples a tales t.i. en

consideraci�on al hecho de que el ejemplo m�as caracter��stico de esta situaci�on

lo constituyen las t.i. dadas por una cadena �nita de topolog��as (7.1.1

y 7.1.4).

7.1 Generaci�on por una cadena �nita de

topolog��as.

7.1.1 Sea X un conjunto y sea

�1 � �2 � � � � � �n

115
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una cadena �nita de topolog��as sobre X. Sean p1; p2; : : : ; pn n�umeros
reales > 0 tales que

p1 + p2 + � � �+ pn = 1 :

Ponemos

 = f1; 2; : : : ; ng

dotado de su orden natural y consideremos la probabilidad

p : P(
)! IR+

dada para cada I � 
 por

p(I) =
X
i2I

pi :

La familia
(�i)i2


es una t.i. accesible sobre X .

7.1.2 la t.i. normal (
�
� �)�2[0;1] asociada a (�i)i2
 viena dada, al mar-

gen de
�
� 0 que es la topolog��a discreta, por

�
� �=

8>>>>><
>>>>>:

�1 si 0 < � � p1 ;

�2 si p1 < � � p1 + p2 ;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�n si p1 + � � �+ pn�1 < � � 1 :

7.1.3 Ejemplo. Una topolog��a ordinaria es de este tipo. Tambi�en
lo es la t.i. del ejemplo (1.3.7).

7.1.4 Si x 2 X y V � X , entonces V es un �-entorno de x para
� 2 [0; �] con 0 � � � 1 , o bien no lo es para ning�un � . En particular,
para cada x 2 X y � > 0

Vx;� =
\

0<�0<�

Vx;�0

(con las notaciones de 5.1.1) o sea

Ex;� = Vx;� :
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7.1.5 Si A � X se tiene que d�(A) es la adherencia ordinaria de A
por

�1 para � < p1 ;

�2 para p1 � � < p1 + p2 ;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�n para p1 + � � �+ pn�1 � � < 1 :

7.1.6 X es compacto si y s�olo si �1 es compacta.

7.1.7 X es separado si y s�olo si �n es separada.

7.1.8 Si A � X , la traza de (�i)i2
 sobre A es a�un una t.i. del
mismo tipo. Adem�as, resulta inmediatamente que para todo � 2 [0; 1]

�

�A�=
�
� � jA

con las notaciones de (3.1.4).

7.2 Generaci�on de t.i. por entornos.

7.2.1 Sea X un e.t.i. y para cada x 2 X , sea Ex el �ltro de los
entornos de x . La familia de �ltros (Ex)x2X veri�ca

(e1) Ex(Cfxg) = 0 ;

(e2) Si Ex(V ) > � , existe A � X tal que Ex(A) > � y para cada
a 2 A , Ea(V ) > � .

La propiedad (e1) es inmediata.
Para la segunda, si Ex(V ) > � , sea �0 tal que

Ex(V ) > �0 > � ;

entonces V 2 Vx;�0 y existe un �0-abierto A de X tal que

x 2 A � V :

Tenemos
Ex(A) � �0 > �

y para cada a 2 A
Ea(V ) � �0 > � :



118 7. Generaci�on de topolog��as imprecisas

7.2.2 TEOREMA

Sea X un conjunto no vac��o y sea

(Fx)x2X

una familia de �ltros sobre X veri�cando

(e1) Fx(Cfxg) = 0 ;

(e2) Si Fx(V ) > � , existe A � X tal que Fx(A) > � y
para cada a 2 A , Fa(V ) > � .

Entonces, existe una t.i. sobre X tal que para cada x 2
X , Fx es el �ltro de los entornos de x. . Cualquier t.i.
equivalente a �esta veri�ca la misma propiedad. Dos t.i.
veri�cando tal propiedad son equivalentes. Si para las t.i.
veri�cando esta propiedad designamos por Vx;� el c-�ltro
de los �-entornos de un punto x , tenemos para 0 < � < 1

Fx;�+ � Vx;� � Fx;� :

Sea �o la topolog��a discreta sobre X . Si 0 < � < 1 , consideremos
para cada x 2 X el c-�ltro Fx;�+ . Gracias a (e1) y (e2) existe una
topolog��a ordinaria �unica sobre X tal que, para cada x 2 X , Fx;�+ es
el c-�ltro de los entornos de x. Designaremos por �� dicha topolog��a.
Sea por �n

�1 = inf
�<1

�� :

(��)�2[0;1] as�� de�nida es una t.i. sobre X. Esta t.i. no es normal en
general. Designemos por Vx;� el c-�ltro de los �-entornos de x para
esta t.i. Sea x 2 X y 0 < � < 1 . Si V 2 Fx;�+ , entonces V es un
entorno de x para �� , luego V es un �-entorno de x y V 2 Vx;� . Si
V 2 Vx;� , entonces para cada �0 < � V es un entorno de x para ��0 ,
luego

(8 �0 < �) V 2 Fx;�+

y (4.1.7) V 2 Fx;� . Hemos demostrado as�� que

Fx;�+ � Vx;� � Fx;� :
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Designemos por Ex el �ltro de los entornos de x para (��)�2[0;1] . Se
tiene tambi�en para 0 < � < 1

Ex;�+ � Vx;� � Ex;�

(5.1.2) y se prueba entonces sin di�cultad que

(8x) Ex = Fx :

La t.i. (��)�2[0;1] veri�ca pues la propiedad requerida. Vimos en (5.1.3)
que toda t.i. equivalente a �esta la veri�ca asimismo.

Por �n, sean (�!)!2
 y (��)�2� dos t.i. sobre X tales que para
cada x 2 X , Fx sea el �ltro de los entornos de x . Aplicando (5.3.13)
resulta inmediatamente que ambas t.i. son equivalentes.

7.2.3 COROLARIO

En las condiciones del teorema precedente se tiene la equi-
valencia de

(i) Cada Fx es un c-�ltro;

(ii) Existe una topolog��a ordinaria sobre X tal que para
cada x , Ex = Fx ;

(iii) Toda t.i. sobre X tal que para cada x , Ex = Fx , es
equivalente a una topolog��a ordinaria .

(i) ) (ii) Supongamos que cada Fx es un c-�ltro. (e1) y (e2) se
escriben entonces

(e1) V 2 Fx ) x 2 V ;
(e2) Si V 2 Fx , existe A � X tal que A 2 Fx y para cada

a 2 A , V 2 Fa .
Sea entonces � la �unica topolog��a ordinaria sobre X tal que para
cada x , Fx sea el c-�ltro de los entornos de x por � . Evidentemente,
para cada x , Ex = Fx (4.1.13).

(ii) ) (i) Pues en un espacio topol�ogico ordinario el �ltro de los
entornos de un punto es un c-�ltro (4.1.13).

Por �n la equivalencia de (ii) y (iii) viene dada por el teorema
anterior.
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7.2.4 Como se desprende del ejemplo (4.1.16) no es posible precisar
m�as las desigualdades

Fx;�+ � Vx;� � Fx;�

del teorema (7.2.2). Para poder hacerlo necesitamos las hip�otesis m�as
fuertes que estudiamos a continuaci�on.

7.2.5 DEFINICI�ON. Un e.t.i. X diremos que es simple cuando
para cada x 2 X , V � X y � > 0 se tiene

(sm1) (8 �0 < �) V es �0-entorno de x ) V es un �-entorno de x .

Si una t.i. es simple, lo son todas las t.i. equivalentes a ella.
Son equivalentes

(i) X es simple ;

(ii) (8x 2 X)(8 � > 0) Vx;� =
T
�0<� Vx;�0 ;

(iii) (8x 2 X)(8 � > 0) Ex;� = Vx;� :

7.2.6 Ejemplo. Un e.t.i. generado por una cadena �nita de topo-
log��as es simple (7.1.4). En particular son simples los espacios topol�o-
gicos ordinarios.

El e.t.i. del ejemplo (1.4.4) no es simple (4.1.16).

7.2.7 Sea X un e.t.i. simple y para cada x 2 X , sea Ex el �ltro de
los entornos de x . Se veri�ca

(e3) Si Ex(V ) � � > 0 , existe A � X tal que Ex(A) � � y para
cada a 2 A , Ea(V ) � � .

7.2.8 PROPOSICI�ON

Sea X un conjunto no vac��o y sea

(Fx)x2X

una familia de �ltros sobre X veri�cando

(e1) Fx(Cfxg) = 0 ;
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(e3) Si Fx(V ) � � > 0 , existe A � X tal que Fx(A) � �
y para cada a 2 A , Fa(V ) � � .

Entonces, existe una t.i. sobre X tal que para cada x 2 X ,
Fx es el �ltro de los entornos de x. . Cualquier t.i. equi-
valente a �esta veri�ca la misma propiedad. Dos t.i. veri�-
cando tal propiedad son equivalentes. Las t.i. veri�cando
tal propiedad son simples. Si representamos por Vx;� el
c-�ltro de los �-entornos de x para estas t.i. se tiene para
� > 0

Vx;� = Fx;� :

En primer lugar (Fx)x2X veri�ca tambi�en (e2), luego estamos en las
condiciones del teorema (7.2.2).

Sea �0 la topolog��a discreta sobreX . Si � > 0 , las propiedades (e1)
y (e3) aseguran la existencia de una topolog��a ordinaria �unica sobre
X tal que para cada x 2 X , Fx;� sea el c-�ltro de los entornos de x .
Designaremos por �� dicha topolog��a. Veamos que la t.i. (��)�2[0;1] es
normal. Si � > 0 y V es un entorno de x para

inf
�0<�

��0

entonces para �0 < � , V es entorno de x para ��0 , luego

�0 < � ) V 2 Fx;�0

y por tanto V 2 Fx;� , o sea V es entorno de x para �� . Esto demuestra
que

�� � inf
�0<�

��0 :

Para esta t.i. normal se veri�ca

(8x 2 X)(8 � > 0) Vx;� = Fx;� :

Como en particular las desigualdades

Fx;�+ � Vx;� � Fx;�

son v�alidas, el resto de la demostraci�on es la de (7.2.2).
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7.3 Generaci�on de t.i. por adherencias.

7.3.1 Sea X un e.t.i. y para cada A � X y � < 1 sea d�(A) la
�-adherencia de A . Se veri�ca (6.1.2 a 6.1.7):

(ad1) (8 � < 1) d�(;) = ; ;

(ad2) (8A � X)(8 � < 1) d�(A) =
T
�0>� d�0(A) ;

(ad3) (8A � X) A � d(A) ;

(ad4) (8A � X)(8 � < 1) d�(d�(A)) = d�(A) ;

(ad5) (8A;B � X)(8 � < 1) d�(A [ B)) = d�(A) [ d�(B) .

7.3.2 TEOREMA

Sea X un conjunto y sea

d : [0; 1)�P(X) ! P(X)

(�;A) ! d(�;A)

una aplicaci�on veri�cando

(ad1) (8 � < 1) d(�; ;) = ; ;

(ad2) (8A � X)(8 � < 1) d(�;A) =
T
�0>� d(�

0; A) ;

(ad3) (8A � X) A � d(0; A) ;

(ad4) (8A � X)(8 � < 1) d(�; d(�;A)) = d(�;A) ;

(ad5) (8A;B�X)(8 �<1) d(�;A[B) = d(�;A)[d(�;B) .

Entonces, existe una t.i. sobre X tal que para cada A � X
y � < 1 , d(�;A) es la �-adherencia de A . Cualquier t.i.
equivalente a �esta veri�ca la misma propiedad. Dos t.i.
veri�cando tal propiedad son equivalentes.



7.3. Generaci�on de t.i. por adherencias 123

De (ad2) y (ad3) se obtienen inmediatamente

� � �0 ) d(�;A) � d(�0; A) ;

(8A � X)(8 � < 1) A � d(�;A) :

Sea 0 < � < 1 . La aplicaci�on separada

a : P(X) ! P(X)

A ! d(�;A)

veri�ca

a(;) = ; ;

A � a(A) ;

a(a(A)) = a(A) ;

a(A [B) = a(A) [ a(B) :

Existe entonces una �unica topolog��a ordinaria sobre X tal que para
cada A � X , a(A) = d(�;A) sea su adherencia. Representamos por ��
dicha topolog��a. Adem�as designamos por �0 la topolog��a discreta y
por �1 la topolog��a

�1 = inf
0<�<1

�� :

Como

� � �0 ) d(�;A) � d(�0; A) ;

resulta que (��)�2[0;1] es una t.i. sobre X (que no es normal en general).

Si representamos por (
�
� �)�2[0;1] la t.i. normal asociada se tiene

(8 � 2 [0; 1]) �� �
�
� �

y

�0 < � )
�
� �� ��0 :

Para cada � y cada A � X representamos por �(A) la adherencia de A

por
�
� � .
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Si 0 < � < 1 [
�0<�

d(�0; A) � �(A) � d(�;A)

como se prueba de forma sencilla. Representemos por d�(A) la �-
adherencia de A para (��)�2[0;1] . Sea A � X y 0 � � < 1 . Por una
parte

d�(A) =
\
�0>�

�0(A) �
\
�0>�

d(�0; A) = d(�;A) :

Por otra si �0 > � y tomamos � < �00 < �0

d�(A) =
\
�>�

d(�;A) � d(�00; A) � �0(A) ;

luego

d�(A) =
\
�0>�

�0(A) = d�(A) :

Hemos probado as�� que para (��)�2[0;1]

(8A � X)(8 � < 1) d�(A) = d(�;A) :

Como se deduce de (6.1.1) cualquier t.i. equivalente a �esta veri�ca
la misma propiedad.

Por �n, la equivalencia de dos t.i. veri�cando tal propiedad se
prueba inmediatamente aplicando el corolario (6.1.15) a la aplicaci�on
id�entica de X .

7.3.3 COROLARIO

En las condiciones del teorema precedente, se tiene la equi-
valencia de:

(i) (8A � X)(8 �; �0) d(�;A) = d(�0; A) ,

(ii) Las t.i. veri�cando el resultado del teorema son aqu�e-
llas que son equivalentes a la topolog��a ordinaria sobre X
tal que para cada A � X

A = d(0; A) :
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Se deduce inmediatamente de que las t.i. veri�cando la conclusi�on del
teorema cumplen

[
�0>�

d(�0; A) � �(A) � d(�;A) ;

hecho que hemos visto en la demostraci�on del teorema.
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Cap��tulo 8

Topolog��as imprecisas de�nidas

por una distancia.

Estudiamos en este cap��tulo las t.i. de�nidas por una m�etrica, entendida del
modo siguiente: no conocemos exactamente la distancia entre dos puntos
del conjunto, pero s�� la probabilidad de que dicha distancia se encuentre en
un intervalo dado. De esta manera asignamos a cada par de elementos x; y
una distribuci�on de probabilidad �xy de modo que la separaci�on entre x e y
es menor que r con probabilidad �xy([0; r) ) .

Obtenemos as�� la noci�on de distancia, que constituye como vemos en
(8.1.3 y 8.1.4) una generalizaci�on de las semidistancias ordinarias. Las
propiedades (d1) y (d2) que exigimos (8.1.2) poseen un signi�cado obvio.
La propiedad (d3) es an�aloga a la cl�asica desigualdad triangular, aunque
tambi�en presenta semejanzas con una propiedad m�as fuerte, la desigualdad
ultram�etrica, como permite entrever el ejemplo (8.1.5). En este ejemplo y
el siguiente vemos que una distancia ultram�etrica `corregida' por un factor
de inseguridad (menor cuanto mayor es la separaci�on) se convierte en una
distancia en el sentido de nuestra de�nici�on.

Dada una distancia sobre X , construimos el �ltro de los entornos de
cada punto y, utilizando el teorema (7.2.2), una t.i. sobre X .

Las propiedades topol�ogicas de la t.i. as�� constru��da se caracterizan de

forma muy sencilla con la ayuda de sucesiones, obteni�endose pr�acticamente

todos los resultados que son cl�asicos en un espacio m�etrico ordinario.

8.1 Distancia sobre un conjunto.

8.1.1 Designaremos por M+
1 [0;1) el conjunto de las medidas de

Radon positivas sobre [0;1) que son de masa 1.

127
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Si � 2 M+
1 [0;1) y r > 0 escribiremos para simpli�car

�(r) = �[0; r) :

Si r 2 IR representaremos por �r la medida de Dirac centrada en r .
Para r > 0

�r 2 M
+
1 [0;1) :

8.1.2 DEFINICI�ON. Sea X un conjunto. Una distancia sobre X
es una aplicaci�on

� : X �X !M+
1 [0;1)

(x; y) ! �xy

veri�cando

(d1) (8x 2 X) �xx = �0 ;

(d2) (8x; y 2 X) �xy = �yx ;

(d3) (8x; y; z 2 X)(8 r; s > 0)

�xy(r + s) � min(�xz(r); �zy(s)) :

8.1.3 Sea � una distancia sobre X tal que para cada x; y 2 X ,
�xy sea una medida de Dirac. Designemos por d(x; y) el centro de la
medida �xy , o sea

�xy = �d(x;y) :

Entonces la aplicaci�on

d : X �X ! [0;1)

(x; y) ! d(x; y)

es una semidistancia ordinaria. En efecto, d(x; x) = 0 gracias a (d1)
y d(x; y) = d(y; x) gracias a (d2).
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Sean por otra parte x; y; z 2 X . Si

� > d(x; z) + d(z; y) ;

entonces
� = r + s

con r > d(x; z) y s > d(z; y) , y como entonces

�xz(r) = 1 y �zy(s) = 1 ;

resulta de (d3) que
�xy(r + s) = 1

o sea
� > d(x; y) ;

lo que prueba que

d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) :

Diremos que d es la semidistancia ordinaria asociada a � .

8.1.4 Rec��procamente, sea

d : X �X ! [0;1)

(x; y)! d(x; y)

una semidistancia ordinaria sobre X, y para cada x; y 2 X pongamos

�xy = �d(x;y) :

La aplicaci�on

� : X �X !M+
1 [0;1)

(x; y) ! �xy

es entonces una distancia sobre X. En efecto, (d1) y (d2) son inme-
diatas. En cuanto a (d3), si

�xy(r + s) = 0

entonces
r + s � d(x; y) � d(x; z) + d(z; y)
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luego
r � d(x; z) o s � d(z; y)

y
�xz(r) = 0 o �zy(s) = 0 :

Diremos que � es la distancia asociada a la semidistancia ordinaria d .

8.1.5 Ejemplo. Sea X un conjunto y

d : X �X ! IR+

una distancia ordinaria ultram�etrica sobre X, esto es, una distancia
ordinaria veri�cando adem�as

(8x; y; z 2 X) d(x; y) � max(d(x; z); d(z; y)) :

Para cada x; y 2 X pongamos entonces

�xy =
1

1 + d(x; y)
�0 +

d(x; y)

1 + d(x; y)
�d(x;y) :

La aplicaci�on

� : X �X !M+
1 [0;1)

(x; y) ! �xy

as�� de�nida, es una distancia sobre X.
En efecto; � veri�ca obviamente (d1) y (d2). Veamos (d3). Sean

x; y; z 2 X , r; s > 0 . Supongamos que, por ejemplo

d(x; y) � d(x; z) :

Si �xy(r + s) < 1 , entonces

�xy(r + s) =
1

1 + d(x; y)
y r + s � d(x; y)

luego
r � d(x; y) � d(x; z)

y

�xz(r) =
1

1 + d(x; z)
�

1

1 + d(x; y)
= �xy(r + s)
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luego
�xy(r + s) � min(�xz(r); �zy(s)) :

Como, si �xy(r + s) = 1 , la desigualdad es evidente, se veri�ca siem-
pre (d3).

8.1.6 Ejemplo. Sea X un conjunto y d una distancia ordinaria ul-
tram�etrica sobre X . Si

� : IR+ ! [0; 1]

es una funci�on decreciente y ponemos

�xy = � � d(x; y) �0 + (1� � � d(x; y)) �d(x;y) ;

obtenemos, de forma an�aloga al ejemplo anterior, una distancia so-
bre X.

8.2 T.i. dada por una distancia.

8.2.1 Sea � una distancia sobre X. Para cada x 2 X , r > 0 y
� 2 (0; 1] de�nimos el subconjunto de X

B�(x; r) = fy 2 X j�xy(r) > 1 � �g ;

o lo que es lo mismo

B�(x; r) = fy 2 X j�xy[r;1) < �g :

8.2.2 Si � es una distancia como la de (8.1.3) y d es la semidistancia
ordinaria asociada, el conjunto B�(x; r) es, cualquiera que sea � > 0 ,
la bola dada por d con centro x y radio r

B(x; r) = fy 2 X j d(x; y) < rg :

8.2.3 Cualesquiera que sean r > 0 y � > 0

x 2 B�(x; r) :
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8.2.4 Si x 2 X , r > 0 y 0 < �0 � �

B�0(x; r) � B�(x; r) :

8.2.5 Si x 2 X , � > 0 y 0 < r0 � r

B�(x; r
0) � B�(x; r) :

8.2.6 Para cada x 2 X de�nimos entonces

Ex : P(X)! [0; 1]

poniendo

Ex (V ) = sup f� > 0 j (9 r > 0) B�(x; r) � V g

si el conjunto de tales � es no vac��o y

Ex (V ) = 0

en caso contrario.
Si Ex (V ) � � > 0 , entonces para cada 0 < � < � existe r > 0 tal

que
B�(x; r) � V :

Las aplicaciones Ex veri�can:

8.2.7 PROPOSICI�ON

Para cada x 2 X , Ex es un �ltro sobre X. La familia de
�ltros (Ex)x2X veri�ca

(e1) Ex(Cfxg) = 0 ;

(e2) Si Ex(V ) > � , existe A � X tal que Ex(A) > � y
para cada a 2 A , Ea(V ) > � .

Cada Ex veri�ca evidentemente (f1), (f2) y (f4). Veamos que veri-
�ca (f5) o sea

Ex(V \W ) � min(Ex(V ); Ex(W )) :
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Sea � = min(Ex(V ); Ex(W )) ; si 0 < � < � , existen r; r0 > 0 tales que

B�(x; r) � V y B�(x; r
0) �W ;

poniendo r00 = min(r; r0) , entonces r00 > 0 y

B�(x; r
00) � V y B�(x; r

00) �W

o sea
B�(x; r

00) � V \W

y
Ex(V \W ) � � :

Luego
Ex(V \W ) � � :

La propiedad (e1) es evidente. Veamos (e2). Sea Ex(V ) > � y
tomemos �0 con

Ex(V ) > �0 > � ;

entonces existe r > 0 tal que

B�0(x; r) � V :

Pongamos
A = B�0(x; r=2) ;

por una parte
Ex(V ) � �0 > � :

Sea a 2 A , vamos a probar que

B�0(a; r=2) � V

lo que demostrar�a que
Ea(V ) � �0 > � :

Si y 2 B�0(a; r=2) , entonces

�ya(r=2) > 1� �0 ;

y como
�xa(r=2) > 1 � �0

resulta de la propiedad (d3) de � que
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�xy(r) > 1 � �0

luego

y 2 B�0(x; r) � V

lo que termina la demostraci�on.

8.2.8 DEFINICI�ON. Sea � una distancia sobre X ; diremos que
(X;�) es un espacio m�etrico.

Consideremos los �ltros Ex de�nidos en (8.2.6). Aplicando el teo-
rema (7.2.2) resulta que existe una �unica t.i. normal sobre X tal que
para cada x 2 X , Ex es el �ltro de los entornos de x. Representaremos
por

(��)�2[0;1]

esta t.i. y diremos que es la t.i. dada por la distancia � . Cuando
hablemos del espacio m�etrico (X;�) consideraremos sobre X esta t.i.

Si representamos por Vx;� el c-�ltro de los �-entornos de x para esta
t.i. se tiene si 0 < � < 1

Ex;�+ � Vx;� � Ex;� :

En general, si Ex(V ) � � , es posible que V no sea un �-entorno de x .
Se tiene sin embargo:

8.2.9 PROPOSICI�ON

Sea (X;�) un espacio m�etrico. Sean x 2 X , r > 0 , � > 0 .
La bola B�(x; r) es un �-abierto.

Sea a 2 B�(x; r) ; veamos que

Ea(B�(x; r)) � � :
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En efecto,
�xa(r) > 1� �

y existe a�un r0 < r tal que

�xa(r
0) > 1� �

puesto que
�xa(r) = lim

n!1
�xa(r � 1=n) :

Sea
r00 = r � r0 > 0 :

Veamos que
B�(a; r

00) � B�(x; r) ;

en efecto, si
y 2 B�(a; r

00) ;

entonces
�ya(r

00) > 1� �

y por la propiedad (d3) de � , como r0 + r00 = r ,

�xy(r) > 1� �

o sea
y 2 B�(x; r) :

Hemos demostrado entonces que para cada a 2 B�(x; r)

Ea(B�(x; r)) � � :

Si �0 < �, B�(x; r) es entonces un �0-entorno de cada uno de sus puntos,
luego un �0-abierto. Esto asegura por �n que B�(x; r) es �-abierto.

8.2.10 PROPOSICI�ON

Sea d una semidistancia ordinaria sobre X y � la distan-
cia asociada (8.1.4). La t.i. (��)�2[0;1] del espacio m�etrico
(X;�) es entonces equivalente a una topolog��a ordinaria
(forzosamente �1 ) que es justamente la topolog��a dada por
la semidistancia d .
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Sea x 2 X y el �ltro Ex . Si

Ex(V ) > 0 ;

entonces
(9 � > 0)(9 r > 0) B�(x; r) � V ;

pero como vimos en (8.2.2) esto signi�ca que

(8 � > 0) B�(x; r) � V ;

o sea
Ex(V ) = 1 ;

lo que demuestra que Ex es un c-�ltro. Del corolario (7.2.3) resulta
entonces que (��)�2[0;1] es equivalente a una topolog��a ordinaria, que
es necesariamente �1 ,

Veamos que �1 es justamente la topolog��a �d de�nida por la semi-
distancia d . Si V es un entorno de x para �1 , entonces Ex(V ) = 1 y
existen � > 0 , r > 0 tales que

B�(x; r) � V ;

luego
d(x; y) < r ) y 2 V

y V es un entorno de x para �d .
Rec��procamente, si V es un entorno de x para �d , existe r > 0 tal

que
d(x; y) < r ) y 2 V

luego
B1(x; r) � V

y V es un entorno de x para �1 .

8.2.11 No es cierto sin embargo que si (X;�) es un espacio m�etrico
tal que (��)�2[0;1] sea equivalente a la topolog��a dada por una semidis-
tancia ordinaria, entonces �xy sea una medida de Dirac para cada
x; y 2 X . As�� se ve en el sencillo ejemplo que sigue.
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8.2.12 Ejemplo. Sea X = fx; yg y sea � de�nida por

�xx = �yy = �0 ; �xy = f ;

en donde f es la funci�on representada en la �gura. Se prueba sin
di�cultad que � es una distancia. Si � > 0 , �� es la topolog��a discreta,
pues para 0 < r < 1

B�(x; r) = fxg y B�(y; r) = fyg :

(��)�2[0;1] es pues equivalente a la topolog��a discreta, de�nida por cual-

�
�
�@
@
@

1

0 1 2 3

quier distancia ordinaria sobre x , y sin embargo �xy no es una medida
de Dirac.

8.2.13 PROPOSICI�ON

Sea (X;�) un espacio m�etrico, A � X , x 2 X .

a) Si x 2 d�(A) , para cada �0 > �

(8 r > 0)(9 y 2 A) y 2 B�0(x; r) :

b) Si 0 < � < 1 y

(8 r > 0)(9 y 2 A) y 2 B�(x; r)

entonces x 2 d�(A) .
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a) Para cada �0 > � , x 2 �0(A) , luego aplicando (8.2.9)

(8 r > 0) B�0(x; r) \A 6= ; :

b) Si Ex(V ) > � , existe r > 0 tal que

B�(x; r) � V

y como por hip�otesis
B�(x; r) \A 6= ;

resulta
V \ A 6= ;

lo que prueba (6.1.10) que x 2 d�(A) .

8.2.14 Ejemplo. Consideremos la distancia � del ejemplo (8.1.5).
Para x 2 X , r > 0 pongamos

B(x; r) = fy 2 X j d(x; y) < rg ;

es decir, la bola en el sentido ordinario de centro x y radio r para la
distancia d . Sean � 2 (0; 1) , x 2 X , r > 0 y consideremos

B�(x; r) = fy 2 X j�xy(r) > 1� �g :

Entonces y 2 B�(x; r) si y s�olo si

d(x; y) < r o
1

1 + d(x; y)
> 1 � � ;

o sea, si y s�olo si

d(x; y) < r o d(x; y) <
�

1� �

luego

B�(x; r) = B(x; r) [B(x;
�

1� �
) :

Para � 2 (0; 1) y 0 < r < �
1�� tenemos

B�(x; r) = B(x;
�

1 � �
) :

Cualquiera que sea � 2 (0; 1) , la bola B(x; �
1�� ) es un �-abierto (8.2.9).
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Sea x 2 X y Ex el �ltro de los entornos de x en el espacio m�etrico
(X;�) . Este �ltro viene dado por

Ex(V ) = sup f� > 0 j B(x;
�

1� �
) � V g

cuando el conjunto de tales � es no vac��o y

Ex(V ) = 0

en caso contrario. La demostraci�on es inmediata teniendo en cuenta
lo que acabamos de ver y la de�nici�on de Ex dada en (8.2.6).

Consideremos la t.i. (��)�2[0;1] del espacio m�etrico (X;�) . Si x 2
X y � 2 [0; 1] representaremos como es habitual por Vx;� el c-�ltro
de los entornos de x para �� . Entonces para � 2 (0; 1) tenemos la
equivalencia de

(i) V 2 Vx;� ;

(ii) V 2 Ex;� ;

(iii) B(x;
�

1� �
) � V :

(i)) (ii) es un hecho general (5.1.2).

(ii)) (iii) Si V 2 Ex;� , o sea si Ex(V ) � � , entonces

(8 �0 < �) B(x;
�0

1� �0
) � V

y de manera inmediata

B(x;
�

1 � �
) � V :

(iii) ) (i) Se deduce inmediatamente de que B(x; �
1��

) es un �-
abierto.

Para � 2 (0; 1) la topolog��a �� viene as�� caracterizada por el hecho
siguiente: las bolas B(x; �

1��) cuando x recorre X forman una base de
la topolog��a �� .
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Por �n, �1 es la topolog��a grosera sobre X. En efecto, si A 2 �1
y A 6= ; , sea x 2 A . Como

(8 � 2 (0; 1) ) B(x;
�

1� �
) � A

y
�

1� �

�!
�!1 1

entonces si y 2 X , tomando � su�cientemente grande

y 2 B(x;
�

1� �
) � A

lo que demuestra que A = X .
Este mismo razonamiento prueba que

Ex;1 = fXg = Vx;1

y como ya hab��amos probado que para � 2 (0; 1)

Ex;� = Vx;� ;

resulta que (X;�) es un e.t.i. simple (7.2.5).

8.3 Empleo de sucesiones.

8.3.1 DEFINICI�ON. Sea X un e.t.i., (xn)n2IN una sucesi�on de X ,
x 2 X . Sea � 2 [0; 1] . Diremos que xn �-converge a x cuando

(cs1) Para cada V � X tal que Ex(V ) > � , existe n0 2 IN con

n � n0 ) xn 2 V

y escribiremos entonces

x = �-limxn o xn
�
! x

diciendo que x es un �-l��mite de (xn)n2IN .
Como siempre, para � = 0 , diremos que xn converge a x o que x

es un l��mite de (xn)n2IN y escribiremos

x = limxn o xn ! x :

Si F(xn) es el c-�ltro sobre X asociado a (xn)n2IN la propiedad (cs1)
equivale a
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(cs2) F(xn)
�
! x .

8.3.2 Si X es un espacio topol�ogico ordinario, la convergencia

xn
�
! x

equivale, cualquiera que sea � < 1 , a la convergencia de (xn)n2IN hacia
x en el sentido habitual.

8.3.3 Ejemplo. Sea (X;�) el espacio m�etrico de (8.2.14); sea
(xn)n2IN � X y x 2 X . Si � 2 [0; 1) son equivalentes

(i) xn
�
! x ;

(ii) Para cada r >
�

1 � �
existe n0 2 IN tal que

n � n0 ) d(xn x) > r ;

siendo inmediata la demostraci�on de esta equivalencia. Para � = 0
esta equivalencia signi�ca en particular la equivalencia de

(i) xn ! x en el espacio m�etrico (X;�) ;

(ii) xn ! x en el espacio m�etrico ordinario (X; d) :

8.3.4 PROPOSICI�ON

Sean (X;�) , (Y; �) dos espacios m�etricos, f : X ! Y una
aplicaci�on, a 2 X , b 2 Y . Son equivalentes

(i) �-limx!a f(x) = b ;

(ii) �0 � � y xn
�0
! a ) f(xn)

�0
! b ;

(iii) �0 > � y xn
�0
! a ) f(xn)

�0
! b :
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(i)) (ii) Supongamos (i) cierto y sea �0 � � y xn
�0
! a . Como entonces

�0-lim
x!a

f(x) = b

resulta de (5.2.20) que

F
�0
! a ) fF

�0
! b ;

y como en particular

F(xn)
�0
! a

entonces

fF(xn)
�0
! b ;

luego

F(f(xn))
�0
! b

puesto que

fF(xn) = F(f(xn)) :

(ii)) (iii) es evidente.

(iii) ) (i) Razonemos por reducci�on al absurdo suponiendo falso
que

�-lim
x!a

f(x) = b :

Entonces existen �0 > � y V � Y tales que

Eb(V ) = �0 y Ea(f
�1(V )) < �0 :

Sea �00 tal que �0 > �00 > � y Ea(f�1(V )) < �00 . Ahora tenemos

Eb(V ) > �00 y Ea(f
�1(V )) < �00 ;

luego

(8n 2 IN) B�00

�
a;

1

n

�
6� f�1(V ) ;
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o sea, para cada n 2 IN , existe xn 2 X tal que

xn 2 B�00

�
a;

1

n

�
y f(xn) 62 V :

Como Eb(V ) > �00 , es claro que la sucesi�on (f(xn))n2IN no es �00-
convergente hacia b. Sin embargo

xn
�00
! a

pues cuando Ea(W ) > �00 , existe r > 0 con

B�00(a; r) � W ;

y para 1=n � r se tiene xn 2 B�00(a; r) �W . Luego (iii) es falso.

8.3.5 COROLARIO

Sean (X;�) , (Y; �) dos espacios m�etricos, f : X ! Y una
aplicaci�on, a 2 X . Son equivalentes

(i) f es �-continua en a ;

(ii) �0 > � y xn
�0
! a ) f(xn)

�0
! f(a) :

8.3.6 COROLARIO

Sean (X;�) , (Y; �) dos espacios m�etricos, f : X ! Y una
aplicaci�on. Son equivalentes

(i) f es �-continua ;

(ii) �0 > � y xn
�0
! x ) f(xn)

�0
! f(x) :
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8.3.7 Sean �, � dos distancias sobre X. Los s��mbolos

� (� �)� ; � � � ; � (' �)� ; � ' �

signi�car�an que la misma relaci�on existe entre las correspondientes t.i.
normales (��)�2[0;1] y (��)�2[0;1] .

8.3.8 COROLARIO

Sean �, � dos distancias sobre X. Entonces � (� �)� si
y s�olo si para cada �0 > � y cada sucesi�on �0-convergente
por � , la sucesi�on �0-converge para � hacia el mismo l��mite.

8.3.9 Son ciertos asimismo corolarios an�alogos para las otras tres
relaciones.

8.3.10 Ejemplo. Sea X un conjunto, d una distancia ordinaria ul-
tram�etrica sobre X . Sea � la distancia sobre X dada por

�xy =
1

1 + d(x; y)
�0 +

d(x; y)

1 + d(x; y)
�d(x;y)

como en el ejemplo (8.1.5) y consideremos el espacio m�etrico (X;�)
cuya t.i. (��)�2[0;1] estudiamos en el ejemplo (8.2.14). Sobre X vamos
a considerar tambi�en la distancia � dada para cada x; y 2 X por

�xy = �d(x;y) ;

distancia cuyo estudio abordamos en (8.1.4). Como vimos en (8.2.10)
la correspondiente t.i. normal (��)�2[0;1] del espacio m�etrico (X; �) es
equivalente a la topolog��a ordinaria dada por d , o sea

(8 � > 0) �� = �1

y �1 es la topolog��a ordinaria dada por d.
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Veamos la relaci�on existente entre � y � . Si � > 0 y xn
�
! x para � ,

entonces (8.3.2) xn ! x en el espacio m�etrico ordinario (X; d) , luego
aplicando (8.3.3), xn ! x para � y trivialmente xn

�
! x para � .

De (8.3.8) y (8.3.9) se deduce entonces que

� � � :

8.3.11 PROPOSICI�ON

Sea (X;�) un espacio m�etrico, A � X , x 2 X . x 2 d�(A)
si y s�olo si existe (an)n2IN tal que

an
�
! x :

Supongamos que x 2 d�(A) ; entonces por (8.2.13):

(8 �0 > �)(8 r > 0)(9 y 2 A) y 2 B�0(x; r) ;

y en particular, para cada n 2 IN (desde que �+ 1
n
� 1) existe an 2 A

tal que

an 2 B�+ 1

n

�
x;

1

n

�
:

Entonces
an

�
! x

pues si Ex(V ) > � , existen �0 > � y r > 0 tales que

B�0(x; r) � V ;

luego an 2 V para

�+
1

n
� �0 y

1

n
� r :

Rec��procamente, supongamos que existe (an)n2IN � A tal que

an
�
! x ;

entonces
F(an)

�
! x ;

y como F(an)(A) = 1 , resulta de (6.1.11) que x 2 d�(A) .
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8.3.12 Ejemplo. Consideremos el espacio m�etrico (X;�) del ejem-
plo (8.2.14), constru��do a partir de la distancia ordinaria ultram�e-
trica d . Si A � X , A 6= ; y x 2 X recordemos la notaci�on cl�asica

d(x;A) = inf
a2A

d(x; a) :

Si � < 1 , se tiene entonces la equivalencia de

(i) x 2 d�(A) ;

(ii) d(x;A) �
�

1 � �
:

En efecto, si x 2 d�(A) , existe (an)n2IN � A tal que an
�
! x , y

utilizando (8.3.3) resulta que para cada r > �
1�� existe n 2 IN tal que

d(an ; x) < r ;

lo que demuestra que

d(x;A) �
�

1� �
:

Rec��procamente, si d(x;A) � �
1��

, para cada n 2 IN existe an 2 A tal
que

d(an ; x) <
�

1� �
+

1

n

y aplicando de nuevo (8.3.3) resulta que

an
�
! x

luego x 2 d�(A) por la proposici�on precedente.

8.3.13 TEOREMA

Sea (X;�) un espacio m�etrico, A � X , � < 1 . A es
�-compacto si y s�olo si cada sucesi�on de A admite una
subsucesi�on �-convergente hacia alg�un punto de A .

La t.i. (��)�2[0;1] es accesible y aplicaremos (6.4.6).
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a) Supongamos en primer lugar que A es �-compacto. Sea entonces
(an)n2IN una sucesi�on de A . Sea U un ultra�ltro sobre X tal que

F(an) � U :

En particular U(A) = 1 , luego existe a 2 A tal que

U
�
! a :

Para i 2 IN ( y siempre que �+ 1
i
� 1)

U
�
B�+ 1

i

�
a;

1

i

��
= 1 ;

y como para cada n 2 IN

U(fan ; an+1 ; : : :g) = 1 ;

entonces, si i; n 2 IN

B�+ 1

i

�
a;

1

i

�\
fan ; an+1 ; : : :g 6= ; ;

luego para cada i 2 IN , existe ni tan grande como queramos tal que

ani 2 B�+ 1

i

�
a;

1

i

�

y podemos hacer que ni sea estrictamente creciente. Es entonces in-
mediato demostrar que

ani
�
! a :

b) Rec��procamente, vamos a suponer que cada sucesi�on de A ad-
mite una subsucesi�on �-convergente hacia alg�un punto de A . Para
cada n 2 IN tal que �+ 1

n
� 1 consideremos el recubrimiento de A

�
B�+ 1

n

�
a;

1

n

��
a2A

:

Vamos a probar que este recubrimiento admite un subrecubrimiento �-
nito deA . Si suponemos lo contrario, consideremos la sucesi�on (ai)i2IN
de A de�nida por recurrencia de la forma siguiente

- a1 es un punto cualquiera de A ,
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- ai+1 es un punto de A que no pertenece a

B�+ 1

n

�
a1 ;

1

n

�[
� � �
[

B�+ 1

n

�
ai ;

1

n

�
:

La sucesi�on de A , (ai)i2IN , no admite ninguna subsucesi�on (aij)j2IN
�-convergente a un punto a 2 A , pues si

aij
�
! a 2 A ;

como

Ea

�
B�+ 1

n

�
a;

1

2n

��
> � ;

existe j0 2 IN tal que

j � j0 ) aij 2 B�+ 1

n

�
a;

1

2n

�

y en particular, si j � j0 ,

aij 2 B�+ 1

n

�
a;

1

2n

�
y aij+1 2 B�+ 1

n

�
a;

1

2n

�
;

luego por la propiedad (d3) de �

aij+1 2 B�+ 1

n

�
aij ;

1

n

�
;

lo que va en contra de la de�nici�on de la sucesi�on (ai)i2IN .
Resulta entonces que para cada n 2 IN con � + 1

n
� 1 , A puede

recubrirse con un n�umero �nito de bolas

B�+ 1

n

�
a;

1

n

�

con centro en puntos de A .
Pasemos a demostrar que A es �-compacto. Sea U un ultra�ltro

sobre X tal que U(A) = 1 ; bastar�a probar que existe a 2 A tal que

U
�
! a :
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Como U es un ultra�ltro sobre y U(A) = 1 , entonces por la propiedad
que acabamos de ver, para cada n 2 IN con � + 1

n
� 1 existe an 2 A

tal que

U
�
B�+ 1

n

�
an ;

1

n

��
= 1 :

Por hip�otesis, existe una subsucesi�on (ani)i2IN y a 2 A tal que

ani
�
! a :

Veamos que
U

�
! a :

Si Ea(V ) > � , existen �0 > � , r > 0 tales que

B�0(a; r) � V ;

existe i0 2 IN tal que

i � i0 ) ani 2 B�0

�
a;
r

2

�
;

luego tomando i 2 IN tal que

i � i0 ; �+
1

ni
� �0 ;

1

ni
�

r

2

se tiene por la propiedad (d3) de �

B�+ 1

ni

�
ani ;

1

ni

�
� B�0(a; r) � V

y U(V ) = 1 , lo que termina la demostraci�on del teorema.

8.3.14 COROLARIO

Sea (X;�) un espacio m�etrico, � < 1 . X es �-compacto
si y s�olo si cada sucesi�on de X admite una subsucesi�on
�-convergente.
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8.3.15 LEMA

Sea (X;�) un espacio m�etrico, � < 1 . X es �-separado si
y s�olo si para cada x; y 2 X , x 6= y , existen �0 > � y r > 0
con

B�0(x; r) \ B�0(y; r) = ; :

8.3.16 PROPOSICI�ON

Sea (X;�) un espacio m�etrico. Supongamos que para cada
x; y 2 X , x 6= y , existe r > 0 tal que

z 2 X ) �xz(r) = 0 o �yz(r) = 0 :

Entonces, X es separado.

En efecto, la condici�on signi�ca que

B1(x; r) \B1(y; r) = ;

y por el lema precedente, X es �-separado cualquiera que sea � < 1 .

8.3.17 PROPOSICI�ON

Sea (X;�) un espacio m�etrico, � < 1 . Son equivalentes

(i) X es �-separado ;

(ii) Cada sucesi�on de X posee a lo sumo un �-l��mite :

(i) ) (ii) Supongamos X �-separado y sea (xn)n2IN una sucesi�on tal
que

xn
�
! x y xn

�
! y ;

entonces

(8 �0 > �)(8 r > 0) B�0(x; r) \B�0(y; r) 6= ; ;

y por el lema (8.3.15), necesariamente x = y .
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(ii)) (i) Razonemos por reducci�on al absurdo suponiendo que X
no es �-separado. Aplicando (8.3.15), existen x; y 2 X , x 6= y , tales
que, para cada n 2 IN (con �+ 1

n
� 1)

B�+ 1

n

�
x;

1

n

�\
B�+ 1

n

�
y;

1

n

�
6= ; :

Si para cada n tomamos

xn 2 B�+ 1

n

�
x;

1

n

�\
B�+ 1

n

�
y;

1

n

�

de forma evidente

xn
�
! x y xn

�
! y :
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S��mbolos y propiedades.

S��mbolos
(Salvo excepciones, mencionamos s�olo los s��mbolos espec���cos de esta
teor��a)
IR (conjunto de los n�umeros reales)
IN (conjunto de los n�umeros naturales)

 1,2,3
�0 2
[0; 1] 2,3
A 2,3
p 2,3
t.i. 3
e.t.i. 3
(�!)
 , (�!)!2
 3
(X; (�!)
) , (X; (�!)!2
) 3
(X; � ) 4

A 4
� , �( ) 5
�
� � ,

�
� 0 8

(
�
� �)�2[0;1] 8,9,10

0
A 12


V;x 12,71
(!-�) 15
(�-�) 16
�f , �f (�) 18
M 18
i� , i0 , i1 19
R 20
��f 20
IR0 23
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(��)� (� �) (�!)
 26
(��)� � (�!)
 26
(��)� (' �) (�!)
 27
(��)� ' (�!)
 27
� jA 30
(�!jA)!2
 30
�

�A� 30

A
D 31

(
�
� � jA)�2[0;1] 33
IAB 34
m 34
IR(�1;1) 40
F 46
Ex 46,49,70
F� , F�+ 47
G � F 48,65
Ux 48
(U�)�2(0;1] , U� 49
(F�)�2(0;1] 49
Vx;� 49,70
(Vx;�)�2(0;1] 49,70
F (X) 50
supi2I F

(i) 51
infi2I F (i) 52
U 52
c(F) 55
fF 56
f�1G 58
f f�1G 59
f�1fF 59
�F , iF 60
FA , i�1F 60
UA 60
(FA) 61
�FjA 61
hfi 62
hFi 63
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� � F , i� � F 64
G (� �)F 65
G (� �)F 65
ExjA 73
VA
x;� 73
EAx 73

�-limF , F
�
! x 76

�-limF , F
�
! x 76

limF , F ! x 76
�-lim
F

f(x) , �-lim
F

f(x) , lim
F

f(x) 80

�-lim
x!a

f(x) , �-lim
x!a

f(x) , lim
x!a

f(x) 80

�-lim
x!a;x2A

f(x) 82

(a,�-�) 83
�f;a 83
�(A) , d�(A) , d(A) 89,90
M+

1 [0;1) 127
�(r) 128
�r 128
�xy 128
� 131
B�(x; r) 131
(X;�) 134
(��)�2[0;1] 134

xn
�
! x , xn ! x 140

�-limxn , limxn 140
(X; d) 141
� (� �)� , � � � , � (' �)� , � ' � 144

Propiedades

(o1) , (o2) 1
(o3) 2
(ti1) 3
(!-�) 15
(�-�) 16
(f1) , (f2) , (f3) 46
(f4) , (f5) 46
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(u1) 54
(r1) 54
(g1) , (g2) , (g3) 62
(a,�-�) 83
(s1) 109
(e1) , (e2) 117,118
(e3) 121
(ad1) , (ad2) , (ad3) , (ad4) , (ad5) 122
(d1) , (d2) , (d3) 128
(cs1) 140
(cs2) 141
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