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Prélogo.

El texto del libro forma parte de un curso de Ecuaciones diferenciales que se
ha venido impartiendo en la E.T.S. de Ingenieros Industriales de Valladolid.
Sin embargo, no abordamos problemas singulares de contorno, funciones
especiales, teoria de estabilidad, cdlculo de variaciones, sistemas auténomos
y métodos numéricos, que incluiremos en un volumen posterior. Algunos
capitulos se han extendido algo més de lo que se hace habitualmente en
nuestras clases, procurando que el libro pueda ser util al mayor nimero
posible de lectores. En este sentido, a pesar de estar dirigido a alumnos de
Escuelas Técnicas, el libro puede ser 1til a los alumnos de las Facultades
de Ciencias.

El libro esta pensado para facilitar la comprensién, por parte del alum-
no, de las técnicas bésicas de ecuaciones diferenciales. Por ello se incluyen
numerosos ejemplos y se detallan cuidadosamente la mayoria de las demos-
traciones. Omitimos algunas de las que presentan mayor dificultad, o que
se basan en resultados que no forman parte de un curso basico de Alge—
bra lineal y de Cilculo, que son las materias que se suponen conocidas de
antemano.

Los autores agradecen cuantas sugerencias les sean enviadas con objeto
de mejorar el texto. Toda correspondencia con los autores puede dirigirse
bien a McGraw-Hill, bien directamente a la E.T.S. de Ingenieros Industria-
les de Valladolid.

No queremos terminar sin agradecer los desvelos de la editorial McGraw-
Hill en la promocién y cuidado de este libro y, en particular, la preocupacion
de Isabel Capella, Editora de la Divisién Universitaria. A todos cuantos de
alguna manera han participado en la confeccién del libro, gracias.

Valladolid, abril de 1995 Los AUTORES
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Notas para el lector.

El libro se estructura en capitulos (del 1 al 10); cada capitulo, en secciones
que llevan asignados dos niimeros, el primero de los cuales es el del capitulo
al que pertenecen; una seccién se divide en apartados; de los tres nimeros
que asignamos a cada apartado, los dos primeros son los de la seccién en
la que se encuadra.

El dltimo apartado de cada seccidén se reserva a los ejercicios. El ejercicio
3.1.19.4 es el cuarto ejercicio del apartado 3.1.19, o, si se prefiere, de la
seccién 3.1.

Las citas del tipo (véase 9.3.14) o (v. 9.3.14) se refieren a resultados an-
teriores que se utilizan en el texto. Se usan preferentemente cuando los
resultados a que se refieren son algo lejanos. El nimero de citas disminuye
a medida que avanza el texto ya que, poco a poco, el lector ird conservando
en la memoria los resultados mas importantes.

Los resultados que aparecen enmarcados por dos lineas llevan delante el ti-
tulo de TEOREMA, PROPOSICI(’)N7 COROLARIO o LEMA; todos ellos
son teoremas. La razén por la que les asignamos diferentes titulos es dar
una idea de su importancia y de su utilidad. En general hemos reservado el
nombre de teorema para los que consideramos mas importantes. Un coro-
lario es un teorema que es consecuencia inmediata de otro que le precede.
Un lema es un teorema cuya importancia reside, mds que en si mismo, en
su utilizacién para probar un resultado que sigue a continuacion.

La mayor parte de los resultados no aparecen enmarcados. Esto se debe en
muchos casos a que nos ha parecido 1itil mezclar el enunciado con algunos
comentarios, por lo que no se prestan tan claramente a separar enunciado,
demostracién y comentarios.

Aparecen diferentes simbolos para enumerar los catdlogos de propiedades;
lo més frecuente serd encontrar a), b), c), etc. Los listados con (i), (ii),
(iii), etc. son siempre de propiedades equivalentes entre si.
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xii Notas para el lector

Algunos ejercicios sélo poseen interés cuando se realizan inmediatamente
a continuacién de la teoria que los precede, porque sirven para mejorar la
comprensién de ciertos temas. Si se dejan para mds tarde pueden haber
perdido buena parte de su interés; en ocasiones forman parte incluso de la
exposicion tedrica posterior.

Las notaciones que aparecen en los ejercicios y que no se explican, son las
que se han definido en la teoria.

Ademas del texto y los ejercicios, este libro posee varias secciones que el
lector debe acostumbrarse a utilizar, ya que le resultardn atiles. Hay dos
indices y una lista comentada de libros cuya lectura se recomienda.



Capitulo 4

Existencia. Unicidad de soluciones.
Dependencia respecto de las condiciones
iniciales y los parametros.

Hemos visto en los capitulos anteriores métodos de integracién por cuadraturas
para los modelos mas sencillos. También hemos visto ecuaciones que no tienen
por soluciones a funciones elementales (lo que no quiere decir que estas ecuaciones
carezcan de solucién).

La existencia de soluciones es justamente lo que vamos a comprobar en este
capitulo. En las dos primeras secciones nos dedicamos a introducir conceptos que
serdn utilizados mas adelante. A continuacién, fijamos condiciones muy generales
en las que una ecuacién diferencial tiene solucién y en las que un problema de
Cauchy tiene solucién tnica. Todo esto es lo que ocuparad nuestras secciones 4.3
y 4.4.

En la seccion 4.5, estudiamos las caracteristicas de los intervalos en que estan
definidas estas soluciones. Posteriormente, en las secciones 4.6 y 4.7, discutimos
cémo afectan a las soluciones pequenos cambios en la formulacién de la ecuacién.

Los métodos que vamos a estudiar no son constructivos, es decir, no permi-
ten obtener en las aplicaciones la férmula de la solucién. Sin embargo, fijamos
unas bases sélidas que soportan la teoria de los capitulos siguientes. Es mas, las
teorias cualitativas o las numéricas intentan deducir propiedades de una solucién
desconocida, pero que se sabe que existe.

Este tema tiene mayor dificultad que los precedentes, y el lector lo compro-
bard desde su primera tentativa de lectura. Hemos procurado detallar cuantas
demostraciones hemos incluido, y eliminar alguna de las demostraciones mas téc-
nicas, siempre con el animo de mantener el libro en un intervalo de dificultad no
demasiado alto.

Para estudiar este mismo tema, y, en particular, las demostraciones que no
hacemos, podemos recomendar al lector los textos de

[GUZMAN] capitulos 3y 4 y
[MARTfNEZ/SANZ] capitulos I, 11, TIT y 1V .
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94 4. Existencia de soluciones

También conviene aconsejar el libro de
[GARBAYO] capitulo 3,

dirigido especialmente a las Escuelas Técnicas. Finalmente, hay que recordar los
textos de

[CODDINGTON/LEVINSON] capitulos 1y 2,
[HARTMANN)] capitulos 2,3y 5,y
[HALE] capitulo 1,

que abordan nuestro tema y, ademas, estudian otros aspectos conceptuales de la

teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias.

4.1 Normas vectoriales y normas matriciales.

4.1.1 Vamos a considerar ecuaciones vectoriales (sistemas) cuyas solu-
ciones toman valores en IR"™ o €". También vamos a trabajar con funcio-
nes que pertenecen a espacios vectoriales de dimension infinita. En ambos
casos, necesitamos suplir lo que significa el médulo de un nimero real o
complejo por otra idea similar que sirva para medir el tamano de los vecto-
res y nos permita considerar distancias. El instrumento que se emplea con
este objeto es generalmente la norma.

4.1.2 Norma en un espacio vectorial. Recordemos que una norma en
un espacio vectorial F sobre IK (IR o €) es una aplicacién de £ en IR que
envia cada vector, x, a un nimero real, generalmente denotado por ||x||,
de manera que se verifiquen las propiedades siguientes

(vxe E) x| >0,

|x]|=0 siysélosi x=0,

(Vx € E)(VA € IK)  [[Ax]| = [A[Ix]]

(Vx,y € E) |lx+y|l <|Ix||+|lyll (desigualdad triangular).

(4.1)

4.1.3  De la desigualdad triangular se deduce inmediatamente la relacién

[l =yl =[xl = Iyl

En efecto, aplicando la desigualdad triangular a los vectores x —y e y se

tiene que [|x|| =[x —y + y| < |lx =yl + [lyll, de donde [jx|| — |ly]| <
|lx — ¥||. Andlogamente, aplicando lo mismo a y — x y a x se obtiene que
ll¥ll = llx|| < |lx —y||. Finalmente, la desigualdad del enunciado se sigue de

las dos desigualdades probadas.
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4.1.4 En lo que se refiere a los espacios de dimensién finita que vamos
a usar, IR” y €", existe una infinidad de normas diferentes. Veamos cua-
les son las mds usuales. En primer lugar estd la norma que proviene del
producto escalar usual

(xly) = @191 + 2292 + -+ Tn¥n 3
esta norma se denota por || ||z y vale
[l = (2] + a2 4 -+ )%

recibe el nombre de norma euclidea. También son muy utilizadas las dos
normas siguientes:

Ix|l1 = |z1| 4 |22 + - - -+ |2a]

HXHOO = max(|x1|7 |$2|7 s |xn|) .

De manera mas general, si p > 1 es un nimero real superior a 1, se
define la norma ‘p’ como

e[y = (J1 P + |22 ]P + - 4 [2al?) /7.

Las normas || ||1 ¥ || ||z son casos particulares de esta norma. La norma
X2
1

Figura 4.1: La esfera unidad de IR?, |x||, = 1, para varios valores
de p (de dentro hacia fuera p =1, 3/2, 2, 4 y 0o, respectivamente).

||x||oo se obtiene para cada vector x como el lim,_,, ||x||,, (de ahi el stmbolo
con que se denota). La figura 4.1 representa la esfera unidad de IR?, o sea,
el conjunto {x| ||x||, = 1}, para varios valores de p.



96 4. Existencia de soluciones

4.1.5 TEOREMA (equivalencia de las normas)

En IR" o €" (o, mas generalmente, en cualquier espacio de
dimensién finita) dos normas cualesquiera, || || v || || son equi-
valentes. O sea, existen constantes positivas, e y 3, tales que

IxI <allx|" vy Il < Bl

para todo vector x del espacio. (Las constantes o y (3 son
independientes del vector x.)

Vamos a probar, en primer lugar, que una norma cualquiera, || |, y la
norma || ||z son equivalentes. Denotemos por eq, ey, ..., e, la base cané-
nica de IK", y sea x = (21, 22,...,2,) un vector cualquiera de IK". Uti-
lizando la desigualdad de Schwarz para los vectores (|z1], |z2],..., |zn|) ¥
(lell llezll; - - - [len]]), v lamando a = (3 ||es]|?)'/?, obtenemos

n
§ €T;€]

=1

1[I =

n n 1/2
<Yl lledl| < @ (Z |90z'|2) = alx|2;
=1 =1

con esto se obtiene la primera desigualdad.

Parala segunda, consideremos la esfera unidad, S = {x| ||x||2 = 1}, que

es un conjunto compacto de IK" para la norma || ||z, y la funcién x — ||x||
de IK"™ en IR; como

[l = [y [T < 1% =yl < allx =yl

resulta que dicha funcién es continua para la norma || ||z, y alcanza su
maximo y minimo sobre el conjunto compacto S; dado que 0 ¢ S| el minimo
serd algiin nimero r > 0; por lo tanto,

(Vxe8) |x||>r.

Finalmente, si x es un vector arbitrario de IK", entonces x/||x||2 es un
vector de S, y se tiene

X
x| = Huxuz—
T

> [l
112 ’

= [Ixll2

luego
’ 1
el < Tl
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y se obtiene la segunda desigualdad con 3 = 1/r. Asi queda probada la
equivalencia de cualquier norma con la norma || ||2.
Si ahora || || es otra norma y verifica

X< lixlla v Il < Al

resultard que

[1x[] < Blix|[2 < B"lIxIV
y que

1x[|” < o'l[x[|2 < o'alx]],
lo que termina la demostraciéon para IK™. Si se desea probar el resultado
para un espacio arbitrario, F, de dimensién n, lo mas sencillo es tomar una
base aj,..., a, de F y considerar el isomorfismo f(z1,..., 2,) = x1a; +
o+ zpa, de IK" en E. Si || ||g v || ||y son dos normas de E y definimos,
para x € IK"”, ||x|| = [|[f/(X)|le ¥ ||x]" = ||f(x)]|};, obtenemos dos normas
en IK™ de las que ya sabemos que son equivalentes. Pues bien, ahora es
inmediato que, para ambas normas de F, sirven las mismas desigualdades
que existen entre las correspondientes normas de IK”.

4.1.6 Por ejemplo, para las normas consideradas en 4.1.4, pueden servir
las constantes

[E[FR A E P y [1x[l2 < Il
[1%[loe < 1[]2 y e[l < 12|
[1%[loc < Ix[[x y [1x[[1 < x| ,

que, ademads, son las constantes mas pequenas que hacen ciertas las desi-
gualdades (v. el ejercicio 2).

4.1.7  El resultado anterior hace que los conceptos de limite, continuidad,
etc., que han sido definidos en IR™ 0 en €" para la norma || ||z, puedan ser
utilizados con cualquier otra norma.

Asi, por ejemplo, para x, x; € IK", se define generalmente

X —+ X

como
lxr —x||2—=0.

Pues bien, ahora es inmediato ver que esto equivale a que
lxx — x| =0

para no importa qué norma. En particular, ||x; — X||cc — 0 significa que
X} converge a X componente a componente (o sea, ty; — Z;, ¢ = 1,...,n).
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4.1.8 Normas vectoriales y normas matriciales. Denotemos por ||x||
la norma del vector x € IR” o €" para alguna de las normas que conside-
ramos en 4.1.4. Si, para una matriz cuadrada n X n, A, ponemos
[[Ax]]
[All = sup :
x#0 ‘XH
obtenemos una norma en el espacio de las matrices cuadradas. Pero, ade-
mas de las propiedades generales de las normas, ésta verifica las dos si-
guientes:

IABI| < [IANIIBII,
[[Ax]] < [[A[l[[x]]

para matrices A, B cuadradas n X n y vectores x € IR” o €" cualesquiera.
Se sigue de la definicién que ||1,]| = 1.

Es bastante sencillo comprobar que la definicién dada para ||A|| resulta
equivalente a las siguientes:

[Al = sup [[Ax|[,  [[All = sup [[Ax]|
x|l <1 lIl|=1
(en realidad, gracias a la compacidad de la esfera unidad de IR™ y de €"
y a la continuidad de la funcién x — ||Ax||, las expresiones sup ||Ax]| se
pueden sustituir por max ||Ax||), y también a la siguiente definicion:

[A]] = inf{e | (vx) || Ax|| < ev[|x]|}-

4.1.9  Naturalmente, para distintas normas ||x|| de vectores resultan dis-
tintas normas || A|| de matrices. Todas las normas de un espacio de matrices
cuadradas son equivalentes; al fin y al cabo, el espacio de las matrices cua-
dradas n x n no es sino IK"*. Pero la desigualdad ||Ax|| < || A|[||x]| es cierta
cuando ||Ax|| y ||x|| se toman con la norma vectorial que ha servido para
definir || A||.

Para la norma vectorial ||x||oc = max;=; ., |z;], la correspondiente
norma matricial, que se denota por ||A||~, viene dada por

n
[Alloo = max > aq .
1=1,....,n %

J=1

Analogamente, para la norma vectorial ||x|[y = Y_i—, |#4|, la correspondien-
te norma matricial, || 4|1, viene dada por

n
[Allh = max > agl.
71=1,...,n =1
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Estas dos afirmaciones no son dificiles de probar, y se proponen como ejer-
cicio para el lector.

Maés dificil resulta precisar cudl es la norma matricial || A||2 que proviene
de la norma euclidea ||x||2 = (327, |#;]?)"/2. Si, para una matriz cuadrada,
S, denotamos por p(S) el llamado radio espectral de S, que es el médulo
del autovalor de S con mayor valor absoluto, entonces se tiene que

[A]ls = (p(A™A))!2,

o sea, ||A||3 es el radio espectral del producto de A* por A (ndtese que este
producto es una matriz autoadjunta y positiva, por lo que sus autovalores
son reales y mayores o iguales que 0). Por esta razon, la norma ||A||; se
denomina norma espectral. Cuando la matriz A es autoadjunta (simétrica
o hermitica), entonces se tiene simplemente

[A]l2 = p(A).

También dejamos como ejercicio la prueba de estas afirmaciones.

4.1.10 Ya se ha dicho que todas las normas del espacio de las matrices
n X n son equivalentes. Por lo tanto, la expresién

Ak—>A

se puede definir sin ambigiiedad diciendo que significa que ||Ay — A||—0
para no importa qué norma. Ello equivale también a decir que Ay — A
componente a componente; en efecto, basta considerar cada matriz n X n
como vector de R o € y tener en cuenta que la convergencia para la
norma ‘vectorial’ || ||~ equivale a la convergencia de cada componente de
la matriz.

4.1.11 Ejercicios.

1  Pruébese que, si || || es una norma en IR" o €™ y P es una matriz inversible,
real o compleja, entonces la féormula

[1xII" = 117 x]|

define también una norma.

2  Compruébese en relacién con el apartado 4.1.6 que, para cada una de las
desigualdades, existe un vector x € IK" para el que se realiza la igualdad.
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3 Sea A=[q;;]unamatriznxnyf =maxj=1  , 2?21 |ev; ;|; vamos a ver que
3 es justamente ||A||;. Para ello, pruébese en primer lugar que, para todo vector
x, [|[Ax||1 < B||x][1. A continuacién, si k es tal que Y ., |o; x| = 3, considérese
el vector e; de la base canénica y compruébese que para este vector |lex|ly = 1y
que ||Aeg|l1 = 8 = 5 |lek||1. Dedizcase de lo anterior que ||A||y = 8.

4 Sea A = [o; ;] una matriz n X n y & = max;—1 __» Z;zl |a; ;|; vamos a ver
que « es justamente ||A||co. Para ello, pruébese en primer lugar que, para todo
vector X, ||Ax|lec < a|X|lcc. A continuacidn, si k es tal que Z?:l lag 5| = «,
considérese el vector y = (y1,...,yn) cuyas componentes valen y; = |ag ;|/ax ; si
ag; #Z0ey; =1siag; =0. Compruébese que para este vector ||y|lec =1y que
[|A¥]loo > & = & ||¥]|co. Dediizcase de lo anterior que ||Al|c = .

5 Sea A= [a; ;] una matriz n x n. Vamos a ver que el radio espectral p(A*A)
es el cuadrado ||A]|3 de la norma espectral de A. Para ello, recordemos que A* A es
una matriz autoadjunta positiva y que sus autovalores son nimeros reales positivos;
supongamoslos ordenados de mayor a menor

A > > > A 205

Se tiene que p(A*A) = A;. Denotemos por ay,...,a, vectores propios de A*A
correspondientes a dichos autovalores y formando una base ortonormal de C".
Considerando las coordenadas de un vector x en esta base, pruébese que ||Ax||3 <
A1 ||x||3. Pruébese ademds que, para el vector ap, ||[Aai]3 = A\ = Aq|lai]3.
Dedizcase de lo anterior el valor de ||A]2.

6 Compruébese, recordando la relacién entre los autovalores de A y los de A?,
que, si A es una matriz autoadjunta, entonces ||A||2 = p(A4).

7  Pruébese que, si A es una matriz cuadrada, p(A) su radio espectral y ||A]|
una norma de las definidas en 4.1.8, se tiene la desigualdad

p(A) < [1A][-

8 Sea A =[«; ;] una matriz n x n y pongamos

1/2
n

Al = | D lai I
i,7=1
Compruébese que el valor de ||A||g coincide con el de (tr(A*A))Y/2. Pruébese que
|| ||z asi definida es una norma en el espacio de las matrices cuadradas (la norma
de Schur) y que, ademas, verifica las desigualdades

1ABlle < [|All&|lBlle ,
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[Ax]l2 < [lAlle]x]]2 -

Pruébese que, sin embargo, no puede ser ninguna de las normas definidas con
arreglo a 4.1.8 (jcuanto vale ||, ]|z 7).

4.2 El espacio de las funciones continuas.

4.2.1 Nos vamos a interesar brevemente por el espacio
C([a,b],C")

de las funciones definidas en el intervalo finito [a,b] de la recta real, con
llegada en el espacio € de los vectores n-dimensionales, y continuas en el
intervalo de definicién. Se trata de un conocido ejemplo de espacio vectorial
de dimensién infinita. Naturalmente, el lector que se sienta molesto con el
espacio de llegada, puede comenzar por considerar IR", que le resultard més
cémodo (por ejemplo, IR? y IR? son “visibles’).

En €" vamos a representar por ||x|| cualquiera de las normas de x
(acabamos de ver que todas son equivalentes).

Vamos a dotar a C([a, b], C") de una estructura de espacio vectorial nor-
mado. Hay muchas formas de hacer esto (de dar normas sobre el espacio).
Por ejemplo, se puede poner

(tlg) = [ ) lgto)

b 1/2
el = ( / Hf(t)H%dt) ,

que son un producto escalar y su norma asociada. En el caso de las fun-
ciones escalares, o sea de las funciones de

C(la, b],€),

este producto vectorial y norma son

(o) = [ (gt

1/2
e ([ soea)

(los utilizaremos mas adelante en este caso).
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Pero la norma que por ahora va a interesarnos mas es

[lloc = sup [[E()]] (4.2)
te[a,b]

donde medimos ||f(¢)]| con cualquiera (pero siempre la misma) de las nor-
mas equivalentes de €". Digamos primeramente que, como toda funcién
continua en un compacto alcanza su maximo, el extremo superior existe y
se alcanza en un punto del intervalo [a,b]. Basindose en las propiedades
de la norma de €", es inmediato ver que

(¥ € C([0, 0,€)) |If]lc >0,
Ifllcc =0 siysélosi £f=0,

(v € C([a,0],€") ) (VA € €©)  [|Af]loc = [A[[£]]oo
(vf,g € C([a,0],€"))  [If +8llec < [IFlloo +I8]loo s

o sea, que hemos definido efectivamente una norma. Con ella,
Y3
C([a,0],C")
es un espacio normado, luego un espacio métrico para la distancia

doo (f,8) = IIf - glloo -

Lo que mide esta distancia es la maxima desviacién de las imdagenes de
ambas funciones a lo largo del intervalo.

En este espacio, que es de dimension infinita, las normas no son equi-
valentes. El problema 1 da un ejemplo de esta afirmacién.

4.2.2  En cuanto a lo que significa la convergencia en el espacio normado
C([a,b],€"), se tiene que f, converge hacia f (es decir, ||f, — f|| — 0) si
y solo si f,(t) converge a f(¢) puntualmente y ademds la convergencia es
uniforme en [a, b].

Vamos a recordar dos resultados (que utilizaremos) sobre la convergen-
cia en este espacio, que no es mas que, como hemos visto, la convergencia
uniforme. El primero es que toda funcién limite uniforme de funciones
continuas es una funcién continua.

El segundo es la completitud del espacio normado y métrico C([a, b],C"),
0 sea, toda sucesién de funciones continuas que sea uniformemente de
Cauchy, es decir, de Cauchy para la norma de C([a,b],C"), converge hacia
una funcién continua en [a, b].
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4.2.3 Nos dirigimos hacia el teorema de Arzela-Ascoli, un resultado cla-
sico que serd importante para nosotros. Su demostracién requiere dos de-
finiciones que vamos a dar a continuacién. Sea (f;);e; una familia (un
subconjunto) de C([a, b],C").

La familia (f;);c; estd uniformemente acotada cuando existe una cons-
tante M tal que

(Vi e I)(Vt € [a,b]) |IE(D)|| <M,
que es lo mismo que poner
VWieD) |fifle<M.

Significa que las funciones estdn acotadas y sirve para todas la misma cota.
La familia (f;);c; es equicontinua cuando para todo € > 0 existe §(¢) tal
que

(Vie I)(vt, 1 € [a,0]) [t —t'| <d(e) = [Ifi(t) —Hi(¥)|| <€

Noétese que esto significa que las f; son uniformemente continuas y que lo
son con el mismo ‘médulo’ de continuidad.

Por ejemplo, si la familia verifica una propiedad como
1£:(t) = £ ()| < M|t — 1],

entonces es equicontinua, pues basta elegir 6 = ¢/M.

Para funciones escalares continuas (f;);er, cuando la familia de las de-
rivadas, (f!)ier, estd uniformemente acotada, es decir, cuando existe una
constante M tal que

(Vie (e lat) |fH<M,
entonces la familia (f;);er es equicontinua, ya que

[fe(t) = i) = F e =] < M|t |

y para cualquier ¢ basta tomar é = ¢/M, como acabamos de decir.

Con la mayor frecuencia emplearemos estas propiedades para familias
que sean sucesiones de funciones. Es lo que hacemos en los ejemplos y el
teorema siguientes.
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4.2.4 Ejemplo. La sucesién de C([0, 1],IR) ) o de C([0, 1],€) ) dada por
fat) =1t"

estd uniformemente acotada (por 1), pero no es equicontinua. En efecto,
tomamos € = 1/2. Para ¢ arbitrario (entre 0y 1) la sucesién (1—06)" tiende
a 0, luego 1 — (1 — 9)™ tiende a 1. Por lo tanto, la sucesién

[fo(1) = fa(1 = 8)| = |1 = (1= 8)"|

tiende hacia uno, y de un n en adelante es mayor que 1/2 (nuestro €). Por
lo tanto, para § arbitrariamente pequeno, existen n,t,t tales que

|fn(t) = fu ()]

no puede ser menor que nuestro €. Es decir, la sucesién no es equicontinua.

4.2.5 Ejemplo. La sucesién de C([0, 1],1IR) ) o de C([0, 1],€) ) dada por

t
fu(t) = ncos "

es equicontinua, ya que las derivadas de las funciones son
t
fn(t) = —sen —
n
() ,

y son uniformemente acotadas. Sin embargo no estd uniformemente aco-
tada (con cota valida para todos los elementos de la sucesién) en ¢ = 0,
como es practicamente evidente.

4.2.6 La apariciéon ‘simultanea’ de las dos propiedades anteriores va a
tener consecuencias importantes. Es lo que refleja el teorema siguiente,
fundamental en los procesos de aproximacién de este capitulo.

4.2.7 TEOREMA (Arzela-Ascoli)

Sea (f,),eN una sucesién de funciones de C([a,b],C"). uni-
formemente acotada y equicontinua. Existe una subsucesion
(f2;) ;e que converge a un limite f € C([a, b],C").

Inicialmente vamos a demostrar que existe una subsucesién que converge
puntualmente sobre los racionales de [a, b]. Para ello consideramos los racio-
nales de [a, b] escritos en forma de sucesién (¢;);eN (se puede poner de esta
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manera cualquier conjunto numerable, y los racionales es uno de ellos).

(1)

La sucesion (f,,(q1)), estd acotada y existe (n;’); tal que (fngl) (q1)); es

. ] . 2)
convergente. Como la subsucesién (fngl) (42)); estd acotada, existe (n;”);,

extraida de (n(l)

;)j» de tal manera que (f (2 (g2)); sea convergente (y tam-
J

bién lo sea (f 2(q1));, por tratarse de una subsucesién de una sucesién
J
convergente). Repitiendo este mismo argumento, encontramos para cada

l (ngl))j, de manera que (f ) (q:)); sea convergente (y lo sea también para

J
q1, 42, ---,q); es decir podemos hacer que converjan las sucesiones
fola) o fola) ) fngm (1)
fole) , fole) » fo (22)
folw » folw) ..., £ ()

de las que cada una es una especie de subsucesién de la anterior, en el
sentido de que evaluamos en cada punto una subsucesion de las funciones
que ya convergian en los puntos anteriores. Tomando ahora la sucesién

(£ )k = (£ )i

Ty

que se encuentra en la diagonal de la tabla anterior, vemos que cada

(i (40))

es convergente para todo [ € IN, ya que, para [ fijo, se trata desde un
término en adelante de una subsucesién de una sucesién convergente en ¢;.
Por tomar la diagonal de la tabla de sucesiones, el procedimiento se llama
proceso diagonal de Cantor. En él hemos utilizado la acotacién uniforme
de la sucesion de funciones, aunque sélo para cada uno de los puntos ¢;.

Comprobaremos ahora que la sucesién (f,, ) asi definida converge en
todo punto de [a,b] hacia una funcién f € C([a,b],C") vy que la conver-
gencia es uniforme (o sea en la norma de C([a,b],C")). De hecho, lo que
probaremos serd que la sucesién es de Cauchy para la norma del espacio
(uniformemente de Cauchy), y aplicaremos entonces lo que hemos llamado
la completitud de C([a,b],C"), o sea, lo que vimos en 4.2.2. La prueba de
esta parte serd consecuencia de la equicontinuidad de (f,),.
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Fijado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que, si t,t' € [a,b] y |t — /| < §, entonces
IIf. (1) —£,(t)|| < €/3. Fijado § con tales caracteristicas buscamos racionales
de [a,b] ¢1,¢2,...,q (no son los primeros de nuestra sucesion, pero les
numeraremos por comodidad de esa manera) tales que

max{ql—a,b—ql,qj+1—qj,j:1,2,...,1—1}<5;

es decir, dividimos el intervalo [a, b] mediante puntos racionales en subin-
tervalos de longitud < 6. Las sucesiones (f,, (¢;))x son convergentes en
", como ya sabemos, luego verifican una condicién de Cauchy. Existe ko,
dependiente de ¢ pero independiente de ¢; (basta tomar el mayor de los
ko), tal que, si k, k" > ko, entonces

€

=1,2,...,1.
3 ] = 1

€05 (47) = £ (g5)1] <
Finalmente, si t € [a,b], existe j € {1,2,...,[} con |t — ¢;| < 6. Por lo
tanto, para k, k' > kg,

£, (1) = £y (O] < Ny, (8) = £y ()| + W16y (05) — Fr ()] +
€ € €
Iy, (4) = £, (D] < 54+ 5+ 5 =€

v esto con kg independiente de ¢, lo que prueba que la sucesién es unifor-
memente de Cauchy, y termina el teorema.

4.2.8 Ejemplo. Consideremos las funciones

a0 =(s-1) = (1-1)",

en cualquier intervalo de la forma [0, b], funciones que son continuas en
dicho intervalo. La sucesién estd uniformemente acotada (por 1 de un n
en adelante). También lo esta la sucesién de las derivadas (de la misma
manera). Por lo tanto (v. 4.2.3), la sucesién es también equicontinua y el
teorema de Arzela-Ascoli asegura que existen subsucesiones que convergen
uniformemente a una funcién continua.

Eso es justamente lo que ocurre. Para n par, la subsucesiéon converge

uniformemente a e~' y para n impar, hacia —e~!, como ya es conocido.

4.2.9 Ejemplo. La sucesion

fn(t) ="
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de C([0,1],IR) ) o de C([0,1],€) ) del ejemplo 4.2.4 estd uniformemente aco-
tada y no es equicontinua. Admite como limite puntual la funcién

que no es continua.

4.2.10 Ejercicios.

1 Veamos que, en C([a, b], €"), las normas || ||2 ¥ || ||co 110 son equivalentes. Se
considera la sucesién de funciones continuas escalares de [0, 1] (o sea de C([0, 1], ©))
definida por

1—mnt, z €1[0,1/n]
0, z €[l/n,1]

(hdgase un dibujo). Pruébese que ||fn]l2 = 0 (o sea que f, tiende a 0 para la
norma || ||2), pero que ||fullee 7 0, (0 sea que f, no tiende a 0 para la norma

[ 1loe)-

2 Consideremos la sucesién de C([0,1],€) (o sea, de funciones continuas de

[0,1])

) [ 1
0, 511‘6_0,5],
1 . (1 1 1
n(l) = t— - ’ a9 0 1
fa(®) n( 2) 511‘6_2 2+n]
(1 1
1, six € ——|——,1].
12 n

Pruébese que (f,), v es una sucesién de Cauchy para la norma || ||2, pero que
no hay ninguna funcién f € C([0,1],C) tal que ||f — ful|lz2 = 0 (esto prueba que
el espacio C([0,1],@), con la norma || ||z, no es completo).

3 En el teorema de Arzela-Ascoli, la compacidad del intervalo en el que las
funciones de la sucesion son continuas es fundamental. Si el intervalo no es finito
o no es cerrado, la conclusién puede no ser cierta. Por ejemplo, sea f : IR — IR la
funcién f(t) = et y consideremos las funciones f, : IR — IR, n € IN, dadas por

fn@t) = ft—n).

Pruébese que la sucesion es equicontinua y esta uniformemente acotada, pero que
ninguna subsucesién converge uniformemente en todo IR.

4  Sea (f, n @ |a, b] = IR, una sucesién de funciones continuas y crecientes
nem’ ’ )

que convergen a una funcién continua f. Pruébese que f es también creciente y

que la convergencia es uniforme.
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5 Teorema de Dini. Sean f, : [a,b] — IR funciones continuas con fp41(t) <
Jn(t) para todo t € [a,b]. Supongamos que (f,), ¢y converge puntualmente a una
funcién continua f. Pruébese que la convergencia es uniforme en [a, b].

4.3 Un teorema local de existencia de soluciones.

4.3.1 Aunque en el capitulo precedente hemos presentado varias ecua-
ciones diferenciales como modelos matematicos de fenémenos fisicos (luego
con solucién, en la practica), no es evidente que toda ecuacién diferencial
tenga soluciones.

4.3.2 Ejemplo. La ecuacién
W)+ +1=0

no posee ninguna solucién real, ya que la igualdad anterior es imposible
para todo par y,y’ de nimeros reales.

4.3.3 Ejemplo. La ecuacién

1, para y racional ,

yzﬂmz{

-1, para ¥ irracional ,

carece de soluciones. La explicacién estd en que la funcién f(y) no posee
la propiedad ‘de los valores intermedios’ y no puede ser una derivada. Se
dice que una funcién posee la propiedad de los valores intermedios cuando
pasa de un valor a otro tomando todos los intermedios. Esta propiedad la
verifican todas las derivadas y no la verifica, obviamente, nuestra funcién.

4.3.4  Por otra parte sabemos que, en general, las ecuaciones poseen una
infinidad de soluciones. Se necesita ajustar alguna condicién para obtener
una tnica soluciéon. Hemos visto que hay varias formas de hacerlo, y noso-
tros nos vamos a ocupar ahora de las ecuaciones convertidas en problemas
de Cauchy mediante una condicién inicial.

Un teorema de existencia garantiza que determinado problema admite
solucién. Uno de existencia y unicidad garantiza que dicha solucién existe
y, ademads, que sélo hay una. Nos vamos a interesar en este capitulo por
ambos tipos de teoremas.

En general, los teoremas que veamos no serdan constructivos, es decir,
no permitiran calcular férmulas de las soluciones. Pese a ello, la impor-
tancia de estos resultados es grande. Gracias a ellos sabemos que estamos
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utilizando una formulacién matemadtica razonable, previendo asi una fun-
cién que indica el comportamiento futuro del problema, aunque todavia no
sepamos calcular dicha solucién.

4.3.5 Nuestra intencion es demostrar que el problema de Cauchy

{ yl = f(tv Y) )
y(to) = yo,

admite soluciones siempre que la ecuacion diferencial correspondiente esté
definida mediante una funcién continua en un abierto, D, de IR"*1. Como
va dijimos, entenderemos las soluciones definidas siempre en intervalos.
Cuando la soluciéon y : I — IR” esté definida en un intervalo que es cerrado
por alguno de sus extremos, tomaremos como derivada en dicho extremo la
correspondiente derivada lateral. Como una curva solucién une puntos de
la misma componente conexa, los métodos que vamos a utilizar se pueden
aplicar a cada componente conexa de D por separado. Por esta razén, se
supone en algunos textos que el abierto D de definicién es un conjunto
conexo.

Nada de lo dicho anteriormente contradice lo visto en los ejemplos 4.3.2
y 4.3.3. En el primero, la ecuacién no se puede poner en la forma normal
(con y' despejada); el segundo presenta una ecuacién cuya funcién f no es
siquiera continua.

Previo al primer teorema, conviene dar una formulacién ‘integral’ del
problema de Cauchy.

4.3.6 Forma integral del problema de Cauchy. Recordemos que el
problema de Cauchy para el sistema o la ecuacién de primer orden es

(v. 1.1.11)
{ y' =1(t,y), (4.3)
y(to) =yo.

Aqui f(t,y) es una funcién continua de IR"! en IR", definida exclusiva-
mente en una parte de IR"*! que nos encargaremos de precisar en cada
caso, tg es un punto de IR e yg es un vector arbitrario de IR".

Pues bien, consideremos el problema de Cauchy precedente. Buscar
una solucién y(t) de clase C! en un intervalo I que contenga a tg, equivale
a buscar una funcién continua en I y que verifique

t

y(t) =yo+ [ f(s,y(s))ds, (4.4)

to
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para todo ¢t € I. Salvo casos especificos, buscaremos siempre estas solu-
ciones y(t) de clase C!, aunque posee considerable interés la biisqueda de
soluciones con menos propiedades de regularidad.

Veamos la equivalencia anunciada. Derivando (4.4) se obtiene el sistema
de primer orden; la condicién inicial es evidente pues y(to) = yo; ademas
y(t) es de clase C' pues su derivada es f(¢,y()), que es una funcién conti-
nua. Reciprocamente, si y(t) es solucién del problema de Cauchy, entonces
es la primitiva de f(¢,y(¢)) que vale yg en tg, luego cumple (4.4).

Como comprobaremos de inmediato, esta formulacién integral del pro-
blema de Cauchy resulta a veces mas cémoda de manejar. La substitucion
del problema diferencial por un problema integral serd un método de tra-
bajo que emplearemos varias veces en este libro. Lo esencial es la variacion
continua de la integracién respecto de los datos del problema, cosa que no
sucede con la derivacion.

4.3.7 El siguiente es un ejemplo de teorema local de existencia, ya que
garantiza la solucién de un problema de Cauchy en un ‘pequefio’ entorno
alrededor de los datos iniciales.

TEOREMA (Cauchy-Peano)

Supongamos que f(¢,y) es una funcién continua en un entorno,
D de (tog,yo). Entonces, existe un intervalo [tg — r,to + r] al-
rededor de tg y una funcién y(¢), definida en él y con grafica
contenida en D, de tal manera que y(tp) = yo, que y(t) es
derivable en [tg — r,to+ 1] y que

y'(t) = £(t,y(1))
en dicho intervalo.
Si el ‘rectangulo’
R={{ty)|[t—to] <a, |ly —yol <0}
estd contenido en D y

M = £t
max IE @y

entonces se puede tomar

- in (o 57)
r = min a7M.
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Recuérdese (véase la seccién 1.3) que la ecuacién diferencial

y =f(t,y),

de la que pretendemos buscar una solucién, define un campo de direcciones
con las que deben pasar (por cada punto) las curvas solucién. Esta idea
geométrica es la que va a permitirnos obtener la solucién.

Nuestra demostracién utiliza las ‘poligonales de Euler’; definidas (una
para cada longitud h,, = r/n del paso) como sigue. Sean € INy h, =r/n
y dividamos el intervalo [to —r, to+ r] en 2n subintervalos de igual longitud
con extremos en los puntos

tim =to+1hy, t=-n,—n+1,....,-1,0,1,....,n—1,n.
Para cada n se tiene as{

lo—1r= t—n,n < t—n—l—l,n <0< t—l,n <
< tO,n =1ty < tl,n <0< tn—l,n <tn,n =tg+r.

Definimos ahora para cada » una poligonal con vértices en estas abscisas,
prefijando primero su valor en ty y extendiendo sucesivamente su definicion
a los intervalos situados a la derecha e izquierda de tg, utilizando como
pendientes los valores de f en los extremos de la poligonal ya construida.
El proceso es el siguiente: en primer lugar ponemos

Pr(ton) = Pnlto) = yo.
Luego, en el intervalo [t_q, , to, = to] se tiene
Pu(t) = Pulton) + (t = ton) £(ton, Pu(ton))
yen [to, =to, ti,n)
Pu(t) = Pulton) + (t = ton) £(ton, Pulton))

(como vemos, los dos primeros lados de la poligonal componen una recta).
De manera general, supuesta definida la poligonal en t_; ,, y ¢;,, para i =
0,....,n—1, ponemos en [t_;_1,,t_; ]

pn(t) - pn(t—i,n) + (t - t—i,n) f(t—i,n7 pn(t—i,n)) 3
y en [ti,nv ti—l—l,n]

pn(t) = Pn (ti,n) + (t - ti,n) f(ti,m pn(ti,n)) .
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Figura 4.2: Los cuatro lados centrales de una poligonal de Euler.
Sus definiciones son las siguientes: p(t) = p(t1) + (¢ — t1) f(t1, p(t1))
en el intervalo Pa; p(t) = p(to) + (t — to) f(fo, yo) en el intervalo Py ;
p(to) = yo en el punto ty; p(t) = p(to)+(E—10) f(to, yo) en el intervalo
P_1; pt) =plt-1)+ (@ —1t-1)f({t—1,p(t-1)) en el intervalo P_s.

Aqui vendrda bien hacer un dibujo de los dos o cuatro primeros lados de la
poligonal, que es lo que hemos hecho en la figura 4.2. Si se ve la figura,
parece razonable pensar que estas poligonales aproximan alguna de las so-
luciones del problema de Cauchy cuando n — oo. Asf es, pero no siempre
converge la sucesién de poligonales, sino tinicamente una subsucesiéon. La
prueba se basa en el teorema de Arzela-Ascoli y exige pues dos propiedades
de la sucesién de poligonales, acotaciéon uniforme y equicontinuidad.

Veamos en primer lugar que la poligonal estd bien definida, o sea, que
todos los puntos que se definen estan en D. Nosotros nos basaremos en el
rectangulo R, que es una figura de geometria conocida situada dentro de
D. Como (tg, pn(to) = yo) € R, podemos definir

F=sup{p € [0,7]| (Vt € [to — p,to+p]) (t,pn(t)) € R}.

Consideremos para cada n la funcién escalonada y definida para [t —to| < 7

f(to, yo) , t=tg=1ton
An(t) =3 £lt_in, Prlt=in)), tE€[tmicim,toin)
f(ti,nv pn(tz,n)) 3 t e (ti,nv ti—l—l,n] 3

con escalones de la misma longitud que los intervalos que marcan la poligo-
nal. Los valores de q, son valores de f tomados en el rectangulo R, luego
llan(t)]] < M para |t —to] < 7. Se trata justamente de la derivada a trozos
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de la poligonal p,,. Como p,, es continua y con derivada continua a trozos,

se tiene
t t

Pu(t) =yo+ | Pr(s)ds=yo+ | qu(s)ds. (4.5)

to to

Por lo tanto, si |t — to| < T,

[Pa(t) = yol| < |trr;a|§~an(t)H t—to| M7 <Mr<b.
max;

Si suponemos que 7 < r, entonces la cantidad anterior seria < by 7 < r < q,
lo que contradice la propia definicién de 7 (podriamos atn considerar un
mayor trozo de poligonal contenido en el rectangulo). Por lo tanto, 7 = r
y toda la poligonal estd contenida en el rectangulo.

Por otra parte, la desigualdad

lpn (1) — yol < b,

para |[t—tg| < r, garantiza que las poligonales estdn uniformemente acotadas
por ||yol| + b.
Ademds, si t,t' € [to — r,to+ r], entonces

Ipa(8) = pal)I = 1| [ aus)dsll < M= 1.

Como vimos en 4.2.3, esto sirve para asegurar la equicontinuidad de las
poligonales.

Por el teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsucesion p,,; de poligona-
les que converge uniformemente (o sea en la norma de C([to—r,to+7], C"))
hacia una funcién y(¢) continua en [tg — r,tg+r]. Naturalmente queda por
ver que y(¢) es en dicho intervalo solucién del problema de Cauchy. Eso lo
haremos en dos partes.

En la primera, veremos que qy, () converge hacia f(t,y(t)) uniforme-
mente en [tg—r,to+7r]. Fijemos € > 0. En primer lugar, por la continuidad
uniforme de f en el rectangulo R (si f es continua en el rectangulo, es uni-
formemente continua en él) existe §; tal que, si [t — | + |ly — ¥'|| < 01,
entonces ||f(t,y) — f(t',y')|| < ¢/2. En segundo lugar, por la continuidad
uniforme de y(¢) en [tg — r, o+ r] (si y(¢) es continua en dicho intervalo es
uniformemente continua en él), existe d; por una parte < 61/2 y ademas
tal que, sit,t’ € [to—r,to+r]y [t —t'| < d2, entonces ||y (t) —y(¢)|| < 61/2.
Finalmente, por la convergencia uniforme de p, (t) hacia y(t), resulta que
existe jo tal que, si j > jo, entonces r/n; < dy y ||pn, (1) — y(t)|| < &1 para
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t € [to —r,to+ r]. En consecuencia, si j > joy t € [to — 7, to + r], tenemos
suponiendo que t € (¢;,, tit1 ),

llan, (&) = £y ()] = I£(in, s P, (Lin,)) = £ty (1))]]
S Hf(tlyn] ’ pn] (tiyn] )) - f(tlyn] ’ y(t27nj)) H —I_
€ ¢
Ity (t0,)) ~ S YOI < 5+ 5 = .
lo que demuestra, como querfamos ver, que qy, (t) converge hacia f(t,y(t))
uniformemente en [ty — r, to+ r].

En la segunda, veremos que y (t) verifica la ecuacién integral equivalente
al problema de Cauchy. Recordemos que en (4.5) probamos la igualdad

t

Pn, (1) = Yo+ u (s5)ds.
0

Pues bien, tomando ahora limites en ambos miembros cuando j — oo, se
obtiene después de lo que acabamos de ver que

¢
y(0)=vo+ [ flsy(s) ds,
0
que es lo que nos quedaba por probar.

4.3.8 Ejemplo. El problema de Cauchy

{ y/ — y2 _I_ t27
y(0) =1,

no se puede resolver mediante cuadraturas (la ecuacién es de Riccati y con-
viene ver a este respecto el problema 13 de la seccién 2.3). Sin embargo

admite una unica solucién y las ‘poligonales de Euler’ convergen uniforme-
mente hacia dicha solucién, como deja ver la figura 4.3.

4.3.9 Ejemplo. La ecuacién

y/ — 3y2/3

es muy facil de resolver por cuadraturas. Como es de variables separadas,
sus soluciones se obtienen como

1
/gy_z/?’dy:c—l—/dt7
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(0,2)

Figura 4.3: Poligonales de Euler para la ecuacién y = y?> +t% y
empezando en (0,1) y en (0,2). Convergen todas en cada caso hacia
la 1nica solucién del problema de Cauchy.

es decir
y(t) = (t+¢)?,

a las que hay que anadir

t—c)’, t<a
y(t)y=< 0, c1 <t< ey
(t—02)37 t>CQ

que podemos ver en la figura 4.4. Por lo tanto, cualquier problema de
Cauchy posee infinidad de soluciones. O sea, por cualquier punto (o, yo)
pasan infinidad de soluciones. En la mayor parte de los casos el problema
de la multiplicidad se arregla queddndonos en un entorno del punto. Sin
embargo, por los puntos de la forma (¢, 0), pasan al menos dos soluciones en
cualquier entorno del punto, la y(t) = 0y la y(t) = (t—tp)>. Las poligonales
de Euler para y(to) = 0 coinciden siempre con la solucién y(t) = 0; por lo
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/

Figura 4.4: Una de las soluciones de la ecuacién y' = 3y*/3; todas son similares.

tanto, las ‘poligonales de Euler’ no siempre permiten obtener todas las
soluciones del problema.

4.3.10 Ejercicios.

1 Compruébese que el teorema de Cauchy-Peano (v. 4.3.7) garantiza que existe
una solucién del problema

yo=e 4y

y(0) =1,

definida en el intervalo [—1/9,1/9] y valiendo 0 < y(t) < 2 en dicho intervalo.

2 Se considera el problema de Cauchy

Yy =npy,
y(0)=1,

siendo g un nimero muy negativo (es decir, con g < 0y || muy grande).

a) Calcilese la solucién del problema. Compruébese que

b) Calcilese la poligonal de Euler, pp(¢) con paso h > 0 en [0,+00). Com-
pruébese que

Lim pa(t) = y(?) -
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¢) Seat; = jh. Demuéstrese que

lim ph(t]’) =0

j—o0
siy sélosi h < =2/ (o sea, son necesarios valores del paso muy pequenos para

que la poligonal de Euler y la solucién estén préximos).

3 Sea D C IR™™! un conjunto abierto y f : D — IR™ una aplicacién continua.
Fijemos (tg,y0) € D; sea

R={{y) |t —to| <a, |ly —yoll < b}

un ‘rectangulo’ contenido en D, y sea r con 0 < r < a. Supongamos que
¥n :[to — 7, to + 7] = IR" son aplicaciones continuas, con grafica contenida en R
y que tienen derivada continua a trozos en el intervalo. Decimos que (yn), N €s
una sucesion de soluciones aprozimadas del problema de Cauchy

{yszw,
v(to) = yo

cuando, para cada € > 0 existe ng tal que, si n > ng, entonces

Iyn(to) =yoll<e v |lyn@®) — £t mn(®)]] <e
en todos los puntos de derivabilidad.

a) Pruébese que las poligonales de Euler forman una sucesién de soluciones
aproximadas del problema de Cauchy.

b) Pruébese que, de toda sucesién de soluciones aproximadas del problema
de Cauchy, se puede extraer una subsucesién que converge uniformemente en
[to — 7, to + r] a una solucién del problema.

4 a) Constriyase una funcién f : IR? = IR, continua y valiendo

2t, y>1%/2,
flt,y) = 4tcos§ , y=0,

en los lugares indicados.
b) Compruébese que t? y —t? son soluciones del problema de Cauchy

{y:fww,
y(0) =0.
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¢) Sea n > 2 un nimero natural fijo. Se considera el punto

y la poligonal de Euler, p(s)(t), construida, con paso ¢ > 0, para la ecuacién
v = f(t,y), a partir de dicho punto, es decir

2 4
P(5) (;) =(-1) eR

y con dicho paso. Demuéstrese que, para J (dependiente de n) suficientemente
pequeno,

(Vt € [% 1]) lps)(t) = (=1)"?] < %

d) Supongamos ahora ¢ suficientemente pequefio para que se cumpla la desi-
gualdad de arriba. A partir del punto (0,0), se construye entonces la poligonal de
Euler de paso variable sobre las abscisas

1 2 2 9 9
S 45,2495, 2434, ...

n n n n n

Denotemos por p,(t) dicha poligonal. Pruébese que la sucesién (pn(t)), N no es
convergente. Pruébese que las poligonales pares pa,(¢) convergen uniformemente
en [0,1] hacia t?, y que las poligonales impares ps 41 (t) convergen uniformemente
en [0, 1] hacia —t?,

4.4 Un teorema local de existencia y unicidad de
soluciones.

4.4.1 Lacontinuidad de f(¢,y) no sirve para garantizar la unicidad de las
soluciones. Para ello va a resultar suficiente que f(¢,y) sea ‘lipschitziana’
respecto de y, propiedad que introducimos a continuacion.

4.4.2 Funcién lipschitziana. Sea D un subconjunto de IR"*! y f(¢,y)
una aplicacién f : D — IR™. Decimos que f es lipschitziana (o sea, veri-
ficando la propiedad de Lipschitz) respecto de la variable y en D cuando
existe una constante L > 0 tal que, si (¢,y1), (£,y2) € D (con el mismo
valor de la primera variable), entonces

£, y1) —f(t, y2)ll < Llly1 — y2ll -

L recibe el nombre de constante de Lipschitz. De nuevo las normas son
cualquiera de las normas de IR"*! y IR, pero siempre las mismas. Con-
viene observar que, aunque la propiedad anterior no depende de las normas
utilizadas, si depende la constante de Lipschitz de dichas normas.
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4.4.3 Ejemplo. f(t,y) = y? es lipschitziana respecto de y en cualquier
banda |y| < b. En efecto,

|f(ty) = ft )l = lyi — 3l = |y + val |y — y2] <20]y1 — yal.

Nétese, para lo que después veremos, que df/0y = 2y estd acotada por 2b
en dicha banda.

El recinto en que se considere la funcién es muy importante. Por ejem-
plo, la funcién anterior no es lipschitziana en todo IR?. Esto se debe a que,
en IR%, es posible hacer la expresién

|f(t7 yl) - f(tv y2)|
ly1 — va|

= |y1 + y2

tan grande como se quiera. Nétese también que df/0y = 2y no estd acotada

en IR2.

4.4.4 Ejemplo. La funcién f(t,y) = 3y2/3, que hemos manejado en el
ejemplo 4.3.9, no es lipschitziana respecto de y en ningin entorno de (¢, 0),
con tg arbitrario. En efecto, para y > 0, el cociente

|f(t7 y) - f(tv 0)| _ 392/3 . 3y—1/3
ly = 0] oy

no se puede acotar en ningin entorno de (¢p, 0).

4.4.5 La relacién entre la derivada parcial y la propiedad de Lipschitz,
que hemos visto en uno de los ejemplos, no es casual. Esto es lo que afirma
la proposicién siguiente, que tiene la utilidad de referir una propiedad nueva
a otra ya conocida.

PROPOSICION

Sea D un abierto de IR™*! convexo respecto de y, es decir, tal
que, si (t,y1), (t,y2) € Dy A € [0, 1], entonces

(t, A y1+ (1= Nyq) €D

(0 sea el segmento [(¢,y1), (£, y2)] estd contenido en D). Supon-
gamos que f : D — IR™ admite todas las derivadas parciales

of;
dy;

v que son continuas y acotadas en D. Entonces f es una funcién
lipschitziana respecto de y en D.

: D — 1R, L,1=1,2,....,n,
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Sea M una cota para las derivadas parciales df;/dy; en D. Para t fijo,
consideremos las funciones componentes

y — filt,y),

definidas en el convexo D N ({t} x IR™). Para (¢t,y1), (t,y2) € D, tenemos

of;
filt;y1) = filt, y2) Z 85 (V1,5 = Y2,)
J

para algtin punto y del segmento [y1,ys]. Vamos a utilizar en IR" la norma
I| l|oos que recordemos es

HXHOO = max(|x1|, |$2|7 SEE) |$n|)
para el vector x = (21, %2,...,2,). Empleando esta norma,

|fi(t,y1) = fi(t,y2)| < nM|ly1 — yalleo

luego
Hf(tv}II) - f(t7YQ)Hoo S nM HY1 - y2H007

lo que prueba que f es lipschitziana respecto de y en D.

4.4.6 Ya hemos dicho antes que el que una funcién sea lipschitziana
depende no sélo de la férmula de la funcién, sino del dominio en que esté
definida. Se trata de una propiedad global en la que tenemos que comparar
todo par de puntos con la misma primera componente. La proposicién 4.4.5
convierte esta propiedad en consecuencia de otra propiedad global, la de
acotacion de las derivadas parciales en todo el abierto. Lo que también
posee sentido (y es 1til) es pedir que la propiedad de Lipschitz se verifique
de forma local, o sea, en un entorno de cada punto. Esta es una condicién
menos exigente que pasamos a estudiar a continuacion.

4.4.7 Funcién localmente lipschitziana. Sea D un subconjunto de
IR**! y f(¢,y) una aplicacién f : D — IR™. Decimos que f es localmente
lipschitziana respecto de la variable y en D cuando para todo punto (t,y) €
D existe un entorno U de (t,y) tal que f es lipschitziana en U.

4.4.8 Ejemplo. f(¢,y) = y* es ahora localmente lipschitziana respecto
de y en todo IR?, puesto que cada punto del plano admite un entorno
contenido en una banda |y| < b, donde la funcién es lipchitziana.
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4.4.9 Ejemplo. La funcién f(t,y) = 3y2/3, que hemos manejado en los
ejemplos 4.3.9y 4.4.4, no es localmente lipschitziana respecto de y en ningin
entorno de (tg,0), con to arbitrario, porque no es lipschitziana en ningin
entorno de ninguno de dichos puntos, como ya vimos.

4.4.10 La relaciéon entre las derivadas parciales y la propiedad local de
Lipschitz es ahora la siguiente:

PROPOSICION

Sea D un abierto de IR™™!. Supongamos que f : D — IR
admite todas las derivadas parciales

of;
dy;

: D — 1R, L,1=1,2,....,n,

v que son continuas en D). Entonces f es una funcién localmente
lipschitziana respecto de y en D.

Sea (tg,yo0) € D. Tomemos un disco, U, con centro en dicho punto y tal
que

UcUcCD

(aqui U es la adherencia de U, o sea, el disco cerrado). Las derivadas
parciales, df;/dy;, que son continuas en D, son acotadas en U, luego en U.
Por lo tanto la funcién es lipschitziana en U.

4.4.11  El resultado que sigue recibe el nombre de desigualdad de Gron-
wall y vamos a presentarlo en dos versiones de dificultad decreciente. De
hecho no se aplicara en su versién mas potente hasta el final del capitulo,
por lo que ahora puede servir a alguno mas de distraccién que de ayuda.
Por el momento es tnicamente necesaria una versién sencilla de la desi-
gualdad, que es la que cita el segundo apartado del corolario que sigue al
lema.

La desigualdad de Gronwall permite substituir una inecuacién integral
(a la que se llega a menudo al emplear la forma integral del problema de
Cauchy) por una acotacién de la solucién.
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4.4.12 LEMA (desigualdad de Gronwall)

Sean u, k, g : [a,b] — IR tres funciones reales definidas y conti-
nuas en un intervalo [a,b] de IR, con k() > 0 en [a,b]. Supon-
dremos que, para todo t € [a, b], se cumple

) < g0+ [ k) uls) ds.

Entonces, para todo ¢ € [a, b],

u(t) < g(t) + /atg(s) k(s) exp (/:k(r) dr) ds.

La desigualdad del enunciado se escribe

u(s) = [ k) ulr) dr < (o)

k(s)exp (— /: k(r) dr)

(que es igual o mayor que 0) resulta

(u(s)—/: k(r)u(r)dr)k(s) exp (—/: k(r)dr) < g(s) k(s) exp (—/: k(r)dr) .

Es decir, llamando

Multiplicada por

con lo que
m/(s) = k(s) u(s)
y
m(a) =0,
tenemos

dis [m(s) exp (— /as k(r) dr)] < g(s) k(s) exp (— /: k(r) dr) .

Integrando ahora entre a y ¢ (con lo que la desigualdad se conserva),

m(t) exp (— /atk(r) dr) < /atg(s) k(s)exp (— /: k(r) dr) ds,
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es decir,
m(t) < /atg(s) k(s)exp (/: k(r) dr) ds.

Finalmente, volviendo a la desigualdad del enunciado,

) < g0) +m(t) < g0+ [ gty bs)exp [ Ky ar) s,

o0 sea, lo que pretendiamos demostrar.

4.4.13 Un argumento similar al anterior o, simplemente, un cambio de
signo en la variable ¢, permite comprobar que, en un intervalo [b,a] a la
izquierda de a, si

u(t) < g0 + [ k(s) uls) ds.
t
entonces,
ut) < g0+ [ o) sy exp ([ Gy dr) ds
t t
para t € [b, a], lo que permite obtener una acotacién de la funcién u(t) en

los instantes anteriores de tiempo.

4.4.14 COROLARIO

a) Sean u(t) y k(t) dos funciones reales definidas y continuas en
un intervalo [a,b] de IR. Supondremos, ademés que k(t) > 0 en
dicho intervalo, y que, para todo t € [a, b], se cumple

u(t) <c+ /at k(s)u(s)ds

para una constante real ¢. Entonces,

u(t) < cexp (/atk(s) ds) .

b) Sea u(t) una funcién real, continua y positiva en un intervalo
[a,b] de IR. Supondremos, ademds, que, para todo t € [a, b], se
cumple

u(t) < L/at u(s) ds

para una constante L > (. Entonces,




124 4. Existencia de soluciones

a) Basta utilizar la desigualdad final del lema precedente para ¢(t) = ¢, sin
olvidar que, donde aparece

k(s)exp (/: k(r) dr) )

lo que se tiene es la derivada de la funcién de s

—exp (/:k(r) dr) .

b) De nuevo consiste en utilizar el apartado precedente para la funciéon
k(t) = L y para ¢ = 0. Con él se prueba sin dificultad que u(f) < 0 en
[a,b]. Como, por otra parte, u(t) es positiva en el intervalo, se obtiene la
conclusion.

4.4.15 Notese que las mismas desigualdades del corolario pueden pro-
barse en un intervalo [b,a] a la izquierda de a. Para el primer apartado,
hay que cambiar la desigualdad de la hipétesis por

u(t) <c+ /tak(s) u(s) ds,

v lo que se obtiene es que

u(t) < c exp (/tak(s) ds) .

Para el segundo hay que cambiar la hipdtesis

u(t) < L/atu(s) ds
. u(t) < L/ta u(s) ds,

v se obtiene la misma conclusién.

4.4.16  El que sigue es un teorema como el de Cauchy-Peano, pero, ade-
mas, afirma la unicidad de la solucién del problema de Cauchy en un ‘pe-
queno’ entorno alrededor de los datos iniciales.

TEOREMA (Picard-Lindelof)

Supongamos que f(¢,y) es una funcién continua y lipschitziana
respecto de y en un entorno, D, de (fg,yo). Entonces, existe
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un intervalo [tg — r,to + r] alrededor de ¢y y una funcion, y(¢),
definida en él y con gréfica contenida en D, de tal manera que
y(to) = yo, que y(t) es derivable en [tg — r,to + ] ¥ que

y'(t) = £(t,y(1))
en dicho intervalo.
Si el ‘rectangulo’
R={{ty) |t —to|l <a, |y —yoll <0}

estd contenido en D y

M = £(t, ),
(t{g%RH t,y)l

entonces se puede tomar

" ()
r=min |(a,— | .
M

Ademas, si z(t) es otra solucién del problema de Cauchy, en-
tonces coincide con y(t) (en el intervalo en el que y(¢) v z(¢)
estén ambas definidas).

Utilizaremos en IR™ una norma vectorial cualquiera. Consideremos el in-
tervalo [to — r,to+ 1], con r como ha sido definido mas arriba. Elegimos en
el intervalo [tg — r,tg + r] cualquier funcién, go(t), continua y con grafico
contenido en K. Lo mds normal es tomar

go(t) =yo,

pero se puede elegir otra opcidn. A continuacién, definimos por induccién

git1(t) = yo+ /tt £(s,gr(s)) ds

sin muchos inconvenientes, puesto que se trata de integrales sobre intervalos
compactos de funciones continuas. El unico problema es la comprobacién
de que las graficas de las funciones g, () estan contenidas en R, a su vez
contenido en D, que es donde estd definida f. Esto es relativamente sencillo,
va que lo cumple gg por definicién y, si lo cumple gg, entonces

lgr41(t) —yol| < Mt —to] < Mr <b,
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luego también lo cumple gry1.

Las funciones gy (t) se denominan ‘iteradas de Picard’ generadas a partir
de go(t). Veremos luego el papel efectivo que juegan a la hora de aproximar
la solucién. Veamos por ahora que convergen uniformemente (o sea en
C([to — r,to+ r],€") ) hacia una funcién continua en [tg — r,to+ 7).

Denotemos

C = t) — t
L llg1(t) —go(t)]l

y denotemos por L la constante de Lipschitz de f. Ocurre que

LE[t — to]*
I () - i) < ¢ Lol

En efecto, eso es lo que ocurre para k = 0, por definicién de C'. Si se supone
cierto para k — 1, entonces, para k,

[ (5o e() — £ls, 11 9) ds

to

H%ww&wm\

t
lemmwaamw
0
t _ k—1 _ k
< CLk/ %dS:CLkM7
W (k—1)! !

esto si to < t;sit < to el Gnico cambio es f° por Lf; . Como

LF[t — to]” Lkpk
¢ k! <¢ k!
Y k..k
.
S 1; —Celr,
k=0

el criterio M de Weierstrass permite afirmar que la serie
go(t) + > (gr+1 () —8r(1)
k=0

cuya suma parcial es gj(¢), converge absoluta y uniformemente hacia una
funcién continua, y(t), en [to — r,to + r].
Ahora bien, de que g — y uniformemente en [ty — r,tp + r] y de que

1£(s; 81 (s)) = £(s, ¥ ()l < Lllgn(s) = y(s)ll,
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se deduce que también

f(87 gk(s)) — f(87 Y(S))
uniformemente en [ty — r,to + r], luego que

t

/tf(s,gk(s))ds—> f(s,y(s))ds.

to to

Como ;
gt (t) :}’0—|—/t £(s,gi(s)) ds,
0

obtenemos asi que
¢

y(t)=yo+ | f(s,y(s))ds,

to
luego y(t) es solucién en [tg — r,to + r] de la ecuacién diferencial y de la
condicién inicial (forma integral del problema de Cauchy).
En lo que respecta a la unicidad, si y(¢) y z(f) son soluciones en un
intervalo conteniendo a ¢y, entonces, como

t t

yit)=yo+ | f(s,y(s))ds, z(t)=yo+ | f(s,2(s))ds,

to to

se tiene, cuando tg < t, que
Iy(0) = 20 < [ 1653(9) = £l a(6Dl ds < L [ flv(s) = 2t ds

(cuando t < to el cambio es [/° por fti) Aplicando entonces la desigualdad
de Gronwall en su versién 4.4.14 a u(t) = ||y (¢t) —z(t)||, o la correspondiente
para t < g, resulta que y(¢) — z(¢) = 0, lo que prueba la unicidad.

4.4.17  Obsérvese que las condiciones del teorema precedente incluyen las
hipétesis del teorema de Cauchy-Peano. En dichas condiciones, disponemos
pues de dos vias para obtener la solucién del problema de Cauchy (en
realidad, estos caminos poseen mas interés teérico que practico).

La primera via es la de las poligonales de Fuler. En principio, soélo
una subsucesién converge hacia la solucién, pero se puede comprobar que,
cuando la solucién del problema de Cauchy es tnica, la sucesién completa
de poligonales de Euler es convergente y su limite es dicha solucién. Estas
poligonales son, sobre todo, un método numérico y grifico. Su férmula de
construccién se puede convertir facilmente en un método numérico (cono-
cido como método ‘de Euler’), pero su convergencia es lenta.
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El otro camino es el de las iteradas de Picard, definidas a partir de go(t)

como

g1 (1) =yo+ [ Flovgi(s)) ds.

Estas iteradas convergen uniformemente en un intervalo hacia la solucién.
Las iteradas de Picard tienen el problema de requerir integraciones de difi-

cultad creciente. Cuando en ellas aparecen los términos sucesivos de una su-
cesion de funciones con limite conocido, permiten obtener la férmula exacta

de la solucién, pues dicho limite es solucién del problema de Cauchy.

4.4.18 Ejemplo. Para el problema de Cauchy

las iteradas de Picard se obtienen a partir de go(f) = 1 como

t
grr1(t) =1 -I-/O gr(s)ds,

y resultan ser
go(t) = 17

¢
gl(t)zl—l—/ ds=1+1¢,

0
2

¢
gz(t):1+/0 (1—|—8)d8:1—|—t—|—5,
etc. y, en general,
t2 tk
gk(t):1+t+§‘|—"' o

Lo que se obtiene asi es el desarrollo alrededor de 0 de la funcién y(t) = e

que es la solucion del problema, como se comprueba sin dificultad.

4.4.19 Ejemplo. Para el problema de Cauchy
0 -1 1

yi = —¥2, y1(0) =

0 sea,

t
’
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las iteradas de Picard se obtienen a partir de go(t) = (1, 0)7 como

gk+1<t>=“]+/otl‘j ‘Hgmda

y resultan ser

1 J50ds 1
t) = = ,
wor= [ |+ [ G =]

1 [y —sds -z

t) = = 2
wo=[ [+ [ [=[77]
1 fg —sds 1-£
0] Lha-g)ds ] Le-%

etc. y asi, va resultando el desarrollo en serie alrededor de 0 de la funcién

y(t): [ cost ]7

sent

que es la solucion del problema, como se comprueba sin dificultad.

4.4.20 Ejercicios.

1 Considérese una aplicacién f : IR"** — IR", definida y continua en un abierto,

D, de IR"*1,
a) Pruébese que,sif € C1(D)y

sup
(t,¥)eD

of () n
— =400
gy y

para una norma matricial, entonces f no es lipschitziana respecto de y en D.

b) Sea (to,yo) € D. Pruébese que, si f € C1(D — {(to,y0)}) ¥

lim sup
(tvy)%(tﬂvyﬂ)

Xty =+
ay ’y - o0

para una norma matricial, entonces f no es localmente lipschitziana respecto de y
en (to,yo).
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2 Puébese que el propio teorema de Picard-Lindelof (v. 4.4.16) garantiza ya,
para el problema de Cauchy

y =124 eV,

y(0)=0

una unica solucién definida en todo IR (y que luego llamaremos maximal). Se vera
después un teorema (v. 4.5.26) que tiene este hecho como consecuencia trivial.

3  Calculese, por el método de las iteradas de Picard, la solucién del problema

de Cauchy
y(1)

4  Calcilense las iteradas de Picard para el problema de Cauchy

bl

1

[ <

bl

en un entorno de 1.

[

y su solucioén.

5 a) Se considera una funcién f(t,y) de IR? en IR, definida y continua en una
banda [a, b] x IR. Para cada ¢ € [a, b] se considera la funcién separada

fi IR = IR
y = f(ty).
Se supone que existe un ¢y € [a, b] tal que
- parat > 1o, f: es decreciente,
- parat <tg, f: es creciente.

Pruébese entonces que, si y(t), z(t) son soluciones en un intervalo comun del pro-
blema de Cauchy

vy =rfty), () €lab]xIR,
y(to) = yo, (to es el de antes)

entonces y(t) = z(t) en dicho intervalo.



4.5. Teoremas globales de existencia y unicidad 131

b) Consideremos la funcién f : [0,1] x IR — IR, definida como

2t sty <0,
flt,y) =4 =2t siy > 2,
A2t + (1 — M) (=2¢) si0<y<t? e y=A0+(1-X)t%,

y el problema de Cauchy

{y':fu,y), (t,y) €0,1] x IR,
y(0) =0.

Utilicese el apartado precedente para probar que el problema de Cauchy admite
una tdnica solucién.

¢) Calcilense para el problema del apartado precedente las iteradas de Picard
a partir de go(t) = 0. Pruébese que las iteradas impares valen todas ¢? y que las
iteradas pares valen todas —t? y que ninguna de las dos funciones es solucién de
la ecuacién.

d) Compruébese que la anterior funcién f(¢,y) no es lipschitziana en ningin
entorno de (0, 0).

4.5 Teoremas globales de existencia y unicidad.

4.5.1 La aplicacién directa de los teoremas 4.3.7 y 4.4.16 garantiza la
existencia de solucién para la ecuacién en un pequeno entorno alrededor
de los datos iniciales. Sin embargo, en muchos casos, nos encontramos con
que estas soluciones existen e interesan en intervalos mayores.

4.5.2 Ejemplo. El problema

{ y/:y2
y(l) — _17

cuya ecuacién fue presentada en 1.1.18 y en 1.2.9, cumple las hipdtesis del
teorema de Picard-Lindel6f en todo dominio acotado para la variable y.
Consideremos un rectangulo contenido en uno de ellos

R:{(tvy)Ht_H <a, |y+1| Sb}
con centro en (1,—1), y el maximo

M = ty)| = 2 (h4+1)2.
&g&lf(w)l (e Y (b+1)
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Con este rectangulo, el teorema de Picard-Lindeléf asegura una (inica)
solucion del problema en el intervalo de centro 1 y de radio

r = min (a, ﬁ) .

El méaximo para la funcién b/(b+ 1)? es 1/4 y se alcanza para b = 1. Si
a > 1/4, entonces r < 1/4, y si a < 1/4, entonces r < 1/4. Por lo tanto,
la cantidad r = 1/4 es la mejor que admite el teorema y [3/4,5/4] el mejor
intervalo alrededor de tg = 1. Sin embargo, integrando la ecuacién como
hicimos en 1.2.9 y ajustando la constante, vemos que la funcién

es solucién, pasa por (1,—1) y estd definida en (0, c0).
Por otra parte, esta solucién no puede extenderse a la izquierda de 0, a
pesar de que la funcién f(¢,y) = y? no presenta en ¢t = 0 ninguna anomalfa.
Noétese que, en el concepto de solucidn, interviene tanto la férmula que
define una funcién como el intervalo en el que esa férmula se aplica. Asi,
por ejemplo, la férmula

define soluciones distintas segin se la considere en [3/4,5/4] 0 en (0, 00).
La segunda solucién amplia la informacién contenida en la primera. Ello
sugiere la definicién siguiente.

4.5.3 Prolongaciéon de soluciones. Solucién maximal. Sean y; :
I; 2 IR" e yy : I; = IR” dos funciones. Decimos que y3 es una prolonga-
cion de y1, o que yy prolonga a yq cuando Iy C Iz e y1(t) = ya(t) en I4.
Cuando y; e y2 son soluciones de una ecuacion y’ = f(¢,y), se dice que la
solucion yo prolonga a la solucion yq.

Decimos que una soluciéon es mazimal cuando no existe ninguna otra
solucién que la prolongue. Del intervalo en que estd definida una de estas
soluciones maximales diremos que es un intervalo mazimal.

4.5.4 Es obvio que estamos interesados en soluciones definidas en el in-
tervalo mas grande posible. Comprobaremos a continuacién que toda so-
lucién se puede prolongar hasta una solucién maximal, de modo que seran
estas las inicas que consideremos.

Representamos las soluciones del conjunto de soluciones de una ecua-
cién y’ = f(t,y) por (I,y), donde y(t) es la solucién e I el intervalo en
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que esta definida. Sea ([p,yo) una solucién; queremos comprobar que se
puede prolongar hasta una solucién maximal. Consideraremos tnicamente
el conjunto de las soluciones que prolongan a ésta, entre las que se encuen-
tra obviamente ella misma. En este conjunto definimos la relacién de orden
‘prolongacién’, o sea

(l1,y1) £ (f2,y2)  cuando L C L y (Vi€ ) yi(t) =ya(t)

(lo que significa exactamente que y3 es una prolongacién de y1). Se trata
evidentemente de una relacién de orden parcial en el conjunto de las solu-
ciones que prolongan a (lo, yo).

Toda cadena, o sea, todo subconjunto totalmente ordenado, admite
cota superior. En efecto, si (I;,y;);es es una de estas cadenas, la funcién
definida en el intervalo I = U;esl; por y(t) = y;(t) para t € I; es una
solucién que prolonga todas las de la cadena. La funcién estd bien definida,
puesto que, si ¢ pertenece a dos intervalos I; e I;, entonces uno de estos
intervalos estd contenido en el otro e y;(t) = y;(t). La funcién y(t) es
solucion de la ecuacién, puesto que coincide en un entorno de cada punto
(o semientorno, si se trata de un punto extremo de ) con una solucion.
Finalmente, y(t) prolonga a yo(t), pues la prolongan todas las y;(¢) a las
que prolonga a su vez y(t). Por lo tanto, (I,y) es una cota superior de la
cadena.

Segin el lema de Zorn (que el lector debera recordar de sus estudios
de Célculo), existen elementos maximales en el conjunto de soluciones que
prolongan a (lp,yo). Cada uno de estos maximales es obviamente una
prolongacién maximal de la solucién (o, yo).

En el ejercicio 1 se propone un proceso constructivo para obtener solu-
ciones maximales basado en la aplicacién repetida del teorema de Cauchy-
Peano y, por tanto, independiente del lema de Zorn.

4.5.5  Asociados al proceso de prolongacién, aparecen algunos problemas
evidentes a los que intentaremos responder a continuaciéon. El primero de
ellos es el de la unicidad de soluciones que ya hemos considerado de forma
local. De alguna manera parece posible que un problema de Cauchy que en
el punto inicial posee solucién unica se bifurque posteriormente a dos o mas
soluciones diferentes. De hecho, la segunda parte (unicidad) del teorema de
Picard-Lindelof nos dice ya que tal cosa no es posible cuando las hipétesis
de teorema estdn presentes. Claro que hay muchos casos en que no se aplica
este teorema. En esos casos existen diferentes soluciones maximales de un
mismo problema. Es lo que vimos en el ejemplo 4.3.9, donde, para una
condicién inicial del tipo (fg,0) existian infinidad de soluciones maximales



134 4. Existencia de soluciones

definidas en (—o00,0); 0 lo que podemos ver en el ejercicio 4, donde no sélo
hay diversas soluciones maximales del mismo problema de Cauchy, sino
que, ademas, poseen diferentes intervalos maximales.

4.5.6 Puntos de unicidad. Consideremos la ecuacion
y' =f(t,y)

definida mediante una funcién continua f(¢,y) en un abierto D de IR"*1.
Sea (tg,yo) un punto de D.

Decimos que (tg,y0) es un punto regular o de unicidad global de la
ecuacién cuando existe una solucién maximal tnica con y(fg) = yo.

Decimos que (tg,yo) es un punto de unicidad local de la ecuacién cuando
existe r > 0 tal que dos soluciones cualesquiera de la ecuacién con y(tg) =
Vo, definidas en el intervalo [ty — r, tp + r], coinciden en dicho intervalo.

Decimos que (tg,y0) es un punto singular de la ecuacién cuando no es
de unicidad local.

Lo que se tiene obviamente es que la unicidad global implica la unicidad
local, pero puede haber puntos con unicidad local sin unicidad global, como
vemos en uno de los ejemplos que siguen.

4.5.7 Ejemplo. Para la ecuacién
v =y,

que ya ha sido abordada en 4.5.2, todos los puntos son regulares. La causa
es que la funcién f(¢,y) = y? es localmente lipschitziana en el plano, como
vimos en el ejemplo 4.4.8.

4.5.8 Ejemplo. Por el contrario, para la ecuacién

Y =3y"°,

presentada en el ejemplo 4.3.9, ningtn punto es regular o de unicidad global.
Sin embargo, los puntos (fo, yo) con yo # 0son de unicidad local. Los puntos
(to,0) son singulares.

4.5.9 PROPOSICION

Si todo punto de D es de unicidad local, entonces todo punto
de D es de unicidad global.
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La idea de la demostracién se resume en una frase: si dos soluciones se
separan, deben separarse en algin punto.

Veamos que, si existe un punto que no es de unicidad global (no es
regular), entonces hay un punto que no es de unicidad local. En efecto,
supongamos que (tg,yo) no es regular. Sean entonces y; : I; — IR" e
y2 : Iy = IR™ dos soluciones pasando por (to,yo) y diferentes en algin
punto ¢;. Supongamos que ty < t; y pongamos

tp=inf{t|t >to, yi(t) #y2(t)}.

Entonces y1(t) = y2(t) paraty < ¢ <tz y, por continuidad, y;(t2) = y2(t2).
Sin embargo, el punto (t3,y1(t2)) = (t2,y2(t2)) no es de unicidad local ya
que existen puntos tan préximos como se quiera a ty donde y;(t) e ya(t)
son diferentes.

4.5.10  Por lo tanto, si una ecuacién no tiene puntos singulares (sin uni-
cidad local) entonces todos sus puntos son regulares (con unicidad global).
La no existencia de puntos singulares puede garantizarse mediante las hipé-
tesis del teorema de Picard-Lindelof. Es lo que demostramos en el resultado
siguiente, en el que mezclamos también la condicién suficiente sobre las de-
rivadas parciales.

4.5.11 PROPOSICION

Sea D un abierto de IR"*! y sea f(t,y) una funcién £ : D — IR"
que supondremos continua.

a) Si f es una funcién localmente lipschitziana en D, entonces
todo problema de Cauchy

{ yl = f(tv Y) )
y(to) = yo

para (tg,yo) contenido en D admite una tdnica solucién maxi-
mal.

b) Si f admite derivadas parciales 0 f;/dy; continuas en D, en-
tonces todo problema de Cauchy

{ yl = f(tv Y) )
y(to) = yo

para (tg,yo) contenido en D admite una tdnica solucién maxi-
mal.
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En el primer caso, todo punto de D es de unicidad local (v. 4.4.16), por lo
que se obtiene la conclusién. El segundo caso implica el primero (v. 4.4.10).

4.5.12 Ahora nos vamos a preguntar cosas mas concretas sobre el in-
tervalo maximal, o sea, cdmo es de grande dicho intervalo, es decir, hasta
dénde se puede prolongar una solucién. La respuesta a este problema no
es cuantitativa; esto quiere decir que no existe una férmula que nos dé
los extremos del intervalo maximal. Una de las pocas afirmaciones de ca-
racter general que pueden hacerse se refiere a los sistemas lineales y dice
que el intervalo maximal es el de continuidad de los coeficientes. Pero por
ahora vamos a conformarnos con descubrir los sintomas que indican que
nos aproximamos a los extremos del intervalo maximal.

Comenzaremos por aprender a empalmar dos soluciones, para poder
construir asi soluciones mayores.

4.5.13 LEMA (empalme de soluciones)

Si yi(t) e y2(t) son soluciones de la ecuacién y’ = f(t,y) de-
finidas en intervalos [a,?o] ¥ [to,b], y ademas y1(to) = y2(to),
entonces la funcién y(¢) definida en [a, b] como

y(t):{ yi(t),  t€a,to]

ya(t), t € [to, b]

es solucién de y’ = f(t,y) en [a, b].

Se trata de una funcién que es, evidentemente, continua. Ademds, sus
derivadas laterales en to coinciden, luego es derivable en todo [a,b]. Su
derivada vale f(¢,y1(¢)) en el primer subintervalo, f(¢,y2(¢)) en el segundo,
y £(to,y1(to)) = £(to,y2(t0)) en to, luego es solucién en todo el intervalo.

4.5.14 NOTA sobre la representacién de intervalos. En general
vamos a representar por {a, b} un intervalo de extremos a, b, sin especificar
si a y bson finitos o infinitos y sin precisar si el intervalo es abierto o cerrado
por ¢ y b. En otras palabras, {a,b} serd uno de los intervalos [a, b], (a,b],

[a,b) 0 (a,b).
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4.5.15 Es facil comprobar que, si y' = f(¢{,y) es una ecuacién, f es
continua, D es un abiertoe y : {a,b} — IR™ una solucién maximal, entonces
el intervalo {a,b} es el intervalo abierto (a,b). En efecto, si por ejemplo
b fuese un punto del intervalo de la solucién y(t), considerariamos una
solucion pasando por (b,y(b)), que se puede obtener aplicando el teorema
de Cauchy-Peano, y la empalmariamos en dicho punto a y(¢) con lo que
conseguirfamos una solucién prolongando estrictamente a y(¢), y ésta no
serfa, maximal.

Por esta misma razoén, las soluciones dadas en un abierto por los teore-
mas locales de Cauchy-Peano y de Picard-Lindel6f son siempre prolongables
en ambos extremos.

4.5.16 La prolongacién y las soluciones maximales se pueden tratar se-
paradamente en los dos extremos del intervalo. En ese sentido tiene funda-
mento hablar de soluciones mazimales a la izquierda y soluciones maxima-
les a la derecha como soluciones que no se pueden prolongar a la izquierda
o a la derecha.

Cuando se tiene una solucién maximal a la izquierda y otra solucién
maximal a la derecha pasando ambas por un mismo punto, el empalme de
ambas en dicho punto constituye una soluciéon maximal (a ambos lados).

Estudiaremos a continuacioén el comportamiento de una solucién cuando
la variable se aproxima al extremo superior del intervalo maximal. Es
evidente que los mismos resultados y demostraciones son ciertos para el
extremo inferior.

4.5.17 LEMA (Witner)

Supongamos que D es un abierto de IR™™!, que f : D — IR
es una funcién continua y que y : {a,b) — IR" es solucién
de la ecuacién y’ = f(¢,y). Sea (b,z) un punto de IR"*! (no
necesariamente contenido en D). Supondremos que el punto
(b, z) verifica las siguientes propiedades:

(wl) el punto (b,z) es un punto limite de la grafica de y(¢)
cuando t = b7, lo que significa uno de los dos enunciados
equivalentes siguientes:

- en todo entorno de (b, z) existen puntos (¢,y(¢)) con
t € {a,b),
- existe una sucesién (t,),cN de elementos de {a, b) con

limy, oo tn = by lim, oo y(t,) =2 ;
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(w2) f admite una prolongacién continua a un rectdngulo de la
forma [b—h,b] x{y| ||y —z|| < h} para algin h > 0 (siendo
la norma una cualquiera en IR").

Entonces
lim y(t) =z
t—b— y( )

(o sea, existe el limite y es z).

La segunda de las condiciones precedentes se cumple automéati-
camente cuando (b, z) € D ya que entonces existe un rectangulo
centrado en (b,z) y contenido en D y f es continua en D. Sin
embargo, esto no sucede necesariamente. Lo que se exige es que
f se pueda prolongar continuamente a un pequeno recinto que
contenga también la abscisa b.

Vamos a utilizar la norma || || en IR". Consideremos el rectangulo R =
[b—h,b]x{y| |ly — 2|l < h} al que f se puede prolongar continuamente.
Es posible que el rectangulo del enunciado no emplee la norma || ||o, pero
en cualquier caso hay también un rectdngulo con esta norma que lo cumple.
Tomemos el maximo
M = max ||f(¢ .

max [£(4.3)])-
Recordemos que existe una sucesién (¢,),cN de elementos de {a,b) con
lim, oo t, = by lim,0 y(t,) = z. Digamos que nuestro propdsito es
demostrar que

lim y(t) =z.

t—b— y( )
Sea entonces € > 0. Debemos probar que, para un « determinado, se
verifica ||y (t) — z|| < € parat € (a,b).

Para la sucesién (t,),cN, existe ng tal que, para n > ng,

bt <min<i i) lz = y (&) <min<f 9)
= oM’ 1M Y Yiin)lloo = 2'4) "

Evidentemente (t,,,y(tn,)) estd dentro de R. Consideremos los valores
posteriores de ¢ en los que la curva y(t) estd siempre en R, es decir, consi-
deremos cada punto t' € (t,,,b) tal que

(Ve € [tno, 1']) (1, ¥(1) € R,

v el extremo superior tg de tales puntos. Puede ser que tg = b o que tg < b.
Sitop < b, tg se caracteriza por las dos propiedades siguientes:
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- para t e [tn07t0]7 (t7Y(t)) € R7

- existen puntos por encima de tg y arbitrariamente préoximos a tg tales
que (¢,y(t)) no estd en R.

Nuestro objetivo es ahora doble. En primer lugar, probar que t; = b. En
segundo lugar, probar que ||y (t) — z||sc — 0 cuando ¢t — ¢; = b~. Cuando
t € (tng,to), el teorema del valor medio para cada componente y;(t) de y(t)
hace que

Y5 (8) = yi(tno)| = 1Y 1t = tug | = [ [;(& ¥ () E = tng |
€ h

M(b_ tno) S min (57 Z) 3

IA

luego, para la norma || ||,

Iy (t) = ¥ (tug)lloo < min (5 g) .

Se sigue entonces que

[9(6) = 2l < 5(0) = 3 (0}l + 1y (tn) = 2l < min (e3 )

y esto para t € (t,,,%o) arbitrario.

Pensemos en primer lugar que ||y (¢) — z||oc < h/2; esto significa que,
para (t,,,to), la curva solucién permanece en R, y lejos del borde superior.
Por consiguiente, tp no es una abscisa de salida por arriba de R (salida de
la curva solucién), y, por lo tanto, por continuidad de la solucién, no puede
darse la segunda condicién de las que se cumplen cuando ¢y < b. Es decir,
to = b.

Por otra parte tenemos que, para t € (tny, to = b), ||y (t) —2||cc < € (con
¢ fijado arbitrariamente), que es la desigualdad que estabamos buscando,
luego

lim y()=z.

t—ty =b—

Esto termina la demostracién.

4.5.18 El teorema que sigue afirma que la prolongacién maximal de una
solucién llega hasta la ‘frontera’ del dominio D de definicién de la ecuacién.
Una pequefia consideracién sobre la frontera de un conjunto. La definicién
de la frontera de D es

FrD=DnCD



140 4. Existencia de soluciones

(La raya en D y C D significa la ‘adherencia’ y la C el ‘conjunto comple-
mentario’). Lo fundamental del conjunto frontera es que sus puntos son a
la vez limites de sucesiones de D y limites de sucesiones de C D.

Si para un conjunto no acotado se considera que el ‘punto del infinito’
estd también en su frontera, la idea de que las soluciones maximales llegan
hasta la frontera del conjunto tiene también sentido en estos casos.

4.5.19 TEOREMA

Sea f(t,y) con f: D — IR™ una funcién continua definida en un
abierto D de IR"™'. Sea y : (a,b) — IR™ una solucién maximal
de y' =f(t,y). Entonces:

a) Si b < 400y (b,z) es un punto limite de la grafica de y(t)
cuando t — b~ (lo que, recordemos, significa que en todo en-
torno de (b, z) existen puntos (t,y(t)) con ¢t € (a,b) ), entonces
(b,z) € Fr D.

b) Si @ > —oco y (a,z) es un punto limite de la gréfica de y ()
cuando ¢t — a™, entonces (a,z) € Fr D.

¢) Si K es un compacto contenido en D, entonces existen a y
b' con a < a’ y b > b tales que la grafica (f,y(t)) pertenece a
D — K parat € (a,a’) y para t € (I',b). Es decir, la gréifica se
sale de cualquier compacto contenido en D.

a) Si (b,z) es punto limite de la grifica de y(t), entonces (b,z) € D= DU
FrD. Si (b,z) € D, entonces, segin el lema precedente,lim,_,;,- y(t) = z.
Pero
lim y'(t) = lim f(¢t,y(¢)) =£(b,2)
t—b— t—b—
por continuidad de f en D. Ahora bien, en esas condiciones, la funcién y (),
prolongada por y(b) = z, es continua y derivable en (a,b] y su derivada
(lateral) en b vale f(b,z), por lo que y(t) seria solucién de la ecuacién en
(a,b], lo que contradice que (a,b) sea el intervalo maximal. Por lo tanto,
(b,z) ¢ Dy (b,z) € Fr D, que es lo que se pretendia demostrar.
b) Este apartado se demuestra como el precedente.
¢) Lo probaremos en primer lugar cuando @ o b son finitos. Si no se
verifica la tesis, entonces podemos encontrar puntos

1
t, € (b——,b)
n
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tales que (t,,y(t,)) € K (o puntos de (a,a+ 1/n) con idéntica propiedad,
pero la demostracién serfa analoga). La sucesién (t,,y(4,)),cIN, que estd
en un compacto, admite una subsucesién convergente hacia un punto de K;
lo mismo ocurre con sus componentes, que convergen la primera hacia by la
segunda hacia un limite z. Entonces, (b,z) es un punto limite de la grafica
de y(t) cuando t — b7, y pertenece al mismo compacto, K, que los puntos
(tn,y(tn)), luego pertenece a D, lo que contradice el primer apartado pues,
como D es abierto, eso significa que (b,z) & Fr D.

Cuando b = 400 (0 @ = —00) la cosa es todavia mas sencilla. K es un
conjunto compacto de IR"*!, luego acotado. Por lo tanto, existe n € IN tal
que, si t > n, entonces (t,y(t)) € K.

4.5.20 Ecuaciones definidas en bandas. El teorema precedente es
todo lo que se puede decir del intervalo maximal en el caso general. Po-
dremos decir mas del mismo cuando la funcién f(¢,y) sea continua en una
banda de IR"*! del tipo {a,b} x IR", siendo {a,b} el intervalo de varia-
cién de la primera variable . Ahora es licito plantearse si {a,b} es o no el
intervalo maximal, puesto que no hay ninguna limitacién para y.

{a,b} x IR™ puede no ser un abierto (conexo lo es siempre), pero su
geometria sencilla no afiade nuevas dificultades. Nos limitaremos a explicar
lo que ocurre con el extremo superior del intervalo maximal, siendo idénticas
las alternativas para el extremo inferior.

Supongamos que f(¢,y) es continua en la banda {a,b) x IR", y sea y(¢)
una solucién maximal de y’ = f(¢,y). Su intervalo maximal es forzosamente
de la forma {a’,0’) (véase el argumento de 4.5.15). Sin embargo puede
ocurrir que b’ = b o que ¥ < b. En este tltimo caso, forzosamente,

lim Jly(1)]] = +o0,
t—b’

para no contradecir al teorema precedente (si no, la grafica de la solucién
tendria un punto limite y, por el teorema precedente, dicho punto estaria
en la frontera de la banda; esto es imposible si b’ < b).

Supongamos ahora que f(¢,y) es continua en la banda {a, b] x IR (ahora
b es finito), y sea y(¢) una solucién maximal de y’ = f(¢,y). Su intervalo
maximal puede ser ahora de las formas {a’,b], o {a’,b"), con b’ < b. (La
forma {a’,b'], con b’ < b, es imposible pues la prolongacién a través del
punto (b',y (b)) es inmediata.) En la dltima situacion,

lim [y (£)[| = +20.
t—b’

En efecto; si el intervalo maximal es {a’,b"), con b’ < b, y no fuese verdad
que el anterior limite fuese +oo, la grafica tendria un punto limite (b',z)
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y, aplicando el lema de Witner (v. 4.5.17), el punto seria el limite de la
grafica,
lim y(t) =z,

t—b'—

y, aplicando igual argumento que en la demostraciéon del teorema prece-
dente, la solucién se podria prolongar a {a’,'].

Resumiendo, hemos visto que, cuando la solucién permanece acotada,
el intervalo maximal es siempre el maximo posible. Cuando la prolongacién
maximal no es la maxima, la solucién tiende a infinito en el correspondiente
extremo del intervalo maximal.

4.5.21 Ejemplo. Para la ecuacion

vy=Yy,

con funcién definida en la banda R* = IR x IR (y ya desarrollado en los
ejemplos 1.1.18, 1.2.9, 4.5.2 y 4.5.7), la solucién y(t) = 0 estd definida en
todo IR y es, evidentemente, maximal. Las soluciones

definidas en (—oo,¢) y en (¢, +00) son también maximales. Es obvio que

lim y(t) = +o0

t—c—

para la solucién definida en (—oo,¢), y que

lim y(t) = —o0
t—ct

para la solucién definida en (¢, +00).
4.5.22 Ejemplo. En el mismo ejemplo, pero ahora con la ecuacién defi-

nida dnicamente en la banda (—oco, 1) X IR, y(¢) = 0 en (—o0, 1) es de nuevo
una solucién maximal. Para ¢ > 1, también lo son las

definidas en (—o0, 1). Todas ellas poseen limite finito cuando ¢ — 17, limite
que vale
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Para ¢ < 1 la férmula
1
y(t) =
encubre dos soluciones maximales. Una definida en (—oo,¢) y la otra de-
finida en (c,1). En ¢, cualquiera de ambas soluciones tiende en médulo a
4oo. En 1, la segunda de ellas posee limite finito, que vale
1
c—1°

Finalmente, para ¢ = 1, la férmula esconde una sola solucién, definida en

c—1

A

Figura 4.5: Algunas de las diferentes soluciones maximales para
y = y* definida tinicamente en (—o0,1) x IR.

todo (—o0,1) vy que tiende a +oo cuando ¢t — 1. Todo esto se puede ver

en la figura 4.5.

4.5.23 Ejemplo. Para la ecuacion

;1 1C081
y_ ty t2 t?

definida en (—o0,0) x IR, la funcién
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definida en todo (—o0,0) es una solucién maximal. Todos los puntos (0, 2)
con z € IR son puntos limites de la grafica de y(¢) cuando t — 07. Sin
embargo, el lema de Witner (v. 4.5.17) no se puede aplicar a ninguno de
estos puntos, ya que no es posible realizar una prolongacién continua de la
funcién . . .

flty) = _Zy_ t—QCOSZ

a ningin rectangulo que incluya t = 0.

4.5.24 Como deciamos, cuando la soluciéon permanece acotada, el in-
tervalo maximal es siempre el maximo posible. Esta es la idea que va a
dar pie a varios teoremas sobre el tema, que son los que presentamos a
continuacion.

4.5.25 TEOREMA (de existencia global en la base de una banda)

Sea B = {a,b} x IR” una banda de IR"*!. Supongamos que
f(t,y) es una funcién continua y acotada en B. Entonces toda
solucién maximal de cualquier problema de Cauchy

{ y/:f(t7Y)7 (t07}’0) € B7
y(to) = Yo,

estd definida en todo el intervalo {a,b}.

Supongamos que y(t) es una solucién maximal. Pongamos

M= sup [[f(t,y)ll
(t,y)eB

(dicho extremo superior es finito). Si {a’,b'} es el intervalo maximal, se
tiene para todo t a la derecha de tg y en dicho intervalo que

y(0)=ylto) + [ Fs3(s)) ds
(v.4.3.6), luego
Iy O < Iy (o) | + Mt — to)

Esta cantidad permanece acotada cuando ¢ se mueve en un intervalo finito,
luego el intervalo {a’,b'} ha de ser {a’,b} en cualquier caso. Otro tanto
sucede con la extremidad izquierda.
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4.5.26 TEOREMA (de existencia y unicidad global en la base
de una banda)

Sea B = {a,b} x IR” una banda de IR"*!. Supongamos que
f(t,y) es una funcién continua en la banda y que existe una
funcién continua L : {a,b} — IR tal que

1£(2,y1) = £t y2)|l < L) [lyr — vl

(como la desigualdad de Lipschitz pero con L variando con t).
Entonces cualquier problema de Cauchy

{ yl = f(t7Y) 3 (t07}’0) € B7
y(to) = Yo,

admite una unica solucién maximal que estd definida en todo
el intervalo {a,b}.

Notese que f es una funcién continua en B. También es facil ver que es
localmente lipschitziana. B no es necesariamente un conjunto abierto, pero
repasando los argumentos que en 4.5.11 nos llevaron a concluir la existencia
v unicidad de la solucién maximal, vemos que aqui también son validos y
que existe una unica solucién maximal.

Esta conclusién puede obtenerse directamente de 4.5.11 si pensamos en
B como un subconjunto de una banda abierta a la que podemos extender
la ecuacién. Este mismo argumento es 1til en muchos otros casos. Si por la
derecha el intervalo es {a, b), lo dejaremos asi ya que no hay que prolongar
nada. Si b es finito y el intervalo es cerrado, {a,b], entonces prolongamos
las funciones f y L hasta 400 poniendo

f(t,y)=f(,y) vy  L(t)=L(b)

para todot > b. Asi definimos dichas funciones en {a, +00) con continuidad
y cumpliendo ain la misma desigualdad del enunciado. Lo mismo en el
extremo izquierdo de la banda si es necesario. En cualquier caso tenemos
la situacién del enunciado en una banda abierta conteniendo a nuestra
banda B. Aplicando ahora la proposiciéon sobre la unicidad de soluciones
maximales (v. 4.5.11) resulta que existe en la banda ampliada una dnica
solucién maximal del problema de Cauchy, cuya restricciéon a {a,b} nos
define la (dnica) solucién maximal en B.
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Denotaremos por {a’,b'} el intervalo maximal de prolongacién de la
solucién. Veamos que se trata del propio intervalo {a,b}. Supongamos que
por la derecha (por la izquierda es igual) no se alcanza el maximo posible.
Entonces siempre existe " con

[to, 0’} C [to, "] C [to, b} .

(Asi es tanto si b’ < b como si b’ = b y el intervalo maximal es abierto y el
de la banda cerrado.) Para t € [to,b} ponemos

a(t) = [ f(svo) ds.

y tomamos

M = max ||z(t
te[tmb,,]H ol

(una norma cualquiera) y

L= max L(t).
te[to,b”]

Para t € [to, b’} se tiene que
t
yh =yo+ | fsy(s)ds,
0
(v.4.3.6) luego
t t t
y(t) —yo = / f(s,y(s))ds—/ f(s,yo)ds+ [ £(s,yo)ds

= 200+ [ 18,y ~ f(5,v0) s,

es decir,

A

Iy (0 = voll < 2]+ [ s, (5D~ syl ds

IA

t
M+ [ Lly(s) = yollds.
0

De la desigualdad de Gronwall que vimos en 4.4.14 resulta entonces
() = yoll < M exp(L(t — to)) < M exp(L(H" — to))

para t € [to,b'} . Como b” es finito, esta expresién permanece acotada y
contradice el comportamiento conocido (v. 4.5.20) de y(¢) en el borde del
intervalo maximal cuando éste no coincide con el maximo de ancho de la
banda. Por lo tanto, el intervalo maximal debe alcanzar por la derecha el
méaximo posible. Esto termina la demostracion del teorema.
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4.5.27  Como principal aplicacién de este teorema vamos a ver que las
ecuaciones lineales poseen soluciones maximales que se prolongan todo lo
posible, o sea, al intervalo de continuidad de los coeficientes y el término
independiente.

4.5.28 TEOREMA (de existencia y unicidad para sistemas li-
neales)

Consideremos el problema de Cauchy

{ y' = A(t)y +b(1),
y(to) =yo.,

donde las n xn componentes a; ;(t) de A(t) y las n componentes
b;(t) de b(t) son funciones continuas en el intervalo {a, b} de IR.
Naturalmente, tyg € {a,b} e yo es un vector arbitrario de IR".
Entonces existe una tnica solucién maximal del problema, que
ademads estd definida en todo {a,b}.

Es una consecuencia inmediata del tltimo teorema. En este caso,

f(t,y)=A()y +b(1),
luego, para no importa qué norma vectorial y su correspondiente norma
matricial,

1£(t,y1) = £(8 y2)|l = [[AQ) (y1 = y2)|l < JAD ly1 = v
en la banda B = {a,b} x IR". La funcién
L(t) = [[A@®)]]

es continua en {a,b} (compuesta de t — A(t) y de A — ||A4||; la continui-
dad de esta tltima se deduce de 4.1.3), luego estamos en las hipdtesis del
teorema precedente vy podemos obtener la conclusién deseada.

4.5.29 Ejemplo. La propiedad anterior es especifica entre otros casos de
los sistemas y ecuaciones lineales (tendremos oportunidad de ver numerosos
ejemplos en capitulos posteriores), pero no es general. Sabemos ya que la
sencilla ecuacién (v. 1.1.18,1.2.9, 4.5.2, 4.5.7 y 4.5.21)

Y =y
no posee la misma propiedad de extension de las soluciones maximales a
todo IR. Sélo la solucién y(t) = 0 goza de esta extensién. Las restan-

tes crecen excesivamente deprisa en alguno de los extremos del intervalo
maximal.
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4.5.30 Ejercicios.

1 Idea constructiva de la prolongacién maximal. Sea f(¢,y) una funcién
f: IR"*' — IR" definida y continua en un abierto D de IR"*!. Consideremos el

problema de Cauchy
{ y' =1(t,y),

yv(to) =yo.

Para a,b > 0 se considera el rectangulo

Rap={(ty) [t =to[ <a,lly —yol[ < b},

y se considera la familia if de tales rectangulos contenidos en D. Pongamos

)

M,y = max |[|f(¢, ,
o=, max )]
para una norma vectorial arbitraria. Si Rqp € U, el teorema de Cauchy-Peano
(v. 4.3.7) asegura la existencia de una solucién del problema de Cauchy definida
en el intervalo [tg — rap,to + rap] con

. b
rab:mm(a,— )
’ Mas

P= Ssup Tap.
Ra p€U

Pondremos

a) Busquese un ejemplo en que el superior, r, no sea alcanzado, o sea, en el
que

(VRap EU) 1ap < 7.

Encuéntrese un R, € U de tal manera que
LT
Tg,p > MiN (5, 1) ;

la eleccién de R, ; de esta manera es lo que emplearemos como criterio de seleccién
para ir logrando el intervalo maximal de prolongacién. Nétese que este criterio no
garantiza un unico rectangulo, pero si un rectangulo conveniente.

b) Supongamos que y; : [f_1,t1] — IR"™ es una solucién del problema de
Cauchy. La aplicacién del teorema de Cauchy-Peano, con el proceso de seleccién
de que hemos hablado, a los puntos (t_1,41(t-1)) ¥y (f1,41({1)) nos lleva tras el
empalme de soluciones a una nueva solucién ys : [t_s,12] — IR" que prolonga la
precedente. Pruébese que, continuando de esta manera, obtenemos una sucesién
creciente de intervalos,

[t_1,t1] Cltoo,ta] C -  Clton,tn] T\

v soluciones cada vez mas extensas tales que la ‘reunion’ de dichas soluciones
constituye una solucién maximal de la ecuacién, solucién definida en el intervalo
(que es abierto)

UsZy[ton, tn] -
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2  Estidiense los puntos de unicidad local y global y los intervalos maximales
de las soluciones para la ecuacién

y/ — 3y2/3

de los ejemplos 4.3.9 y 4.5.8, pero definida sdlo en el abierto D = IR x {y |y < ¢}.
Naturalmente el estudio dependera de los valores de c.

3  Estidiense los puntos de unicidad local y global y los intervalos maximales
de las soluciones para la ecuacién

v =yl

definida en todo TRZ.

4  Estudiense los puntos de unicidad local y global y los intervalos maximales
de las soluciones para la ecuacién

v =1,
donde f(t,y) = f(y) es la funcién definida en todo TR* por

fy =4 Y7 st
v, ly[>1.

5 Sea f :IR — IR una funcién continua. Consideremos la ecuacién y' = f(y)
dada por una funcién que sélo depende de la segunda variable.

a) Supdngase que y : [a,b] = IR es una solucién. Pruébese entonces que, para
¢ > 0, la funcién

ve(t) = y(t +¢),
definida en [a — ¢, b — ¢], es también solucidn.

b) Supongamos ahora que (tg, yo) es un punto singular de la ecuacién (o sea,
un punto sin unicidad local). Pruébese que, entonces, todo (¢,y9) es un punto

singular, y que f(yo) = 0.

¢) Supongamos de nuevo que (tp,yo) es un punto singular de la ecuacién y
supongamos que yp es la dnica raiz de f en el intervalo [yo — 7, yo + r]. Pruébese
que

Yo+r Yo—¢€ 1
lim/ ——ds < 400, o que lim/ ——ds < +00.
€—0 Yyo+e |f(5)| e—=0 Yo—T |f(5)|

6  Se considera la funcién
f: IR xIR? —» IR?

1/3
(taylayZ) — (yl/

senys,0).
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a) Estidiese si es globalmente o localmente lipschitziana.

b) Calcilese el nimero de soluciones del problema de Cauchy

y' =1(t,y),
y(0)=(0,0).
7 Lo mismo que el problema anterior pero para la funcién

f: IR xIR? —» IR?

1/3
(taylayZ) — (yl/

cos ¥z ,0).

8 Se considera la ecuacion

ty t<y
/: t’ — bl )
¥y = f(t,y) {tz’ 1>y,

definida en todo TRZ.

a) Pruébese que existe una tinica solucién maximal pasando por cada punto y
calcilese su intervalo maximal de definicién.

b) Biisquese la solucién que verifica y(0) = 0.

¢) Describanse las restantes soluciones de la ecuacién.

9  Siendo f : IR? — IR una funcién continua, se considera el problema de Cauchy

{ v = f(t,y),

y(to) = yo .

a) Pruébese que, si y1(¢),y2(t) son dos soluciones del problema, y si, para
t # to
yi(t) <z <wa(ty),

entonces existe una solucién, z(t), del problema de Cauchy, definida en un intervalo
conteniendo a tg y t1, y tal que z(¢1) = 2.

b) Pruébese que, si el problema de Cauchy admite dos soluciones diferentes,
entonces admite una infinidad de soluciones diferentes.

10  Tras resolver la ecuacion
y/ _|_ yZ — 1_|_ t2

(véase el ejercicio 12 de la seccién 2.3), calciilese el intervalo maximal de definicién
de sus soluciones.
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11 ) Se considera la ecuacién definida en todo TR?
Y = Ply)t— P{t)y+1,
donde P es una funcién de clase C! en IR y con derivada acotada. Esttidiese el
nimero de soluciones que pasan por cada punto del plano y su intervalo maximal
de definicion.
b) Sabiendo que la ecuacién (de Riccati)
y/:y2t_t2y+1

admite un polinomio como solucién, calcilense todas sus soluciones y su intervalo
maximal de definicién.

12 Se considera la funcién signo

1, y>0,
Sg(y)Z{ -

-1 ) Y < 0 )
v la ecuacién diferencial
V) y| < tz ’
y=rflty =9 ¢ ol ,
20sg(y), |yl >1%,

definida en todo TRZ.
a) Calctilense las soluciones de la ecuacién.

b) Busquense las soluciones del problema de Cauchy

{y:fww,
y(l)y =1.

¢) Calcilense los puntos de unicidad local y de unicidad global de la ecuacién.

13  Calculese el intervalo maximal de definicidén de la solucién del problema de
Cauchy

yi = —4(y2)” + 212,

Yy = Y1 — 2y2,

yi(0)=1, w(0)=-1.
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4.6 Dependencia continua respecto de parame-
tros y condiciones iniciales.

4.6.1 Un modelo matemético, en particular una ecuacién diferencial, es
una representacién abstracta de un problema fisico. Al formular el modelo,
tenemos en cuenta los aspectos principales del problema, descartando los
secundarios. Asi podemos conseguir un resultado manejable. En los ca-
pitulos 1 y 3 hemos visto distintas ecuaciones que representan el mismo
problema con precisién diferente.

En los problemas de Cauchy se exigen condiciones iniciales que garan-
tizan una solucién tnica del problema. Estos datos iniciales provienen de
mediciones realizadas con uno u otro método pero siempre con una cierta
aproximacion. Ademas, cualquier método de almacenamiento de nimeros
utiliza sélamente una cantidad finita (posiblemente grande) de ellos. Esto
hace que, forzosamente, tengamos una pequena imprecision en los datos
iniciales. Otro tanto podemos pensar de la ecuacién.

Vamos a ver que pequenios cambios en los términos de una ecuacién o
en los datos iniciales ( de un problema de Cauchy), no producen en tiempo
finito mas que pequenos cambios en los resultados (las soluciones). Esto
garantiza la coherencia de la ecuacién como modelo matemético.

Si dos ecuaciones préximas, y que, por lo tanto, representan dos modelos
poco distorsionados de un mismo problema, tuviesen soluciones muy aleja-
das en tiempo finito, resultaria dificil decir cudl de ellas (si es que lo hace
alguna) pronostica correctamente el comportamiento futuro del problema.

Comenzamos dando una estimacién para la desviacién de soluciones de
ecuaciones proximas. Previamente, vamos a definir lo que entendemos por
solucion aproximada de una ecuacién.

4.6.2 Solucién e-aproximada. Sea D un abierto de IR"*!, f(¢,y) una
funcién f: D — IR™, y’ = £(t,y) la correspondiente ecuacién diferencial y
e > 0.

Decimos que la funcién y : I — IR", definida en un intervalo I de IR,
es una solucion e-aprorimada de la ecuaciéon y’ = f(t,y) cuando y es una
funcién continua en I, con derivada continua a trozos en I y, ademas, tal
que

ly'(t) = £(t,y ()] < ¢

en los puntos en que y es derivable. (La norma es cualquier norma de IR",
y lo serd en toda la seccién mientras no especifiquemos otra cosa.)
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4.6.3 PROPOSICION (separacién entre soluciones aproxima-
das)

Sea D un abierto de IR™'| f(t,y) una funcién continua
f: D — IR" ey = f(t,y) la correspondiente ecuacién dife-
rencial. Supongamos que f es lipschitziana en D con respecto
de la variable y, con constante de Lipschitz L.

Sean yq,y2 : I — IR" soluciones ¢; y ey-aproximadas de la
ecuacién. Fijemos ¢ty € I y pongamos y1 0 = yi(to) ¥ ¥2,0 =
ya(to) -

Entonces
_ €+ ¢ _
ly1(t) — y2(8)]] < |ly1,0 — 2.0l 10l + % (ellt=tol — 1),

para todo t € I.

Busquemos una inecuacién integral para ||y1(t) — y2(¢)||, de manera que
podamos aplicar la desigualdad de Gronwall. Tenemos

yi(6)=y2(t) = ¥ (1) —£(t, y1 (1) =y () +E (L, y2(0)) +E(t, y1(6) —£ (L, y2(1))
luego, integrando entre ¢o y ¢ para to < ¢ (siendo analogo el otro caso),

Y1(t) = ya(t) = yulto) — yalto) + [ [¥4(s) = £(s,y1()) ] ds

to

- [ T3406) ~ £ls.vate) s
+ t[f(& yi(s)) — f£(s,y2(s)) 1 ds.

to

Tomando normas y acotando, tenemos

I72(6) = ¥2(0)] < Iyro = 2ol + (a + )= t0)+ | L) = yaol ds.

Para la funcién
u(t) = [ly1(t) = y2(1)]]
tenemos entonces que

¢
w(t) <||ly10—y20l + (a1 +€)(t —to)+ | Lu(s)ds,

to
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y, aplicando la desigualdad de Gronwall en su versién de 4.4.14 para las
funciones ¢(t) = ||y1,0 — ¥2.0l| + (€1 + €2)(t — to) ¥ k(t) = L, obtenemos

u(t) < HYLO - }’270H + (61 + 62)(t _ to) T
t
+ [ Tlvrn = val + o+ )= ) L as
0

€+ € (eL(t_tO) )

= |ly1.0 — ¥l €207 + L

tras un sencillo desarrollo. Esto es, justamente, lo que pretendiamos de-
mostrar.

4.6.4 Podemos pensar en soluciones de ecuaciones diferenciales proximas
(que es lo que nos interesa) como en soluciones aproximadas de la misma
ecuacién, y aplicar la proposiciéon que acabamos de ver. Es lo que hacemos
ahora, anadiendo la posibilidad de que los valores iniciales no estén dados
en la misma abscisa.

4.6.5 PROPOSICION (separacién entre soluciones de ecuacio-
nes diferenciales préximas)

Sea D un abierto de IR"*! f(¢,y) y g(t,y) funciones continuas
f.g:D—>R"ey =f(t,y) ey =gl(t,y) las correspondientes
ecuaciones diferenciales. Supongamos que f es lipschitziana en
D con respecto de la variable y, con constante de Lipschitz L.

Sean yi1,y2 : I — IR™ soluciones respectivas de y' = f(t,y) e
y' =glt,y), verificando

yi(ti) = ¥y10 e ya(t2) = y20-
Denotemos por M el méximo
M = max|[g(t, y2(t))I]
donde J es el intervalo de extremos t1 y 9, y supongamos que

I£(, y2(t)) — gt y2(0) || < ¢

para todo t € I.
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Entonces
_ € _
Iy1(6)=y2 ()] < (Iyr0-yaoll+M [ti—to] yeH 014 (H 101 - 1)

para todo t € I.

En particular, cuando f = g, es decir, cuando y1(t) e y2(t) son
soluciones de la misma ecuacién, entonces

Iy1(t) = 2Ol < (Iy10 = y20ll + M|ty — ta] )e 111

para todo t € I.

La idea es considerar y, como una soluciéon aproximada de la ecuacién
y' =f(t,y). Como

ly2(t) = £(&, y20)|| < [ly2(t) — gt y2(0)ll + 8t ya(t) — £t y2(0) |

<
<€,
es solucion e-aproximada. Ademas

ly1.0 = y20ll + lly2(t2) — y2(t1)]]
ly1.0 = y20l + M [ta — ta],

ly1,0—y2(t1)]] <
<

y va s6lo tenemos que aplicar la desigualdad de la proposiciéon precedente.

4.6.6 Ecuacién dependiente de parametros. Tenemos ya la prepa-
racién suficiente para abordar la dependencia continua de las soluciones
respecto de los datos iniciales. Sin embargo atin nos falta un ingrediente.
Hemos visto que por razones de aproximacién del modelo, la expresién de
la ecuacién puede variar un poco. Lo que vamos a hacer es considerar una
variable que permite modificar esa expresion; es lo que se suele llamar un
parametro.
Consideremos ahora la familia de ecuaciones diferenciales

y' =ft,y,n,
dependientes de m pardmetros recogidos en un vector

po=(p1, 2y oo oy i) € IR™

Pondremos a veces fy,(t,y) = f(t,y, u). Supongamos que las f estan defi-
nidas en un abierto D de IR™™1™ y que, en él, son continuas y localmente
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lipschitzianas respecto de la variable y (o sea, para cada valor p, del pa-
rametro, la funcién fy (t,y) = f(¢,y, fo) es localmente lipschitziana).

Fijemos (to,yo, #9) € D. Representamos entonces por yi,y, u (t) el
valor en t de la unica solucién del problema de Cauchy

{ yl = fMO (tv Y) = f(t7 Y, /'I’O) )
y(to) = ¥o,

que estara definida en un intervalo maximal, que nosotros denotaremos por
Ito,yo,/,l,o- Podemos considerar Y(t7 to, Yo, /'I’O) = yt07y07N0 (t) como funcion
de todos sus argumentos en el conjunto

U Ly yo.puy X {to} X {yo} X {10} -
(tOvyOvlJ’O)eD

Nuestra intencién es concluir que el conjunto U Iy yo, . X {0} X {¥o} X {#0}
es abierto y que, en él, y es una aplicacién continua. La idea consiste en que,
gracias a la continuidad de la funcién f, las ecuaciones con fy,(¢,y) y con
fu(t,y) son préximas cuando p y ' lo son, pudiéndose aplicar entonces
la proposiciéon precedente.

Las conclusiones aparecen recogidas en el siguiente teorema cuya prueba
omitimos. Nos limitaremos tnicamente a dar su enunciado y el de va-
rias consecuencias, enviando al lector al libro de C. Martinez y M.A. Sanz
(IMARTINEZ/SANZ] cap. IV ) para una demostracién del mismo. Sin em-
bargo, su importancia es grande y el lector debe poner cuidado en conocerlo
v saberlo aplicar.

4.6.7 TEOREMA (de dependencia continua respecto de las con-
diciones iniciales y los parametros)

Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales
y' =f(t,y, 1),
dependientes de m parametros recogidos en un vector

po=(p1, fizy ooy fi) € IR™ .

f serd una funcién continua de las tres variables en un abierto
D de IR"™*™  En D la funcién f es localmente lipschitziana
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respecto de la variable y en el sentido siguiente: para p € IR™,
consideramos el abierto

Dyp={ty)|ty,nweD};
la funcién £y, (t,y) = f(t,y, 1) es localmente lipschitziana res-
pecto de y en Dy.

Denotemos por Y(t7 t07 Yo, /'I’O) = yt07y07N0 (t) el valor en ¢ de la
unica solucién del problema de Cauchy

{ yl = fMO (tv Y) = f(t7 Y, /'I’O) )
y(to) = ¥o,

que estard definida en un intervalo maximal, que nosotros de-
notaremos por Iy, y, . -

Sea U = U(1g,yo.pt,)eD Ttoryo.ps, X {to} X {yo} x {#o}. Entonces:

- U es un abierto, es decir, si yt,y, u, estd definida en
[a,b] C Iy, p,, entonces existe un & > 0 tal que si

[(t1 —to, ¥1 = Yo, #1 — Ho)l| < d la funcién y, y, u, estd
definida en todo [a, b];

-y : U — IR” es una aplicaciéon continua, es decir, si t €
Ity yo.1,+ €ntonces, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que,
si

[ —t,ti—to, y1— Yo, k1 — M)l <&,

se tiene

HY(t/7t17YI7N’1) - Y(t7t07y07M0)H <E€.

4.6.8 Ejemplo. El problema de Cauchy

{ y'=p,

y(to) =vo, ¥'(to) = 4o,

se puede tranformar con el cambio y; = ¥, y2 = y’, en el problema de
Cauchy vectorial de primer orden

yi = Y2,
Yz = by
yi(to) = 4o, wy2(to) =yg,
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con solucién (yesy = (y1,y2) )

tz'u ! t%:u /
— 41 — 1 T
y (L, to, (Yo, y5), 1) = 2 + t(yo — top) + 5~ Yolo + Yo

9

L+ yp — top

que esté definida en U = IR®. Obsérvese que, para ¢ suficientemente grande,

HY(t7 i, (y0,17 yé,l)v :ul) - Y(t7 to, (y0707 yé,O)? luo) HOO =
/2
=~ 5(#1 — fio) + t(yé,l - 96,0 — i + tofio)

cuando los coeficientes de este polinomio no se anulan, y que las soluciones
se separan mucho aunque inicialmente estén proximas.
— _ / / _ .
Cuando py = po = p e Yo 1 — Yoo = p(t1 — to), entonces las soluciones
se mantienen a distancia constante. Se trata de soluciones trasladadas una
de la otra que tienen, en cada instante de tiempo, igual velocidad.

4.6.9 Ejemplo. Para la ecuacién
v =y,

que ya hemos visto en los ejemplos 1.1.18, 1.2.9,4.5.2, 4.5.7,4.5.21 y 4.5.29,
v en la que no introducimos parametros, tenemos que

1

y() = —

es la solucion general, luego que, para € > 0 la solucién es

y(t,0,€) = T et

solucion definida en (—oo, 1/€). Por otra parte, la solucién que pasa por
(0,0) es
y(t,0,0)=0.

Por tanto, aunque € sea proximo a 0, las soluciones se alejan indefinidamente
cuando t se acerca por la izquierda a 1/e¢, y la primera de ellas no estd
definida cuando t sobrepasa 1/e. Como se ve, el teorema garantiza que
las soluciones de problemas de Cauchy préximos pueden definirse en los
mismos intervalos y van a permanecer préximas, pero todo ello en tiempo
finito.
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4.6.10 Vamos a utilizar en lo que sigue una consecuencia inmediata del
anterior teorema.

COROLARIO

Supongamos, en las condiciones del teorema precedente, que

[a, 0] x {to} x {yo} x {mo} C U.

Entonces,
[a,0) x {1} x {y1} x {m,} CU

para (t1,y1, 1) en un entorno de (tg,yo, ptg) v, ademas,

(t1,y1.0,)—(t0.Yo.tbg) t17Y17N1( ) 7507)’07110( )

para todo ¢ € [a, b].

Basta aplicar el teorema considerando que, para cada t fijo, y (¢, to, yo, o)
es una funcién continua de las variables (¢o,yo, tg)-

4.6.11  En Célculo Infinitesimal se han estudiado y empleado métodos de
comparacién para deducir convergencia o divergencia de series e integrales.
Se han repetido estos métodos al estudiar sucesiones y series de funciones.
Tal vez el mas famoso sea (por recordar alguno) el criterio M de Weierstrass
que permite deducir la convergencia absoluta y uniforme de una serie de
funciones mediante su comparacién con una serie convergente de términos
positivos. Hemos empleado este criterio en 4.4.16, al probar el teorema de
Picard-Lindel&f.

Pues bien, vamos a tener resultados parecidos para comparar el tamaro
de las soluciones de ecuaciones diferenciales, basdndonos en el tamaino de
las propias ecuaciones.

4.6.12 LEMA

Sea D un abierto de IR?, f(t,y) con f: D — IR una aplicacién
continua e y : [a,b] — IR una solucién de la ecuacién

y' = f(ty)

definida en el intervalo [a, b] y con grafico contenido en D. Su-
pondremos ademds que f es localmente lipschitziana respecto
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de y en algin abierto (posiblemente no todo D) conteniendo los
puntos de la gréfica de y(t), que es

Gr=A{(ty®)|telab]}.

Supongamos que z : [a,b] — IR es una funcién de clase C!, con
grafica contenida en D y tal que

z(a) < y(a)
y que, para t € [a,b],
2(0) < S 2(0)
Entonces, para todo ¢ € [a, b],

z(t) <y(t).

Denotemos por D’ un abierto conteniendo Gr y en el que f es localmente
lipschitziana. Aplicando el teorema de continuidad (v. 4.6.7) al problema

{ v = f(t,ve) = f(tv) +e,
v(a) =y(a),

con ¢ > 0, en el abierto D', resulta que, para ¢ suficientemente pequerno, la
solucién y, de dicho problema estd definida en [a, b], con su grafica contenida
en D'. Sea ¢ fijo uno de esos valores. Consideremos los puntos ¢’ para los
que
(€ [a,t]) =(t) < yo(t).

Entre tales puntos estd al menos a. Consideremos, ademds, el extremo
superior, tg, de tales puntos.

Supongamos que fuese ¢t < b. En ese caso, z(t) < y.(t) parat <ty y, a
la derecha de tg, existirian puntos arbitrariamente préximos a tg en los que
z(t) > y.(t). Entonces, por un lado, z(to) = y.(to0), y por otro,

Z(to) < f(to, z(ta)) = f(to, ye(to)) < f(to, ye(to)) + € = y.(to) -

La funcién z(t) — y.(t) es decreciente en to y vale 0 en dicho punto, luego
a la derecha de tg z(t) — y.(t) < 0, o sea,

2(t) < ye(t),

lo que contradice la eleccién de tg.

Por lo tanto, tg = b, lo que implica que en el intervalo [a, b] las y. (t) veri-
fican z(t) < y,(t). Finalmente, y.(¢) converge en [a, b] hacia y(t) (v. 4.6.10),
luego de la desigualdad z(t) < y.(¢) se deduce z(t) < y(¢) en [a, b].
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4.6.13 Ahora son bastante inmediatos dos teoremas de comparacion.

TEOREMA (de comparacién entre dos ecuaciones escalares)

Sea D un abierto de IR?, f(t,y) v g(t,y) funciones continuas
frg: D —=1Rey = f(t,y) e y = g(t,y) las correspondientes
ecuaciones diferenciales. Supongamos que una de las dos fun-
ciones, f 6 g, es localmente lipschitziana en D con respecto de
la variable .

Sean y, z : [a,b] — IR soluciones respectivas de y' = f(t,y) e
y' = ¢g(t,y). Supongamos que se verifica

g(t,y) < f(t,y)

en D,y que
Entonces,

para todo ¢ € [a, b].

Supondremos primero que f es localmente lipschitziana. Todo consiste en
utilizar el lema precedente, teniendo en cuenta que ahora

Z(t) =gt 2(1) < f(t, 2(1))

en [a, b], que es la hipdtesis que faltaba.

El caso en que g es localmente lipschitziana se prueba de forma similar.
También se puede deducir del caso anterior, como vamos a ver a continua-
cién. Consideremos el abierto simétrico de D

Dy ={(t;=y) [ (t,y) € D},

y las funciones f;, g1 : D1 — IR dadas por

filt,y) = —f(t,—y), gt y) = —g(t,~y).

Entonces, y1(t) = —y(t) y z1(t) = —=z(¢) son soluciones de las ecuaciones

yi(t) = —y'(t) = =f(t,y(1) = fi(t, 5 (1))

21(1) = =2(1) = —g(t, 2(1) = g1 (1, 21(1)) ;
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ademas
fl(tvy) S gl(tvy) 3

g1(t,y) es localmente lipschitziana e

Por lo tanto, para t € [a, b],

yi(t) < z1(t)

z(t) <y(t).

4.6.14 Como venimos indicando repetidamente, se puede enunciar un
resultado similar para un intervalo de la forma [b, a], a la izquierda de a.
Suponemos que

g(t,y) < f(t,y)

y que f 6 g es localmente lipschitziana. Si

se tiene entonces que

en [b, al.
Finalmente, si

g(t,y) < flt,y),

f 6 g es localmente lipschitziana, y si

entonces

a la izquierda de a y

a su derecha.
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4.6.15 TEOREMA (de comparacién entre una ecuacién vecto-
rial y otra escalar)

Sea D un abierto de IR"™' g(¢,y) una funcién continua en
D,g:D — IR"y 7z = g(tz) la correspondiente ecuacién
diferencial. Sea z : [a,b] — IR™ una solucién de dicha ecuacion.

Sea f :[a,b] X [0,+00) — [0,+00) una funcién continua y lo-
calmente lipschitziana en la semibanda en la que esta definida,
y' = f(t,y) la correspondiente ecuacién e y : [a,b] — [0, +00)
una solucién de dicha ecuacion.

Supongamos que

I8(t,2)[l2 < f(t,||z]|2)

para todo (¢,z) € D y que

lz(a)l2 < y(a)

(empleamos aqui la norma || ||z de IR™). Entonces,

12(0)]2 < y(2)

para todo ¢ € [a, b].

La funcién f no esta definida en un abierto, pero la geometria sencilla del
recinto en el que esta definida hace que el lema precedente pueda igualmente
aplicarse. También tenemos como alternativa el buscar una extensién con-
tinua y localmente lipschitziana de f, primero a la banda [a,b] X R y luego
a todo IR? de la misma manera que lo hicimos en 4.5.26. De cualquier ma-
nera, lo que importa es la solucién y(t), y esa sélo toma valores positivos.

La principal dificultad a la que vamos a enfrentarnos es que la funcion
|z(¢)]|2 no es derivable donde z(t) se anula. Vamos a salvarla comparando
las funciones u(t) = ||z(¢)|]3 v v(¢) = y*(t), lo que, de cara al resultado es
lo mismo. En primer lugar, tenemos que

(1) = 29(05/(0) = 200 y(0) = 24/ol0) £ (1/o0))

La funcién f(t,v) = 2/v(t) f(t,/v(t)) es continua y localmente lipschit-
ziana en [a, b] x (0,+00), pero también en todo IR x (0, +o0) con el proceso
de prolongacién de que antes hemos hablado. Por otra parte,

u(t) = (=2(t) | 2(t)) = [=2(t)]'2(t),
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luego, utilizando la desigualdad de Schwarz,

w'(t) = [Z'(t)]'z

[(t,2(1)

2|g(t,z(t))l2]|2

2 f(t,[lz(t)]l2) [|=
Ft u(t)) .

B+ [z2(t)]'2' (1)
I'z(t) + [2(t) ' g(t, 2(t))
(Ol

(Ol

IN A IA

Ademas,
u(a) = |[z(a)][3 < y*(a) = v(a).

Casi podemos aplicar el lema 4.6.12. Si no podemos hacerlo es porque f
no es necesariamente lipschitziana en los puntos de la forma (¢,0). Para
terminar, daremos un pequeno rodeo.

Si y(a) > 0, entonces v(a) > 0y, como la derivada verifica

o'(t) = f(t,0(t) > 0

resulta que v(t) > 0 para todo ¢t € [a,b]. Podemos entonces aplicar el lema
al abierto IR? y al subabierto IR x (0, +00) a los que se prolonga f desde
[a,b] X (0,400) y obtener la conclusién.

Si ||z(a)]|2 = y(a) = 0, entonces consideramos las soluciones y,(t) de

(lo que ahora varfa es la ordenada inicial €¢). Como la solucién y(t) con
y(a) = 0 estaba definida en [a, b], entonces las soluciones de nuestros pro-
blemas estardn también definidas, para € suficientemente pequeino, en [a, b].
Por otra parte, verificaran (como antes) que

l2()ll2 < ye ()

para todo t € [a, b]; finalmente, tomando limites cuando € — 0 (v. 4.6.10)
obtenemos

12(0)]2 < y(2)

para todo t € [a, b], que es en este caso la conclusién que estdbamos bus-
cando.
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4.6.16 Ejemplo. Podemos aproximar la solucién z(¢) del problema de
Cauchy

y' =tseny®, tcl0,1],
y(0)=0.1,

(desconocida) comparandola con la del problema de Cauchy

v =ty*, telo,1],
y(0)=0.1,
que nos es conocida, y es
2
20—t
En [0, 1] la solucién z(t) es creciente, pues tiene derivada positiva. Ademas,
"(t) <1, luego

I\

z(t) < z(0)+t < 1.1
en una primera aproximacién. Tenemos pues que la gréfica de z(t) perma-
nece en el rectdngulo [0, 1] x [0.1,1.1]. Pero ain hay més, como en el primer
cuadrante se tiene que
t sen y2 < ty2 ,

resulta, aplicando el teorema 4.6.13, que

2 2

< —.
20—12 — 19
La grafica de z(t) permanece en el rectangulo [0, 1] x [0.1,2/19]. Hay ahora
dos posibilidades de aplicacién de la proposicién 4.6.5. La mejor se obtiene
tomando en la proposicién f(t,y) = tseny?, y1(t) = z(¢), g(t,y) = ty? e
y2(t) = 2/(20 — t*). f es lipschitziana en el dltimo rectdngulo citado, con
constante de Lipschitz que podemos tomar como
2
L = sup M = sup 2tycosy2 < iCos (2) = 0.2105.
(t.y)ER dy (t.y)ER 19 19

0.1 <z(t) <

Por otra parte, tenemos que

[F(t92(1) = 9(t, 92(1)]

t (92(?)2 = sen(yz(ﬁ))Q]
< (5) —s= (55)
= 0.2267 - 1076.

Por consiguiente, sabemos que en el intervalo [0, 1],

2 0.2267 - 10~°
z(t) — <
20 — ¢2 0.2105

(eo~2105’f - 1) <0.2523 - 1076
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4.6.17 Ejercicios.

1  Obténgase una acotacién en el intervalo [0, 1] para la diferencia |y (t) — y2(?)|
entre las soluciones de los problemas

{y/:t(l—cosy), y="2
y(0) =0.1, y(0) =0.1.

2  Sabemos ya de la seccién 1.5 que el péndulo de modelo
' +senz =0
se aproxima bien, para valores pequetios de z(t), por la ecuacién maés sencilla
' +r=0.

Obténgase una estimacién de la distancia de las soluciones respectivas de ambas
soluciones y de la condicién inicial

z(0)=0.1, 2(0)=0.

3 Siendo a(t) una funcién continua y n un nimero natural impar, se considera
la ecuacién

Y =at)—y".
Pruébese que todas sus soluciones se pueden prolongar por la derecha hasta +oo.
Pruébese que ello no es asi cuando n es par.

4 a) Sean y1(f) e y2(t) soluciones respectivas (maximales) de los problemas de

Cauchy
y/:1+y2/3’ . y/:1+y2/3’

Pruébese que y1(t) e y2(t) estdn definidas en toda IR y estidiese el comportamiento
de |y1(t) — y2(1)| cuando t = +o0.

b) Hégase el mismo estudio, pero siendo la ecuacién

;L 1
V=
5  Se considera la ecuacion
y/ — 1_|_ t2 4 yz )

a) Pruébese que ninguna solucién de la ecuacién estd definida en toda IR.
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b) Demuéstrese que la longitud del intervalo maximal de definicién de la solu-
cién de
y=1+407,
y(to) = yo

tiende a 0 cuando ¢, tiende a +oo.

6  Pruébese que el intervalo maximal por la derecha para el problema de Cauchy

Yy = y1 + yasenyy,
vh =11 + ya2cosyr,
y1(0) =92(0) =1,

es todo [0, +00).

7  Se considera la familia de ecuaciones diferenciales
y =2pte?,

y, para cada valor de p, sea ¥, o u(t) = y(t,t0, %0, i) la solucién de la ecuacién
que vale yp en tg.

a) Siendo U el abierto reunién de intervalos maximales del teorema 4.6.7,
abierto en el que estd definida y(¢, to, yo, p), calctilese U en este caso.

b) Pruébese que y(t,%0, yo, ¢t) es localmente lipschitziana respecto de las varia-
bles tg, yo y i, pero que no es globalmente lipschitziana en U respecto de ninguna
de ellas.

¢) Denotemos por Iy, y,.., como siempre, el intervalo maximal de la solucién
Yto,yo,u(t). Compruébese que, para todo yo y todo p, se tiene Iy, , = IR.

d) Consideremos ahora el problema con t; # 0. Demuéstrese que existe
p*(to,yo) > 0 tal que I, 4, = IR siy sélo si |u| < p*(to,yo). Pruébese que
los extremos del intervalo maximal de definicién no varian de forma continua res-
pecto de las variables 1y, yo v p.

4.7 Derivabilidad respecto de condiciones inicia-
les y parametros.

4.7.1 Hemos visto en la seccién anterior que, cuando f(¢,y, ) es con-
tinua y localmente lipschitziana respecto de y, entonces y(¢,to, yo, i) es
también continua. Cuando f admite derivadas parciales continuas esto si-
gue siendo cierto, pero, ademas, la funcién y(¢, o, yo, #t) admite derivadas
parciales continuas respecto de todos sus argumentos. Mejora pues la de-
pendencia de las soluciones con respecto de las condiciones iniciales y de
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los parametros. Ademads de ser un comentario académico, esto va a per-
mitirnos introducir las técnicas del calculo diferencial en los problemas en
que datos iniciales y parametros estén implicados.

Las conclusiones estan recogidas en dos teoremas cuyas demostraciones
no incluimos (como ya hicimos con el teorema de la dependencia continua)
para mantener el nivel del libro en términos adecuados. El lector que
quiera ver las demostraciones puede acudir a los libros de M. de Guzman
([GUZMAN] cap. 4) o de C. Martinez y M.A. Sanz ( [MARTINEZ/SANZ]
cap. IV), donde estan expuestas. Cabe repetir aqui la recomendacién que
va hicimos en 4.6.6.

4.7.2 TEOREMA (de derivabilidad respecto de las condiciones
iniciales)

Consideremos la ecuacion diferencial
y' =f(t,y),

donde f es una funcién continua en un abierto D de IR™*!. Su-
pongamos ademdas que existen para f todas las derivadas par-

ciales
0 f;

dy;’
y que son continuas. Consideremos como en el teorema 4.6.7
la funcién y(t,to,yo0), y el abierto U en el que estd definida.
Entonces, la funcién y : U — IR™ es de clase C!, es decir, admite
derivadas parciales continuas respecto de todas las variables.

L) =1,2,...,n,

4.7.3 TEOREMA (de derivabilidad respecto de las condiciones
iniciales y de los parametros)

Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales

y =f(t,y,n),

donde f es una funcién continua en un abierto D de IR"THm,
Supongamos ademads que existen para f todas las derivadas par-
ciales

afi  0fi
dy; " Ouy’

ivj:1727---7n7 k:1727...7m7
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y que son continuas. Consideremos como en el teorema 4.6.7
la funcién y (¢, to, yo, pt), v el abierto U en el que esta definida.
Entonces, la funcién y : U — IR™ es de clase C!, es decir, admite
derivadas parciales continuas respecto de todas las variables.

4.7.4 La dificultad en la demostracion de ambos teoremas estd en el

calculo del limite del cociente incremental que define cada derivada parcial.

Sin embargo, no es dificil pronosticar cudles van a ser los resultados.
Consideremos la ecuacién diferencial

y =f(t,y),

donde f es una funcién continua con derivadas parciales continuas. Con-
sideremos como en el teorema 4.6.7 la funcién y(t,to, ¥0) = Yo,yo (t), v €l
abierto U en el que estd definida. Podemos decir que

dy (t,to0, yo
% = f(t7 Y(t7 lo, YO)) )
con
¥y (to, to, ¥0) = Yo,
por la propia definiciéon de la funcién y.
De més interés resulta comprobar que las otras derivadas parciales (res-
pecto de tg y respecto de cada y;) estan asociadas a la ecuacién vectorial

7z = <8f(t7 Y(t7 to, yo))) e 8f2(t7 Y(t7 lo, yo))
Jy B dy;

que se conoce como ecuacion variacional lineal.
En efecto, denotemos, para datos iniciales (tg,yo) fijos, la funcién

dy (t,to,y
Z(t) — 7( 8t2 0) ,

definida en el intervalo Iy, y, y con llegada en IR™. Entonces esta funcion
es solucién del problema de Cauchy

7z — lafl(t7 Y(t7 t07 YO))
dy;

z(to) = —f(to, yo) -
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En efecto, aplicando la regla de la cadena,

/ 9 [0yt to,yo)
z() = ot ( Jto )
_ i(a}’(tvt&}’O))
Jdtg ot
_ Of(t,y(t,to,y0))
Jto
_ Of(t,y(t, to,y0))
dy

z(t)

(o sea, z(t) es solucién de la ecuacién variacional). Por otra parte, la funcién
h(to) =y (to, %0, ¥o0)

es constante (= yq ), luego

0 = h'(to)
_ dy (to, to, ¥o) | 9y (lo,lo; ¥o)
ot Jto
= f(to, y(to, 0, yo)) + z(to)
= f(to,yo) + z(to) ,

v obtenemos la condicién inicial.
Denotemos ahora por Z(t) la funcién matricial (en este caso n x n)

8y2 (tv t07 YO)
I,

Z(t) = 337(2;(: yo) _ l

(funcién con llegada en IR™*" y considerada con g e yq fijos en el intervalo
Iiyy, ). Entonces esta funcién es solucién del problema de Cauchy

.Z7

7 — lafl(t7 Y(t7 t07 YO))
dy;

Z(to) = I,

En efecto, se obtiene ahora intercambiando /0t con d/0yq y aplicando la
regla de la cadena,

8f(t7 Y(tv tOv YO))

7)==

Z(t)
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0 sea, la ecuacién variacional. Por otro lado, la funcién

h(yo) = y (o, to, yo) = yo
es ahora la identidad, luego

811(}’0) 8Y(t07 t07 YO)
e = = Z t 3
dyo dyo (fo)

L,
que es la condicién inicial.

4.7.5  Con las notaciones que venimos utilizando se verifica que

Oy(tto,yo) _  Oy(tito¥o)
8t0 8}’0

(to,Yo) -

En efecto, basta comprobar que la funcién de ¢ que aparece en el segundo
miembro es soluciéon del mismo problema de Cauchy del que es solucién la
funcién de t del primer miembro.

4.7.6 Finalmente, consideremos la ecuacion diferencial

y =f(t,y,n),

dependiemte ahora del pardmetro p € IR™ y donde f es de nuevo una
funcién continua con derivadas parciales continuas. Consideremos como en
el teorema 4.6.7 la funcién y(t,to, yo, #) = Yio,y0,u(t), v €l abierto U en el
que esta definida. Las ecuaciones para las anteriores derivadas parciales se
convierten ahora en

r [8fi(t7}’(t7t07}’07/i)7ﬂ)
7z = ‘7z,
dy;
Z(to) = _f(t07yo7l'l’)
y
.Z7

7! — 8f2 (tv Y(t7 t07 Yo, N’)7 /'I’)
dy;

Z(to) = I,.

Denotemos ahora por Z(t) la funcién matricial n X m ( o sea, de n filas
y m columnas)

Z(t) =

8Y(t7 t07 Yo, l’l’) _ |:8y2 (tv t07 Yo, /’l’):|
op Dk
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(funcién con llegada en IR™*™ y considerada con tg, yo v p fijos en el inter-
valo Iy, y, p ). Entonces esta funcién es solucién del problema de Cauchy

_ | 0filty (¢ to Yo, 1), 1)

VA . Z_I_ |:8fi(t7Y(t7t07YO7/'l’)7N’)
dy;

Opig

Z(to) — Onxm .

En efecto, una vez mas, el intercambio de 9/90t con d/dp y la aplicacién
de la regla de la cadena nos lleva a

Z/(t) _ 8f(t7 Y(t7 t07 Yo, M)? l'l’) A + 8f(t7 Y(b t07 Yo, I'l’)7 IJ/) ‘

Jy ou

Ademas, la funcién
h(p) =y (to, to, yo, 1)

es constante (= yq ), luego

_ Oh(p)  OJy(to,to,yo, 1)
Onym = 811/ - 8/1 N Z(tO) 7

que es la condicién inicial impuesta.
Noétese que la ecuacién variacional que aparece aqui es no homogénea.

4.7.7 Como se ve, la ecuacidn variacional lineal interviene para todas
las derivadas parciales consideradas, si bien con diferentes tamanos de la
funcién incégnita y, a veces, no homogénea.

Estas férmulas no son obvias ahora, pero nos resultardn mas asequibles
tras los capitulos dedicados al estudio de los sistemas diferenciales lineales.
Su importancia radica sobre todo en que es posible averiguar el compor-
tamiento de las diferentes derivadas parciales en puntos (¢, %, yo, p) de la
solucion y(t,to, yo, i), sin saber lo que ocurre para valores de tg, de yo y
de p fuera de los que interesan. Su inconveniente es que hace falta conocer
en cualquier caso el comportamiento de la solucién y (¢, to,yo, i) para los
distintos valores de ¢ en el intervalo Iy, y, 4 ¥, posteriormente, resolver una
ecuacién diferencial lineal, lo que no siempre es posible.

4.7.8 Ejemplo. Para

v =@-1{t+y%)
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la funcién y(t) =1 es solucién. O sea, sabemos que
y(t7 t07 1) =1

para todo t,tg. Ademas,

OF 3422y +1,
dy

luego,
8f(t7 y(tv t07 1)) _ 8f(t7 1)
dy Oy

Por lo tanto, la ecuacién variacional es

=14t.

=1+
Ya sabemos resolverla; su solucién es
z(t) = celH0?/2,
La solucién de la ecuacion variacional homogénea con

2(to) = — f(to, 1) = 0

es
z2(t) =0
Por lo tanto,
8y(t7 t07 1) J— 0
Jto B
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para todo t, tg, como también podiamos haber visto derivando directamente

la férmula de las soluciones que ya conocemos.
La solucién con
Z(to) =1

es
2(t) = e(t2+2t—tg—2t0)/2 )

O sea,
dy(t, to, 1) — (P+2t—13—2t0)/2
Yo

9

y esto no podia averiguarse inicamente con la férmula de las soluciones que

conociamos.
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4.7.9 Ejemplo. Para el sistema

P =2(1—-2)+y,
v =y(l-y),

sabemos que

es solucién. O sea, sabemos que
v(t, to, (0,0)) = (0,0)

para todo t, tg.
Ademis

of | 1-22 1
ov 0 1—2y |’

luego

- 0 1

of(t,to,v(t,to,(0,0))  Of(t,0,(0,0)) |1 1
ov N ov N ’

En consecuencia, la ecuacién variacional es

z’—llz
B I I O

La solucién general de dicha ecuacién (para vectores de tamano 2 ) es

(1) = et tet a | | cae Fepte
2= ¢ co | cq €l

Para la condicidon inicial

z(to) = —f(to, (0,0)) = (0,0),,

obtenemos la solucién z(t) = (0,0), luego

dv(t, to, (0,0)) [0
dto o

De nuevo podiamos haber obtenido esta misma conclusiéon derivando la
féormula de v(t, tg, (0,0)). Esto no puede hacerse, con nuestros conocimien-
tos, para la derivada 0v(t,to, (0,0))/0yo, derivada que vamos a obtener
mediante la ecuacién variacional.
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La solucidon de

es

luego

Ov(t,to,(0,0)) | el=fo (t —tg)e'~
dyo '

4.7.10 Ejercicios.
1 Considérese la ecuacion lineal
y+y=p.

Denotemos por y(t, 1o, yo, p) €l valor en ¢ de la solucién de dicha ecuacién que pasa
por (to, Yo).

a) Calciilense las derivadas

dy Oy dy
oty Oy g
sin calcular explicitamente las soluciones de la ecuacién.
b) Compruébese el resultado, calculando ahora de forma explicita la solucién

y(tath yOa/'L)'

2 Se considera en [0, +00) la ecuacién
Y =ntty’. (4.6)

a) Fijese un valor concreto, g, del pardmetro para el que el que se pueda
resolver elementalmente la ecuacién (4.6). Obténganse, en este caso, todas las
soluciones.

b) Pruébese que, para todo « € IR, el problema
I 2 _
y=p+ty’,  y(0)=a

admite una tnica solucién. Supondremos fijado «, y denotaremos por y(t, u) el
valor en ¢ de la solucién del precedente problema de Cauchy.
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¢) Calcilese el valor
Ay(t, po)
Ip
de la segunda derivada parcial de y(¢, ) en un punto (¢, ug) con t arbitrario (uo
es el valor de antes).

d) Pruébese que no puede existir una constante M para la que se verifique

ly(t, 1) — y(t, po)| < M | — pol

para todo valor de .

3 Se considera la ecuacion
!
y =f(y),

definida por una funcién f : D — IR™ (que no depende méas que de la segunda
variable) en un abierto D de IR"™!. Supondremos que f es de clase C'. Sea

yo=(Y01,%02---,Y0.n) €D tal que f(yq) # 0.

a) Denotemos, como siempre, por y(t,%o,yo) la solucién de la ecuacién que
vale yg en ty. Sea fi la primera componente de f. Supongamos que fi(yo) 0y
sea yi = (Yo2,..-,Y%n) € IR"~! el punto yo del que se ha suprimido la primera
coordenada. Se considera la funcién, definida en un entorno de (0,yf) € IR" y con
llegada en IR", dada por

SI(ta Ya, ..., yn) = y(ta Oa yO,la Ya, ..., yn) .

Compruébese que
¥(0,¥5) = yo
y que
9y (0,y5)
I, y2, -, Yn)
b) Dedizcase entonces que existen un entorno, U, de (0,y{) y un entorno, V,

de yo que son difeomorfos (o sea, que existe entre ellos una aplicacién biyectiva
tal que ella y su inversa son de clase C!).

det #0.

¢) Pruébese que el cambio de variable

y =y(z)

transforma la ecuacion inicial en



