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Proélogo.

El texto del libro forma parte de un curso de Algebra lineal que se ha venido
impartiendo repetidamente en la E.T.S. de Ingenieros Industriales de Valladolid.
Dada para esta materia la condicién de habitual en los cursos de las Escuelas
de Ingenieros y en las Facultades de Ciencias, su contenido no necesita apenas
explicaciones. Se incluye todo lo que es méas habitual.

Buena parte del texto sigue siendo comiin con el de las primeras versiones, y
por ello merece la pena transcribir sin cambios algunos parrafos de los anteriores
proélogos.

La exposicion, dirigida fundamentalmente a estudiantes de carreras técnicas,
trata no obstante de ser digna y rigurosa. Hay demostraciones dificiles o poco
interesantes que tal vez no deban hacerse en clase, pero es conveniente que el
alumno disponga de ellas en el texto que utilice. Sin embargo, no hemos incluido
demostraciones en dos circunstancias: las demostraciones que superan el nivel y
objeto de este libro (ahora practicamente ninguna) y las que consideramos muy
sencillas. La mayor parte de estas tltimas se proponen luego total o parcialmente
como ejercicios.

Junto a los numerosos ejemplos que figuran en el texto hemos incluido 562 ejer-
cicios y 95 problemas de repaso; al final del libro figuran las soluciones numeéricas
de los mismos. Algun ejercicio se repite total o parcialmente cuando posee interés
en varios lugares.

La materia del libro, propiamente dicha, comienza en el capitulo 2. El primero
se reserva a un repaso rapido de las nociones previas que se suponen conocidas.
Algunos autores colocan este tipo de temas en uno o varios apéndices; pero su
caricter de conocimientos previos aconseja que se encuentren antes que el resto de
los temas. Al exponer la teoria elemental de conjuntos hemos optado por el punto
de vista intuitivo, pero hemos evitado las explicaciones y ejemplos infantiles que
conducen con frecuencia a graves errores.

Siempre que nos ha sido posible hemos recurrido a los razonamientos generales,
validos para espacios de dimension cualquiera. No obstante, no hemos hecho el
estudio de las bases en el caso de dimension infinita. No podemos suponer en un
alumno de primer curso los suficientes conocimientos de teoria de conjuntos como
para resolver esta cuestion. Ademés, en el tratamiento de las bases, nos interesa
de manera esencial el caracter de base ordenada, caracter que se pierde en el caso
general (no numerable). A quien asimile bien el caso de dimension finita no le sera
dificil comprender més adelante el otro; algo de esto hemos intentado sugerir en
los ejercicios.
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X Proélogo

Las brevisimas notas biograficas, que incluimos a pie de pagina cada vez que
interviene un nombre propio en el texto, pretenden sencillamente hacer comprender
que las ideas que se exponen son en buena parte bastante antiguas, y que su
forma actual proviene del trabajo de los mateméaticos de muchas generaciones.
Casi todas han sido extraidas del indice histérico del libro ‘Abrégé d’histoire des
mathématiques’, redactado bajo la direcciéon de Jean Dieudonné y publicado por
la editorial francesa Hermann.

Algunos de los ejemplos y ejercicios me han sido sugeridos por mis compaifie-
ros y amigos Isabel Martin y Manuel Nunez. El estilo de la redaccion definitiva
debe mucho a los desvelos de Emilio Benito, que ha conseguido eliminar buena
parte de la ‘jerga matematica’ con la que habitualmente suplimos el correcto cas-
tellano. No quiero terminar sin agradecer los desvelos de la editorial McGraw-Hill
en la promocién y cuidado de este libro. A todos cuantos de alguna manera han
participado en la confeccion del libro, gracias.

El autor agradece cuantas sugerencias le sean enviadas con objeto de mejorar
el texto. Toda correspondencia con el autor puede dirigirse bien a McGraw-Hill,
bien directamente a la E.T.S. de Ingenieros Industriales de Valladolid.

Valladolid, 10 de noviembre de 2006 EL AuTtor



Notas para el lector.

El libro se estructura en capitulos (del 1 al 8); cada capitulo, en secciones que
llevan asignados dos ntmeros, el primero de los cuales es el del capitulo al que
pertenecen; una secciéon se divide en apartados; de los tres ntimeros que asignamos
a cada apartado, los dos primeros son los de la secciéon en la que se encuadra.

A partir del segundo capitulo, el ultimo apartado de cada seccion se reserva a los
ejercicios. Cuando se cita un ejercicio se hace siempre haciendo constar su nimero
de orden y la secciéon a la que pertenece.

Las citas del tipo (véase 3.1.6) o (v. 3.1.6) se refieren a resultados anteriores que
se utilizan en el texto. Se usan preferentemente cuando los resultados a que se
refieren son algo lejanos. El ntimero de citas disminuye a medida que avanza el
texto ya que, poco a poco, el lector ird conservando en la memoria los resultados
mas importantes.

Los resultados que aparecen enmarcados por dos lineas llevan delante el titulo de
TEOREMA, PROPOSICION, COROLARIO o LEMA; todos ellos son teoremas.
La razon por la que les asignamos diferentes titulos es dar una idea de su impor-
tancia y de su utilidad. En general hemos reservado el nombre de teorema para los
que consideramos méas importantes. Un corolario es un teorema que es consecuen-
cia inmediata de otro que le precede. Un lema es un teorema cuya importancia
reside, mas que en si mismo, en su utilizacién para probar un resultado que sigue
a continuacion.

La mayor parte de los resultados no aparecen enmarcados. Esto se debe en muchos
casos a que nos ha parecido 1til mezclar el enunciado con algunos comentarios,
por lo que no se prestan tan claramente a separar enunciado, demostracion y
comentarios.

Aparecen diferentes simbolos para enumerar los catélogos de propiedades; lo
més frecuente sera encontrar (a), (b), (c), etc. Con simbolos del tipo (sevl),
(sev2), etc. denotamos las distintas propiedades que caracterizan un concepto
(en este caso el de subespacio vectorial). Los listados con (i), (i), (iii), etc. son
siempre de propiedades equivalentes entre si.

Algunos ejercicios solo poseen interés cuando se realizan inmediatamente a conti-
nuacién de la teoria que los precede, porque sirven para mejorar la comprension
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xii Notas para el lector

de ciertos temas. Si se dejan para més tarde pueden haber perdido buena parte
de su interés; en ocasiones forman parte incluso de la exposiciéon teérica posterior.

Las notaciones que aparecen en los ejercicios y que no se explican, son las que se
han definido en la teoria. El indice de simbolos puede ayudar a localizarlas.

Ademaés del texto y los ejercicios, este libro posee varias secciones que el lector
debe acostumbrarse a utilizar, ya que le resultaréan utiles. Hay dos indices, una
seccién de problemas, otra con soluciones de ejercicios y problemas y una lista
comentada de libros cuya lectura se recomienda.



Capitulo 6

Diagonalizacién de endomorfismos y
matrices.

Ademas de la diagonalizacion propiamente dicha, este capitulo estudia la reducciéon a la
forma triangular y a la forma de Jordan. Este ultimo aspecto es el que requerird mayor
esfuerzo, puesto que algunos razonamientos que se emplean son dificiles. El lector deberé
poner también atencion a la cuestion del cuerpo (IR o €) en el que se reduce una matriz,
y a la diferencia entre valor propio y raiz del polinomio caracteristico, estudiando con
particular atencién los apartados 6.2.11 y 6.2.12.

Nota. En este capitulo y los siguientes, IK representa siempre IR o C. Por lo que
a este capitulo se refiere, la limitacién a estos casos tiene por objeto la utilizacién de
los resultados que se exponen en 1.13.11 y 1.13.12, ya que, si bien no son sencillos de
probar, al menos seréan resultados conocidos para el lector de este libro. La extension
de algunos resultados de este capitulo a cuerpos diferentes requiere substituir € por un
cuerpo ‘algebraicamente cerrado’, es decir, un cuerpo para el que todo polinomio no
constante posea una raiz.

6.1 Subespacios invariantes. Vectores y valores
propios.

6.1.1 Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo IK y f : E — FE un endo-
morfismo de E. Un subespacio invariante para f es un subespacio F' de E tal
que

f(F)CF,

o sea, tal que
reF = f(x)eF.

Ejemplos sencillos de tales subespacios son {0}, F, Im f y Ker f, que son invarian-
tes independientemente de la naturaleza del endomorfismo f.
Si F' es un subespacio invariante para f, podemos considerar la aplicacién

F— F
z — f(z)

255



256 6. Diagonalizacion de endomorfismos y matrices

que envia cada vector x de F' a su imagen por f; esta aplicacion es un endomorfismo
de F, el ‘endomorfismo inducido’ por f en F. Es habitual representar también
por f el endomorfismo inducido.

6.1.2 Sea Fune.v.y f € L(F). Supongamos que
E=F&---0F,,

donde Fi,..., F, son subespacios invariantes para f, con dimensiones ny,...,n,
diferentes de 0. Si (ay,...,an,) es una base de Fy, (an,41,---,0n,+n,) Una base
de F5, etc., y consideramos la base de

(@1 ey Oy Gy tly e - ey g brgs - - )

formada por la reunion de dichas bases (v. 2.5.7b), entonces la matriz de f en esta

base es de la forma
Ay

A
g

o sea, lo que se suele llamar una matriz diagonal por bloques (véase el ejercicio 4 de
la seccién 3.2). La matriz A; es la matriz del endomorfismo inducido por f en Fy
representado en la base (ai,...,a,,), la matriz As es la matriz del endomorfismo
inducido por f en F, representado en la base (Gp; 41, - @n;+ny) , €tC.

[fv (az)] =

6.1.3 Ejemplo. Consideremos el endomorfismo de IR* dado por
f(x7yﬂz) = (4$+2y+2,—2$—2,—$—y+2),

es decir, por la matriz

4. 2. 1
A= -2 0 -1
-1. -1 1

Consideremos los vectores
ap =(1,-1,0), a2 =(1,0,-1) y a3=(-1,1,1).

Es facil comprobar que

Los subespacios
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son invariantes; (a1,az2) y (as) son bases de Fy y Fy y (a1, az2,a3) es una base de
IR? (luego R® = Fy @ F; ). La matriz de f en la base (a1, a9, as) es

6.1.4 Elobjeto de este capitulo es representar endomorfismos mediante matrices
sencillas, entendiendo por tales, matrices con gran ntimero de ceros. Las matrices
diagonales por bloques son las mas interesantes; lo son aiin mas cuando se trata
de matrices pura y simplemente diagonales. Vamos a estudiar el caso en que un
endomorfismo se puede representar por una matriz diagonal, dejando para mas
tarde las matrices diagonales por bloques, que constituyen un caso méas general.
El ejemplo siguiente nos muestra una situacién en la que es posible representar un
endomorfismo mediante una matriz diagonal.

6.1.5 Ejemplo. Consideremos el endomorfismo de IR* dado por

f(el) = — e — 6b6ey + 2e3
f(ez) = 361 + 862 — 263
f(eg) = 661 + ].662 — 463 s

cuya matriz en la base canoénica es

—1. 3. 6.
A= —6. 8. 16.
2. =2, —4.

Para la base (a1, ag,a3) de IR formada por los vectores
ar =(0,-2,1), a2=(3,-2,2) y a3=(1,1,0),

la matriz de f es

0 0 O
A=1]10 1. 0
0 0 2
puesto que
flar) =0
flaz) = as
f(ag) = 2a3.

En esta base, f se representa por una matriz diagonal. La matriz A’ pone en
evidencia algunos aspectos de f que no eran faciles de ver con la matriz A. Asi,
ahora es evidente que

rgf=2, Imf={(az,a3) y Kerf=(a1).
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6.1.6 A la vista del ejemplo precedente, el problema se centra en dos aspectos:

— averiguar si existe alguna base en la que el endomorfismo se repre-
sente por una matriz diagonal, y

— encontrar, cuando exista, una de tales bases.
Notese que los tres vectores de la base del ejemplo precedente verifican que
flai) = Xia;
para escalares \; que son, en ese caso,
A1=0, =1y A=2.

Es a partir de esta propiedad como trataremos de resolver los dos problemas
planteados.

6.1.7 DEFINICION. Sea E un e.v. sobre IK y f € L(E); sea x € E. Decimos
que z es un vector propio de f cuando

(vep) (ANeK) f(z)=Azx.

6.1.8 Ejemplo. En el ejemplo (6.1.5), los vectores a1, as y ag son vectores pro-
pios de f. Hay una infinidad de vectores propios de f; compruébese, por ejem-
plo, que lo son todos los vectores de la forma pa; cualesquiera que sean u € IK
yvi=1,2,3.

6.1.9 El vector 0 es siempre un vector propio, puesto que
f(0)=0=X0

cualquiera que sea A € IK; todos los escalares hacen pues cierta la igualdad de
(vep) para el vector 0.

No ocurre lo mismo para vectores no nulos; six # 0y f(z) = Az y f(x) = pa,
entonces A\x — px = 0, luego (A — p)x =0y, como = # 0, resulta que A = p. Para
cada vector propio  no nulo, existe exactamente un escalar A tal que f(z) = Az.

El método para encontrar los vectores propios de f es el estudio de los escalares
que sirven para realizar las igualdades del tipo f(z) = Az.

6.1.10 DEFINICION. Sea E un e.v. sobre K y f € £(E); sea A € IK. Deci-
mos que A es un valor propio de f cuando

(vlp) @zxeE, z#£0) f(z)=Xzx.

La condicion z # 0 que exigimos en (vlp) es importante puesto que, si no, cual-
quier elemento de IK seria un valor propio.
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6.1.11 Ejemplo. En el ejemplo (6.1.5) los escalares 0,1 y 2 son valores propios
de f.

6.1.12  Estambién util otra forma de considerar los valores propios. Si f € L(FE)
y A € IK, representamos por V(A) el subconjunto de E dado por

VIN)={z e E|f(x) = x}.

Ya hemos visto que 0 € V()). Es sencillo probar que V()) es un subespacio
vectorial de F; es justamente el subespacio

Ker(f — Aidg),

nicleo del endomorfismo f — Aidg (v. 2.1.11). Decimos que V() es el subespacio
propio de f asociado a A.

Podemos expresar (vlp) en las siguientes formas equivalentes: A es un valor
propio de f siy solo si

(vipl) V(A) # {0},
y también si y sblo si
(vlp2) el endomorfismo f — Aid no es inyectivo.

Si A # p, entonces
V(NN V(p) = {0},

como se ve utilizando los argumentos de (6.1.9).

6.1.13 Ejemplo. En el ¢jemplo (6.1.5) se tiene

V(0) = Ker f = (a)
V(1) = Ker(f —id) = (az)
V(2) = Ker(f — 2id) = (as),
como se comprueba con facilidad. Se puede comprobar también que, si A es distinto

de 0,1 y 2, entonces
V(A) = Ker(f — MNid) = {0},

lo que indica que no hay mas valores propios que estos tres.

6.1.14 PROPOSICION

Sea f € L(E) y sean Ay,..., A, valores propios de f, todos distintos
entre si. Sizq € V(A1),...,zp € V(A\p), y 21 #0,...,2, # 0, entonces
(x1,...,2p) es un sistema libre.
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Lo probaremos por induccién sobre el ntmero p. El resultado es evidente cuando
p = 1. Supongamos (hipotesis de recurrencia) que el resultado es cierto para p—1;
sean entonces T1,...,&, p vectores que cumplen las hipdtesis del enunciado. Si

171 + apxg + -+ oz, =0,
tenemos, por una parte, que
flarxr + agza + -+ apzp) =0,

o sea,

arf(z1) +aaf(w2) +- -+ apf(zp) =0,

luego

0T + aaXoTa + -+ apApr, = 0.
Por otra parte, A10 = 0, o sea,
M1z + aome + -+ -+ apxy) =0,

luego

)\10[1‘%1 + /\1a2x2 + -+ Alapxp =0.
Restando ambas expresiones obtenemos
()\2 — /\1)0421‘2 + -+ ()\p - )\1)apscp = 0,

y como, por la hipdtesis de recurrencia, el sistema (z2,...,z,) de p — 1 vectores
es libre, resulta que

()\2—)\1)&2:--~:()\p—)\1)ap:0,

luego que

a2 = ... = ap = 0
ya que todos los A; son distintos. Por fin, resulta que
1T = 0

y que a; = 0. El sistema (z1,22,...,2,) es libre; el resultado es también cierto
para p, y esto concluye la demostracion.

6.1.15 Si F es un e.v. de dimension n y f € L(E), resulta inmediatamente de
la proposicién anterior que f posee a lo sumo n valores propios.
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6.1.16 PROPOSICION

Sea f € L(E) y sean A1,..., A, valores propios de f, todos distintos
entre si. Entonces

VM) +-+ V) =Va)e---a V().

Si
O=z1+---+xp
con 1 € V(A1),...,z, € V(\p), entonces z; = --- = x, = 0, pues, en caso
contrario, llamando z;,, ..., x;, a aquellos vectores que no fuesen nulos, resultaria
que
0=+ o+,
esto es imposible, ya que el sistema (x;,,...,x; ) es libre, como consecuencia de

la proposicion anterior.
Sea entonces x un vector de V(A1) + -+ + V(},) y supongamos que

r=x1+--+x,, ¥y =24+,
con z1,7) € V(A1),..., 7,2, € V(A,); se tiene
0=(z1 —ay) +- -+ (2, — x},)

y, como acabamos de ver, esto significa que
— ]
Ty =T9,...,Tp =T .

El subespacio suma es, pues, suma directa (v. 2.3.22).

6.1.17 TEOREMA

Sea F un e.v. de dimension n # 0, (ai,...,a,) una base de E,
feLE)y A=I|f ()] Sea X € IK; las proposiciones siguientes
son equivalentes:

(i) A es un valor propio de f;
(ii) el endomorfismo f — Aid no es inversible;
(iii) det(A — A,) = 0.

Decir que f — Aid no es inversible equivale a decir que no es inyectivo, puesto
que E es de dimension finita (v. 3.1.24); se tiene asi la equivalencia de (i) y (ii)
(v. 6.1.12).

La equivalencia de (ii) y (iii) proviene de que A — A\[,, es la matriz de f — \id
en la base (ai,...,a,).
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6.1.18 DEFINICION. Si A es una matriz cuadrada con elementos en IK, los
escalares A € IK tales que

det(A—AI,) =0

reciben el nombre de valores propios de la matriz A.

Lo que demuestra el teorema precedente es que los valores propios de un endo-
morfismo f de un espacio vectorial de dimensién finita son los valores propios de
cualquier matriz asociada a f en una base del espacio.

Dos endomorfismos del e.v. E que se representen (en bases diferentes) por la
misma matriz poseen entonces los mismos valores propios.

Otra consecuencia atn més importante es que dos matrices semejantes poseen
los mismos valores propios (v. 3.5.29).

6.1.19 Ejemplo. La matriz

—1. 3. 6
A= —6. 8. 16
2. -2. -4

asociada al endomorfismo del ejemplo (6.1.5) posee como valores propios 0,1 y 2.
Compruébese que éstos son los tinicos valores A € IR para los que el determinante
de
-1.-X 3. 6.
A— M3 = —6. 8. — A 16.
2. —2. —4.— )\

es nulo.
6.1.20 Sea A € M(n). Los valores propios de A son los del endomorfismo

f € LOK™) dado por A (v. 3.5.1), es decir, los escalares A € IK para los que existe
un vector x € IK", z # 0, tal que

Ax=)\zx.

Se suele hablar de vectores propios de A para referirse a los vectores x € IK"
tales que

Arx =)z

para algin A € IK, o sea, a los vectores propios del endomorfismo dado por A.
Si A € IK, el subespacio

VA ={z e K" | Az = \z}

de IK™ se suele denominar subespacio propio de A correspondiente a .
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6.1.21 Ejercicios.

1 Sea E un ev. de dimensiéon n # 0, f € L(E) y F un subespacio, no trivial,
invariante para f. Se considera una base (a1,...,a,) de F y se la extiende a una base
(a1y...,Gp,aps1,...,an) de E. Demuéstrese que la matriz [f, (a;)] es triangular por
bloques (véase el ejercicio 4 de la seccion 3.2).

2  Para el endomorfismo
D: R[X] — R[X]

(véase el ejercicio 9 de la seccion 2.1) de derivacion formal de polinomios, demuéstrese
que los subespacios IR, [X] (v. 2.2.6) son invariantes.

3 Siendo Fi y F> dos subespacios invariantes para un endomorfismo f € L(F), prué-
bese que los subespacios Fi1 + F» y F1 N F5 son también invariantes.

4 Para el endomorfismo f € £L(IR?) dado por

f(x,y) = (3:70)7

jcuéles son los subespacios invariantes?

5 Siendo f,g € L(F) dos endomorfismos del e.v. E tales que fog = go f, pruébese
que Im g y Ker g son subespacios invariantes para f.

6 Sea E un e.v. Una proyeccion de E es un endomorfismo p € L(F) tal que
2
p =p

(recuérdese que p*> = po p). Demuéstrese que, si p es una proyeccion de F, entonces:

a) Imp = {z € E|p(z) =z},

b) para todo z € E, x = p(z) + z con z € Kerp,

c) E=Imp&Kerp,

d) si F es de dimension n # 0, existe una base de E en la que la la matriz de p es
diagonal.

7 Sea Fune.v.y Fi y F» dos subespacios de E tales que
E = F1 @ FQ ;

definimos dos aplicaciones
pq: E—F

de la manera siguiente: si x € E, se considera la tnica descomposicién x = x1 + x2, con
z1 € F1 y x2 € F5, y se pone

px)=z1 y qz) =22,

Decimos que p es la ‘proyecciéon de E sobre Fi paralela a F>’ y que ¢ es la ‘proyecciéon
de E sobre F» paralela a F;’.

a) Demuéstrese que p y ¢ son endomorfismos de E.

b) Demuéstrese que p> = p y ¢> = ¢ (esto es, que p y g son proyecciones), que
p+q=1idg yquepog=qop=0.
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¢) Demuéstrese que Imp = Fi, Kerp = F», Imgq = F> y Kerq = Fi.

d) Demuéstrese que Fi y F» son subespacios invariantes para p y q.

e) Siendo F de dimension finita y (a1,...,ar,ar41,...,an) una base formada por
reunion de dos bases (a1,...,ar) y (art1,-..,an) de F1 y Fa, calctlense las matrices de
py q en dicha base de FE.

f) Consideremos el isomorfismo

Gg: E/Fy — F>
correspondiente a la descomposicion canénica de ¢ (v. 3.1.17) y el isomorfismo
g: Fo - E/Fy
T — I
que vimos en (2.3.18). Demuéstrese que ¢ y g son inversos uno del otro.

g) Para la suma directa
R°=FoF,

donde Fy = {(z,y) |z =y} y Fo = {(z,y) |y = 0}, y las correspondientes proyecciones p
y g, calctlense las imagenes p(z,y) v q(z,y) de un vector (z,y) € R
h) Sean E y E’ dos e.v., f € L(E, E’) una aplicacién lineal y F un subespacio de E
tal que
E=KerfapF.
Se consideran las proyecciones p y g de E, correspondientes a esta suma directa. De-

muéstrese que fop=0y foqg=f.

8 Sea p una proyeccion de E (véase el ejercicio 6 de esta seccion). Demuéstrese que
p es justamente la proyeccion sobre Imp paralela a Kerp (véase también el ejercicio
precedente).

9 Sea F un e.v. de dimension finita y F1 y F» subespacios de E tales que
E=F&F>;

sean p y q las proyecciones correspondientes (véase el ejercicio 7 de esta seccion). Se tiene
que

E*=F‘oF
(véase el ejercicio 10 de la seccién 3.6); consideremos también las proyecciones p’ y ¢
(de E*) correspondientes a esta suma directa. Demuéstrese que, para todo z* € E*,

p@)eFs, @) eF y pa)+d(@)=2a".

Demuéstrese que ¢’ = p' y p’ = ¢*.

10 Sea F un e.v. y Fi y F» subespacios de E tales que
E=F&F,

y sean py ¢ las correspondientes proyecciones (véase el ejercicio 7 de esta secciéon). Siendo
f € L(FE), demuéstrese la equivalencia de:

(i)
(i)

F1 y F> son invariantes para f, y

fop=pof y fogq=qof.
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11 Siendo f € L(E) y « € E, pruébese la equivalencia de:
(i) =« es un vector propio, y

(ii) el subespacio (z) es invariante.

12 Sea f € L(E), A € IKy V(\) el correspondiente subespacio propio. Demuéstrese
que V() es un subespacio invariante para f. Demuéstrese que el endomorfismo inducido
por f en V(X) es una homotecia de razéon X\ (véase el ejercicio 5 de la seccion 3.4).

13 Sea f € L(E) y sean A1,...,\, valores propios de f, todos distintos entre si.
Demuéstrese que el subespacio V(A1) @ --- @ V()p) es invariante.

14  En este ejercicio, f representa un endomorfismo de un e.v. E sobre IK y A repre-
senta una matriz n X n con elementos en IK. Recuérdense las definiciones de f" (v. 3.4.8)
y A7 (v. 3.4.29) cuando r = 0,1,2,...; recuérdense también las definiciones de p(f)
y p(A) cuando p(X) € IK[X] es un polinomio con coeficientes en IK. Demuéstrense los
resultados que siguen:

a) Si A € IK es un valor propio de f (de A), entonces A\* es un valor propio de f?
(de A?).

b) Si A € K es un valor propio de f (de A), entonces A" es un valor propio de f”
(de A™). (Utilicese el principio de induccién para r.)

¢) Si A € K es un valor propio de f (de A) y p(X) € IK[X], entonces p(\) es un
valor propio de p(f) (de p(A)). (Utilicese el principio de induccién para el grado del
polinomio.)

d) Sea p(X) € IK[X] un polinomio que anula f (que anula A), o sea, tal que p(f) =0
(p(A) = 0). Si A € K es un valor propio de f (de A), entonces X es una raiz del
polinomio p(X).

e) Si f2 =id (A> = I,) y A € KK es un valor propio de f (de A), entonces A = 1
oA=-—1.

f) Si f2=0 (A% =0) y A € K es un valor propio de f (de A), entonces A = 0.

15 Sea A € M (n); vamos a considererar el siguiente endomorfismo del espacio vec-
torial Mg (n):
[ Mg (n) — Mg(n)
B — AB.

Pruébese que los valores propios de A y los de f coinciden.

16 Enele.v. S (SR o Sq), formado por las sucesiones de nimeros reales o complejos
segun el caso, se consideran los endomorfismos L, R € L(S[¢) definidos como sigue. L es
el ‘desplazamiento a la izquierda’ de las sucesiones, esto es,

L(z1,x2,23,...) = (2,23, Ta,...).
R es el ‘desplazamiento a la derecha’ de las sucesiones, esto es,
R(z1,x2,23,...) = (0,21, T2,...).
Por otra parte se consideran los subespacios
A 1%
€00 , , C, €Y

de Sk, definidos en (2.2.7) y en el ejercicio 11 de la seccion 2.2.
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Pruébese que todos estos subespacios son invariantes para L y para R.

Esto permite considerar a L y R como endomorfismos de cualquiera de estos espacios
(v. 6.1.1).

Calculense los valores propios de L y de R cuando se consideran como endomorfismos
de coo, 1, co,c, 1y Si. Para cada A que sea valor propio en cada caso, describase el
subespacio propio V() y calcilese la dimensiéon de V().

6.2 Polinomio caracteristico.
6.2.1 Sea A € M (n) una matriz cuadrada. Es sencillo averiguar cuando un
elemento A € IK es un valor propio de A; basta comprobar que

det(A — AI,) =0.

Parece, sin embargo, méas dificil encontrar todos los valores propios de A, puesto
que no podemos efectuar dicha comprobaciéon para todos los elementos de IK, si
éste posee una cantidad infinita de elementos (lo que es normal). Lo que se hace
entonces es calcular det(A — AI,,) sin precisar el valor de A, y tratar de ver a
continuacién para qué valores de A se anula.

6.2.2 Ejemplo. Para la matriz de elementos reales
2. 2.
a1t ]

A—Mn—{?‘l” 2. }

tenemos

1.— A
y
det(A— M) = (2= A)(1 =\ —2=)%-3)\,
expresion que se anula para A = 0 y A = 3; los valores propios de A son entonces
0y 3.

6.2.3 Sea A = [o!] € My (n) una matriz cuadrada. Siendo X un simbolo,

k2
consideramos la matriz

1 1 1 1
a; — X 1% o3 a;,
a? a3 — X a3 a?
3 3 3 3
A—X1I, = fo% o5 oz — X o,
n n
aq @3 as ap — X

cuyos elementos son polinomios en la indeterminada X con coeficientes en IK
(v. 1.13.1). Aun cuando los elementos diagonales de A — X I,, no pertenecen al
cuerpo IK, calculamos el determinante de esta matriz operando con los polinomios
al — X como si se tratase de elementos de IK. (Una explicacion mas formalizada
sobrepasa el proposito de este libro.)

det A — X I,, es un polinomio en X, con coeficientes en IK, y de grado n.
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6.2.4 DEFINICION. Sea A € My (n) una matriz cuadrada. Llamamos poli-
nomio caracteristico de A 'y representamos por p(X) al polinomio

pa(X)=detA—X1I,.

Si A € IK, tenemos que
pa(A) =det A— A1, .

6.2.5 Ejemplo. Si

entonces

como vimos en (6.2.2).

Si

—2. 4. b.

A= -3. 5. b.

0 0 1.

entonces
-2.— X 4. 5.
pA(X) = -3. 5 —X 5.
0 0 1. - X

= (—2-X)5-X)1-X)+12(1 - X)
= —X34+4X2 _5X +2,

6.2.6  Algunas consideraciones sencillas nos van a permitir calcular ciertos tér-

minos de p4(X). Los términos de grado n y n — 1 provienen exclusivamente del
producto de los elementos diagonales de A — X I,,, o sea, de

(@1 = X)(a3 = X) - (ay = X).

n

Esto se debe a que en el resto de los n! productos de la formula (3) de (4.2.4)
interviene algin o con i # j, luego no intervienen a! — X y 04;- — X; el resto de
los productos son entonces polinomios de grado menor o igual que n — 2.

Como

(01 = X)(03 = X) -+ (ay = X) =

n

= (-1)"X"+ ()" Mo +az 4+ +al) X" 4
resulta que el término de grado n de pa(X) es
(=1)"Xx",
y el de grado n — 1 es

()" Mg+ o3+ +ap) X",
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o bien
(—1)"*1 trAX" L,

donde el escalar
trA=ol+a2+---+a”,

suma de los elementos diagonales de A, es lo que llamamos traza de la matriz A.
Por otra parte, el término independiente de p4(X) vale

pa(0) =det(A—01,) =det 4;
pa(X) es entonces de la forma

pa(X) = (=1)"X" + (—1)" T tr AX" 4+ det A

6.2.7 PROPOSICION

Si A, A’ € M (n) son dos matrices semejantes, entonces
pa(X) =pa(X)

y, en particular,
trA=trA .

Existe una matriz P, n X n e inversible, tal que
A =P AP,

luego
A—-XI,=P'AP-XI,=P 'AP-XI,(P'P)

y, como X I, conmuta con cualquier matriz de M (n) (v. 3.4.28),
A—-XI,=P'AP-P'XI,P=P ' (A-X1I,)P.
Entonces

par(X) =det(A — X I,) = det(P™)pa(X)det P = ps(X).

6.2.8 Sea E un e.v. de dimension n # 0y f € L(F). Llamamos polinomio
caracteristico de f y traza de f al polinomio caracteristico y la traza de una
matriz cualquiera asociada a f; los representamos por py(X) y tr f. La proposicion
precedente nos garantiza que esta definiciéon no depende de la matriz asociada a f
que se elija.

Recordando la definicion de det f (v. 4.2.21) se tiene que

pr(X) = (-1)"X" + (=1)" Ttr f X" 4o fdet f .
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6.2.9 TEOREMA

a) Sea A € Mk(n) y A € IK (R o €). Entonces A es un valor propio
de A siy solo si es una raiz de pa(X).
b) Sea F un e.v. de dimension n # 0 sobre IK (IR o €), f € L(FE)

v A € IK. Entonces A es un valor propio de f si y sélo si es una raiz
de ps(X).

a) A es un valor propio de A si y so6lo si
pa(A) =det(A—\1I,) =0,

o sea, si y solo si A es raiz de p4(X).
b) es una consecuencia de a), pues los valores propios de f son los de una
matriz cualquiera asociada a f.

6.2.10 Se deduce del teorema precedente que una matriz n X n posee a lo sumo
n valores propios, y que un endomorfismo de un e.v. de dimension n posee a lo
sumo n valores propios.

6.2.11 Cuando IK = IR, es importante suponer en el teorema precedente que
A € IR. En el caso real pueden existir raices de py(X) que no sean elementos de IR;
dichas raices no seran, sin embargo, valores propios de f.

6.2.12 Ejemplo. El endomorfismo f de IR? dado por la matriz
0 -1
a= 00
tiene como polinomio caracteristico

pf(X):X2+1,

polinomio cuyas raices son los ntimeros complejos +i y —i, que no son valores
propios de f.

Sin embargo, el endomorfismo g de €2 dado por la misma matriz posee +i y —i
como valores propios.

Obsérvese que

H. éH_lz]:Z[_li} osea, g(1,—i)=1i(1,—i)

[?. _é]“]:_’“} osea, g(1,i)=—i(1,i),

luego que (1, —%) y (1,4) son vectores (de €?) propios de g. Compruébese que no
existe ningtn vector (de IR?) propio de f, excepcion hecha del vector (0,0).

que
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6.2.13 PROPOSICION

Sea E un e.v. sobre IK de dimension n # 0, f € L(E); sea A € IK un
valor propio de f. Hemos visto que A es raiz de py(X).

Si k es el orden de multiplicidad de A como raiz (v. 1.13.9), entonces

1<dimV(\) <k.

Como A es un valor propio de f, entonces V() # {0}, luego dim V' (A) > 1.
Representemos por h la dimension de V()); vamos a probar que h < k.

Para ello completamos una base (ai,...,ap) de V(A) hasta formar una base
(aty...,ap,Gp41,-.-,0,) de E. La matriz A = [f, (a;)] es de la forma
h n—nh
A
!/
A= A h
A
0 ‘ A" n—nh
luego
A—X
/
A-X1, = A )
A—X
0 ‘ AH - X Infh

y entonces (v. 4.2.14)
ps(X) = pa(X)
= det(A—X1I,)
A—-X
= det det(A” — X I,,_»)
A—X
= (A= X)"q(X),

donde ¢(X) es un polinomio de grado n — h (el polinomio caracteristico de A”).
Resulta asi que A es raiz de py(X) con multiplicidad > h, o sea, k > h.

6.2.14 Ejemplo. Es posible, sin embargo, que
dimV(\) < k.

Asi, si f es el endomorfismo de IR? dado por la matriz
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1 es un valor propio de f y es una raiz de multiplicidad 2 del polinomio
pr(X)=(1-X)*.
Pero
V(1) ={(z,y) e R*|y = 0} = ((1,0)),
luego dim V(1) = 1.

6.2.15 Ejercicios.

1 a) Sea f el endomorfismo de IR® dado por la matriz

4. 0 -20.
A= 2. 0 -10.
1. -1. =2.

Calculese el polinomio caracteristico de f y sus valores propios. Calctlese un vector
propio no nulo (de IR?) para cada valor propio.

b) Sea g el endomorfismo de € dado por la misma matriz del apartado anterior.
Calculese el polinomio caracteristico de g y sus valores propios. Calctlese un vector
propio no nulo (de €*) para cada valor propio. Utilicese la proposiciéon (6.1.14) para
buscar una base de € formada por vectores propios de g. Compruébese que la matriz de
g en dicha base es diagonal y que sus elementos diagonales son los valores propios de g.

2 Siendo f un endomorfismo de IR?, pruébese la equivalencia de las proposiciones
siguientes:

(i) los tunicos subespacios invariantes para f son los triviales;

(ii) f no posee valores propios.

Biisquese un endomorfismo que verifique tales condiciones.

3  Demuéstrese que, si A es una matriz triangular, sus valores propios son los elementos
diagonales de A.

4 Sea E un e.v. de dimension n # 0. Calctlese el polinomio caracteristico de la
homotecia hy, de razén A (véase el ejercicio 5 de la seccion 3.4); calctlense los polinomios
caracteristicos del endomorfismo 0 y de idg .

5  Pruébese que las matrices

2. 2. 0 3.
A= 2. y B= 2. —1.
2. 2.

de MR (3) poseen el mismo polinomio caracteristico y que, sin embargo, no son semejantes
(v. 3.5.27).
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6 Sea A € Mk (n) una matriz cuadrada y sea A € IK un valor propio de A. Demués-
trese que la dimension del subespacio propio V(A) es n — r, donde r es el rango de la
matriz A — A1, .

7 Siendo A, B € M (n) y A € IK, pruébese que
tr(A+B)=trA+trB

y que
tr(AA) = A trA

pero que, en general,
tr(AB) #trA-trB.

Pruébese que
tr(AB) = tr(BA).

8 Sea A € M(n) una matriz cuadrada real o compleja y A1, ..., A, las raices complejas
(iguales o distintas) del polinomio caracteristico pa(X). Demuéstrese que

trA=X+ -+ A y detA=A - \y.

9 Sea E une.v. de dimension n # 0, f € L(FE), F un subespacio no trivial e invariante
para f, r su dimensiéon. Se representa por fr el endomorfismo inducido por f en F
(v. 6.1.1). Pruébese que

pr(X) = psp(X) a(X),

donde ¢(X) es un polinomio de grado n — r. (Utilicese el ejercicio 1 de la seccién 6.1.)

6.3 Diagonalizacién: condiciones.

6.3.1 Estamos ahora en condiciones de responder a las dos cuestiones planteadas
en (6.1.6). Comencemos por proporcionarnos una forma breve de expresar el
problema.

6.3.2 DEFINICION. Sea E un e.v. de dimension n # 0 sobre K y
f € L(E). Decimos que el endomorfismo f es diagonalizable cuando existe una
base (a1,...,a,) de E tal que la matriz [f, (a;)] que representa a f en dicha base
es una matriz diagonal.

Sea A € M (n) una matriz cuadrada (recordemos que IK = IR o €). Decimos
que A es diagonalizable en IK cuando A es semejante a una matriz diagonal de
Mg (n), esto es, cuando existe P € My (n) inversible y tal que P~1A P es una
matriz diagonal con elementos de IK.

6.3.3 Las dos nociones precedentes estan profundamente relacionadas. Si f
es un endomorfismo diagonalizable, (ay,...,a,) una base de E y A = [f, (a;)],
entonces la matriz A es diagonalizable. En efecto, sabemos que existe una base
(b1,...,b,) de E tal que la matriz
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es diagonal; como
B=P AP,

donde P es la matriz de paso de la base (a;) a la base (b;), resulta que A es

diagonalizable.

6.3.4 Reciprocamente, si A € My (n) es una matriz diagonalizable, cualquier
endomorfismo que se represente por A es diagonalizable (en particular lo es el
endomorfismo de IK" dado por A). En efecto; sea E un e.v. de dimension n
sobre IK, f € L(E) y (a1,...,a,) una base de E, de tal manera que

[f: (ai)] = A.

Puesto que A es diagonalizable, existe P € M (n) inversible y tal que P71A P es
diagonal. Llamemos (b1,...,b,) a la base de F tal que P = [(b;), (a;)]; entonces

[f,(b:)] =P~ 'AP,

lo que demuestra que f es diagonalizable.

6.3.5 Un endomorfismo f de E es diagonalizable si y solo si existe una base
(ai,...,ay) de E formada por vectores propios de f.

En efecto; si (a1, . .., a,) es una base de E formada por vectores propios, existen
escalares A1,..., A, tales que

pero entonces

[fa (az)] = )
/\n

luego f es diagonalizable.
Reciprocamente, si f es diagonalizable, existe una base (ai,...,a,) de E tal

que
A

[f7 (QZ)] =

y, como esto significa que

resulta que los elementos de la base son vectores propios.
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6.3.6 TEOREMA

Sea E un e.v. sobre IK (IR o €), de dimension n # 0; sea f € L(E).
El endomorfismo f es diagonalizable si y sélo si se verifican las dos
propiedades siguientes

(d1) pg(X) posee n raices en IK, iguales o distintas (mas
exactamente, posee raices en IK cuyos 6rdenes de multiplici-
dad suman n),

propiedad que siempre se verifica cuando IK = €, y
(d2) para cada raiz A € IK de p;(X),
dimV(\) =k,
donde k es el orden de multiplicidad de .

El mismo resultado es cierto para una matriz A € Mk(n), substitu-
yvendo py(X) por pa(X).

Supongamos en primer lugar que f es diagonalizable; existe entonces una base
(a1,...,ay,) de E tal que [f, (a;)] es diagonal, o sea,

A1
[f7 (az)] =
An
Resulta asi que
pr(X) = (A1 = X)(A2 = X) -+ (An = X)),

luego p¢(X) posee m raices, A1, A2,...,An, en IK (no necesariamente diferentes),
lo que prueba (d1). Si A es una de estas raices y k su orden de multiplicidad,
entonces

My =X = = Ay = A

para k indices iy,...,ix € {1,...,n}. Los correspondientes vectores de la base
verifican, pues,

es decir,

luego
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Como por otra parte dim V(\) < k (v. 6.2.13), tenemos la igualdad
dimV(\) =k,

lo que prueba (d2).

Reciprocamente, supongamos que se verifican (d1) y (d2). Por la primera
sabemos que existen elementos Ay, ..., A, que son raices de ps(X) y que sus érdenes
de multiplicidad, £, ..., kp, suman

kyt -+ ky=n.

Los \; son valores propios de f y cada subespacio V();) es de dimension k; , puesto
que se cumple (d2). La suma directa (v. 6.1.16)

VA) @@ V(A)
es un subespacio de dimension k; + -+ kp, =n (v. 2.5.7), o sea,
ViM)@---aV(N) =E.

Reuniendo bases de V(A1),...,V(A,), obtenemos entonces una base de E, base
que estara formada por vectores propios. El endomorfismo f es, pues, diagonali-
zable.

El resultado para matrices es evidente, teniendo en cuenta que A es diagona-
lizable si y s6lo si lo es el endomorfismo de IK" dado por A (v. 6.3.3 y 6.3.4).

6.3.7 La demostracién del teorema precedente nos indica ademas un procedi-
miento para obtener una base (aq,...,a,) en la que un endomorfismo diagonali-
zable f tenga asociada una matriz diagonal. Tal base se puede formar reuniendo
bases de los subespacios V();), para los valores propios A; de f.

6.3.8 COROLARIO

Sea E un e.v. sobre IK (IR o €), de dimension n # 0; sea f € L(FE).
Si py(X) tiene n raices distintas en IK, entonces f es diagonalizable.

El mismo resultado es cierto para una matriz A € Mk(n), substitu-
yendo py(X) por pa(X).

Si ps(X) posee n raices distintas, A1, ..., A, , en IK, se verifica la propiedad (d1)
del teorema precedente. Ademas cada A; es de multiplicidad 1, luego (v. 6.2.13)

1<dimV(\) <1,

o sea, dim V' (A;) = 1; se verifica también (d2).
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6.3.9 Ejemplo. Sea f € £L(IR®) el endomorfismo dado por la matriz

—2. 4. 5.
A= =-3. 5 5.
0 0 1.
Tenemos que
2. - X 4. 5.
pf(X) = —3. 5 — X 5.
0 0 1.— X

=1-X)(b-X)(—2-X)+12)
= (1-X)(X*-3X+2)
y las raices de este polinomio son
1 con multiplicidad 2 y 2 con multiplicidad 1;

se verifica entonces (d1). Vamos a estudiar los subespacios propios.
V(1) = Ker(f —id), luego (z,y,z) € V(1) cuando

T 0
A-I) |y |=]0],
z 0
o sea,
—-3. 4. 5. T 0
-3. 4. 5 y|=101;
0 0 O z 0

la solucién de este sistema es
(z,y,2) = (4\ + 5, 3), 3p)

y por consiguiente
V(1) = ((4,3,0),(5,0,3)).

V(1) es de dimension 2. Se cumple también (d2), pues ya sabemos que la dimen-
sion de V(2) no puede ser sino 1. El endomorfismo f es diagonalizable.

Para encontrar una base en la que corresponda a f una matriz diagonal, tene-
mos que calcular también V (2).

V(2) = Ker(f — 21id), luego (z,y,2) € V(2) cuando

T 0
(A-2L) |y |=]0[,
z _O
0 sea,
—4. 4. 5. x| 0
-3. 3 5. yl=1]01;:
0 0 -l z | 0
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la solucién de este sistema es

(x’yaz) = (/\7)‘70)7
luego
Vi(2) =((1,1,0)).
En la base de IR?
((4,3,0),(5,0,3),(1,1,0) )

f se representa por la matriz diagonal

1.
1.
2.
La matriz A es diagonalizable en IR y
1.
PlAP = 1. ,
2.
siendo P la matriz ~
4. 5. 1.
P=|3 0 1
| 0 3.0
Compruébese este hecho, teniendo en cuenta que
[ 3 -3 -5
Pl = | 0 o0 1
1 —9. 12. 15.

6.3.10 Ejemplo. Sea f € E(]R?’) el endomorfismo dado por la matriz

2. —2. 1.
A=| 1. 3. 1.
0 1. 2.
Su polinomio caracteristico vale
2.-X -2 1.
pr(X) = 1. 3.-X 1
0 1. 2.-X
2-X)PB-X)+1-(2-X)+2(2-X)
= 2-X)2B-X)+(B-X)
= B-X)((2-X)2+1)
= (3—-X)(X%—-4X +5);

las raices son 3, 2414y 2 —i. ps(X) posee unicamente una raiz en IR, luego (d1)
no se cumple y f no es diagonalizable.



278 6. Diagonalizacion de endomorfismos y matrices

6.3.11 Ejemplo. Sea f € £L(IR®) el endomorfismo dado por la matriz

3. 2. 4.
A= 0 1 0
-2. 0 -3
Tenemos que
3.—-X 2 4
pf(X) = 0 1. - X 0
-2 0 -3. - X
=1-X)(B=-X)(-3-X)+38)
= (1-X)(X%-1)

con raices
1 con multiplicidad 2 y —1 con multiplicidad 1

se verifica entonces (d1).
V(1) = Ker(f — id), luego (z,y,2) € V(1) cuando

2. 2. 4. x 0
0 0 0 y|=101];
-2. 0 —4. z 0

la solucién de este sistema es
('Tv Y, Z) = (_2)‘7 07 )\)

y por consiguiente
V(1) ={(=2,0,1));

V(1) es de dimension 1 y no se verifica (d2). f no es diagonalizable.

6.3.12 Ejemplo. Sea f € L(IR?) el endomorfismo del ejemplo (6.1.5), dado por
la matriz

—1. 3. 6.
A= —6. 8. 16.
2. =2, —4.

Vimos en dicho ejemplo que f es diagonalizable, puesto que encontramos una base
en la que la matriz de f es diagonal.
El polinomio caracteristico de f es

~1.-X 3. 6.
pr(X) = -6. 8 —-X 16
2. -2, —4.-X

(-1 -X)8—X)(—4— X))+ 96 + 72

—12(8 — X) +18(—4 — X) +32(—1 — X)
= —X?+3X?-2X
= —X(X?-3X +2)
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de raices 0, 1 y 2. Utilizando el corolario (6.3.8) se puede llegar también a la
conclusion de que f es diagonalizable.

6.3.13 Ejemplo. Los endomorfismos f y ¢ del ejemplo (6.2.12) se comportan
de manera diferente a pesar de venir dados por la misma matriz

a=[1 )

El endomorfismo g € £(€?) es diagonalizable; en la base ( (1, —4), (1,4)) de €2, la
matriz de g es
1
]

Sin embargo, el endomorfismo f € £(IR?) no es diagonalizable.
La matriz A es diagonalizable en €, puesto que

L]0 ][ 1] [
-1 1 1. 0 - i | —1
(compruébese este hecho). Sin embargo, A no es diagonalizable en IR, puesto que

no existe ninguna matriz P € MR (2) (jcon elementos reales!) inversible y tal que
P~ A P sea diagonal con elementos reales.

6.3.14 Ejercicios.

1 Sea E un e.v. de dimensiéon n # 0 y hx una homotecia de E (véase el ejercicio 5 de
la seccion 3.4). Pruébese que, cualquiera que sea la base de F, f se representa por una
matriz diagonal.

2  Demuéstrese que si A es una matriz diagonalizable, entonces A? lo es también; si
ademas A es inversible, pruébese que A~! es también diagonalizable.

3  Demuéstrese que la matriz de M (2)

no es diagonalizable ni en IR ni en C.

4  a) Sea A una matriz n X n con un solo valor propio A de multiplicidad n. Demuéstrese
que A es diagonalizable si y sblo si A es la matriz escalar

(en cuyo caso ya es diagonal).
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b) Sea f € L(E), donde E es un e.v. de dimensién n # 0. Demuéstrese que, si todo
subespacio de F es invariante para f, entonces f es una homotecia (véase el ejercicio 5
de la seccion 3.4).

5 Demuéstrese que la matriz de M (3)

7. —=10. 0
A=13 -4 0
1. =2 2.

es diagonalizable en IR. Busquese una matriz inversible P € M (3) tal que A" = pPlAP
sea diagonal y digase cuanto vale A’.

6  Demuéstrese que la matriz de M (3)

4. 1. —4
A=1| -3. 0 3
3. 1. -3
no es diagonalizable ni en IR ni en C.
7  Consideremos la matriz
4. 0 —20.
A= 2. 0 -—10.
1. -—1. —2.

Demuéstrese que no existe ninguna matriz inversible P € M (3) tal que P71AP sea
diagonal. Calctlese, sin embargo, una matriz inversible P € Mg(3) tal que A" = pPlAP
sea diagonal y digase cuanto vale A’.

8 Sea E un e.v. de dimensiéon n # 0y (a1,...,a,) una base de E; sean f y g dos
endomorfismos de E.

a) Demuéstrese que si los vectores a1,...,a, son vectores propios a la vez de f y
de g, entonces fog=go f.

b) Demuéstrese que si A y B son matrices n x n, diagonalizables mediante una
misma matriz inversible P (o sea, tales que P APy P 'BPson diagonales), entonces
AB = BA.

c) Supoéngase que los vectores a1, ...,a, son vectores propios de f correspondientes
a valores propios A1, ..., A, , todos diferentes entre si, y que fog = go f. Pruébese que,
entonces, los vectores a1, ..., a, son también vectores propios de g.

d) Demuéstrese que si A y B son matrices n x n tales que AB = BA, y si A tiene n
valores propios diferentes, existe una matriz inversible P tal que P"*AP y P~'B P son
diagonales.

9  Pruébese que toda matriz A € Mg (2), simétrica, es diagonalizable en IR.
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6.4 Forma triangular de endomorfismos y ma-
trices.

6.4.1 Cuando no es posible diagonalizar un endomorfismo se recurre a represen-
tarlo por una matriz sencilla de otro tipo. La forma alternativa mas importante es
la llamada forma canénica o forma de Jordan; las matrices de este tipo son trian-
gulares y cuasi-diagonales. Trataremos este tema en la secciéon 6.6. En algunas
ocasiones basta con reducir el endomorfismo o la matriz a la forma triangular; ésta
seré la posibilidad que estudiaremos ahora.

6.4.2 Sea F un e.v. sobre IK (IR o C) de dimension n # 0y f € L(E); sea
(a1,...,a,) una base de E y [f,(a;)] = [a]] la matriz de f en dicha base. Si la
matriz es triangular, los elementos diagonales, al,...,a”, son los valores propios
de f. En efecto

pr(X) = (a1 = X)(a3 = X) -+ (ay = X),
y basta aplicar (6.2.9).

Sea A € M(n) y supongamos que existe una matriz inversible P € M (n)
tal que la matriz A’ = P~'A P es triangular con elementos en IK. Entonces los
elementos diagonales de A’ son los valores propios de A, como se prueba con un
razonamiento idéntico al anterior.

6.4.3 PROPOSICION

a) Sea E un e.v. sobre IK (IR o €) de dimension n # 0y f € L(E).
Para que exista una base (a1, ...,a,) de E tal que la matriz [f, (a;)] es
triangular superior, es condicién necesaria y suficiente que se verifique

(d1) pg(X) posee n raices en IK, iguales o distintas,

propiedad que siempre se verifica cuando IK = C.

b) Sea A € M (n), IK =1R o C. Para que A sea semejante en IK a
una matriz triangular superior, es condicién necesaria y suficiente que
se verifique

(d1) pa(X) posee n raices en IK, iguales o distintas,

propiedad que siempre se verifica cuando IK = C. Toda matriz cua-
drada compleja es semejante a una matriz triangular superior de nu-
meros complejos.

¢) Los resultados precedentes son también ciertos cuando substituimos
‘triangular superior’ por ‘triangular inferior’.

Veamos primero el resultado para matrices.
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El razonamiento del apartado (6.4.2) prueba que la condicion (d1) es necesaria.

Reciprocamente, supongamos que A verifica (d1). Vamos a probar que enton-
ces A es semejante a una matriz triangular superior. Lo probaremos por induccion
sobre la dimensién n de la matriz. Para n = 1 el resultado es evidente, puesto que
toda matriz 1 x 1 es triangular superior. Supongamos cierto el resultado para n
(hipdtesis de recurrencia) y sea A € Mk (n + 1) una matriz tal que pa(X) posee
n + 1 raices en IK. Llamemos \ a una de estas raices; A\ es un valor propio de A y
del endomorfismo f € L(IK™™') dado por A, luego existe a; € K", a; # 0, tal
que

f((ll) = )\al .
Existen vectores as,...,an4+1 € K" tales que (ay,as,...,an4+1) €s una base
de IK"'. La matriz A’ = [f, (a;)] es
A'=Q1AQ,
donde @ = [(a;), (e;)], v es de la forma
Ao al
A ;
= f A
0

con A; € M(n). Calculando su polinomio caracteristico, que coincide con el de
A, resulta

pa(X) =pa(X) = (A= X)det(A = X I)) = (A = X)pa, (X).

El polinomio pa, (X) posee entonces n raices en IK. Utilizando la hipotesis de
recurrencia, existe una matriz inversible @1 € M (n) tal que la matriz

Al =Q7" A @

es triangular superior. Pongamos ahora

1] 0
PZQ{O QJ;

la matriz P es inversible y su inversa es
pto |10 } Qt.
Ademas,
1 1 110
-1 _ |4 -1
PAP—[OTQ AQ[OQl]

1o 7,,[1]0
_[0 QH_A{OQJ
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[ OHA ) - a;lHlo}
Lol 0 Ay 0]
_ |1 OH)\ P - ﬂn}
S lo] Q! 0 A1 Q
:-)‘61 ﬁn:|
L 0] Q1A Q1
_ [ AB - B
= o

y esta matriz es triangular superior, puesto que A} lo es. Esto termina la re-
currencia y la demostracion de b).

Utilizando b) y el mismo argumento que en (6.3.4) se prueba sin dificultad el
apartado a).

Finalmente, si [f, (a1, as2,...,a,)] es triangular superior (inferior), entonces
If, (an, ..., a2,a1)] es triangular inferior (superior). Se obtiene asi el resultado c)
para endomorfismos. El correspondiente resultado para matrices se sigue de éste
con el mismo argumento que en (6.3.3).

6.4.4 Ejemplo. La matriz

3. 2. 4.
A= 0 1 0
-2. 0 =3

de MR(3) del ejemplo (6.3.11) no es diagonalizable (ni en IR ni en €), pero ve-
rifica (d1); es entonces semejante en IR a una matriz triangular superior. Sus
valores propios son, como vimos, 1 y —1 (el primero con multiplicidad 2); vimos
también que

(-2,0,1) e V(1).

((=2,0,1),(0,1,0),(0,0,1)) es una base de IR*; la matriz

-2. 0 0
Q= 0 1. 0
1. 0 1.
es inversible, con
1 1. 0 0
Ql=—1| 0 —-2. 0 |,
21 0 -2

y se tiene

Ponemos
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como

pa(X) = par(X) = (1 = X)pa, (X),
ya sabemos que los valores propios de 4; son 1y —1 (ahora ambos con multipli-
cidad 1). El subespacio V(1) de IR?, correspondiente a la matriz A; , es

V(1) =((21).
((2,1),(0,1)) es una base de IR?; la matriz

es inversible, con

_ 1 1. 0
1 e
Qr = 2. [ —-1. 2. } ’

_ 1. 0
s-oitma=| o g |

y se tiene que

Calculamos entonces

.10 O
P = 0
Q 0 Ql |
[—2. 0 0 ][1 0 O
= 0 1. 0 0 2.0
| L. 0 1L ][0 1 1
[ —2. 0 0 ]
= 0 2.0
| 1. 1. 1. ]
La matriz P es inversible y
1. —4. -2.
PlAP=10 1. o0 |,
0 0o -1

como se comprueba facilmente.

En el tratamiento de este ejemplo hemos seguido paso a paso el desarrollo rea-
lizado en la demostracion de la proposicion anterior. De hecho se puede proceder
de forma mas rapida si en cada paso se reduce lo méas posible el tamano de la
siguiente matriz a triangularizar. Esto es lo que haremos en el ejemplo que sigue.

6.4.5 Ejemplo. Consideremos la matriz

2. 1. 1 2.
2. 1. -1 0
A= 1. 0 0 -1
1. —2. 0 1



6.4. Forma triangular de endomorfismos y matrices 285

de MR (4). Su polinomio caracteristico
pa(X) = (X —27°(X +2)

posee raices 2 (con multiplicidad 3) y —2.

Es facil comprobar que dim V(2) =1 y que A no es diagonalizable (ni en IR ni
en C); sin embargo, A es triangularizable en IR.

Tenemos que

(1,1,1,-1) e V(2) y (1,-1,-1,-1) e V(-2).

((1,1,1,-1),(1,-1,-1,-1),(0,0,1,0),(0,0,0,1) ) es una base de R*; la matriz

) ) b

1 1. 0 0
1. —=1. 0 0
Q= 1. —-1. 1. 0
-1. —-1. 0 1
es inversible, con
1. 1. 0 O
_ 1 1. —=1. 0 O
1 —
@ = 2.0 =2 2.0 |~
2. 0o 0 2.
y se tiene
2 0 0 1.
;-1 |10 =2, 1. 1.
A= AQ= 0 0 |1. -1
0 0 | 1. 3.
Ponemos
1. -1
A= [ . 3 } ’
como

pA(X) :pA'(X) = (2_X)(_2_X)pA1(X)7

el anico valor propio de A; es 2, ahora con multiplicidad 2. Para el subespacio
V(2) de IR?, correspondiente a la matriz A, se tiene que

(1,—-1) € V(2).

((1,-1),(0,1)) es una base de IR?; la matriz

es inversible, con
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y se tiene
_ 2. —1.
e

Ponemos entonces

p- ]
[ 1L 1. 0 O 1. 0 0 O
_ 1. —=1. 0 0 0 1. 0 0
o 1. —-1. 1. 0 0 0 1. 0
| -1 -1. 0 1 0o 0 -1. 1.
1 1. 0 0
_ 1. -1. 0 O
o 1. -1. 1. 0
-1 -1 -1 1
La matriz P es inversible y
2 0o -1
1 |0 =2. 0
PrAP = 0 0 2. —1. |~
0 0 0 2.

como puede comprobarse.

6.4.6 Ejercicios.

1 Sea E une.v. de dimensiéon n #0, f € L(E) y (a1,...,ar) una base de E. Demués-
trese que la matriz [f, (a;)] es triangular superior si y sdlo si los subespacios

(a1), (ar,a2), ... ,{ai,a2,...,ar), ... ,{a1,a2,...,Gn)

son todos invariantes.

2  Demuéstrese que la matriz

3. 1. =3

de MR (3) del ejercicio 6 de la seccién 6.3 es semejante en IR a una matriz triangular.
Buisquese una matriz inversible P € Mg (3) tal que A" = P! A P sea triangular superior,
y digase cuanto vale A’.
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Demuéstrese que la matriz

1. 0 0 1

2. 0 1. 2

A= -1. -1. 2. 1
—1. 0 0 3

de MR (4) no es diagonalizable ni en IR ni en €. Pruébese que es triangularizable en IR y
busquese una matriz inversible P € Mg (4) tal que A" = P~1A P sea triangular superior,

y digase cuanto vale A’.
1. 1.
as| 3]

no es semejante a ninguna matriz triangular real. Pruébese que A es semejante a una
matriz compleja A’, triangular superior, y calctilese A’

3  Pruébese que la matriz

4  Pruébese que, si A € Mq(2), entonces es, o bien diagonalizable, o bien semejante a
una matriz de la forma
AL
A b

6.5 Polinomios que anulan una matriz.

con \ € C.

6.5.1 Vamos a dedicar esta secciéon a desarrollar brevemente una idea que ten-
dremos que utilizar en la construcciéon de las formas canénicas. Conviene que
el lector recuerde lo que significan p(f) y p(A) cuando p es un polinomio, f un
endomorfismo y A una matriz cuadrada (v. 3.4.8 y 3.4.29).

6.5.2 Si A y A’ son matrices semejantes, o sea, si A’ = P~'AP para una
matriz inversible P, y si p(X) es un polinomio, entonces p(A4) y p(A’) son también
matrices semejantes. Mas exactamente, se tiene

p(A") = P~Ip(A) P.

La demostraciéon de este hecho no presenta problemas. Se procede por induccion
(v. 1.4.5) para probar que
A" =ptAnp

para todo n € IN, y luego se extiende el resultado a los polinomios.

6.5.3  Si p(X) es un polinomio y
Ay

Ea
-
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una matriz cuadrada diagonal por bloques (se entiende que los bloques A; son
cuadrados), entonces

p(A1)

Ao
p(A) = p(A2)

p(Ag)

Esto se puede probar también por inducciéon para potencias cualesquiera de A,
pasando luego a polinomios.

6.5.4 Sea A una matriz n x n con elementos en IK (IR o €). No es evidente
que A sea ‘raiz’ de algtin polinomio, esto es, que

p(A)=0

para algun polinomio p € IK[X] que no sea, claro esté, el polinomio 0. Sin embargo
existen infinitos polinomios que anulan A; si p(4) = 0 es claro que también sera
q(A) = 0 para todo polinomio, ¢(X) = r(X) p(X), que sea multiplo de p. Basta
pues encontrar un polinomio que anule A para tener una infinidad de ellos.

Veamos una primera forma de probar la existencia de un polinomio que anula A.
Las n? + 1 matrices I, A, A%,..., A", constituyen un sistema ligado de M(n),
puesto que la dimension de este espacio es n?. En consecuencia, existen escalares
g, 01,2, . ..,0,2, no todos nulos y tales que

ol + 1A+ anA? 4t A" =0,
esto es, el polinomio
p(X)=ao+ a1 X + X+ 4 e X"

verifica que p(A) = 0. Notese que, como los «; no son todos nulos, el polinomio
p(X) no es idénticamente nulo.

Este resultado puede ser un punto de partida, pero en si mismo no es muy
atil. En primer lugar, p puede ser de grado n? y veremos que se pueden encontrar
polinomios que anulen A y tengan menor grado. Pero, ademas, no sabemos cuél
es el polinomio p, ni aun conociendo la matriz A. Veremos inmediatamente un
resultado que permite rebajar el grado del polinomio que anula A y calcular este
polinomio.

Conviene recordar que, si A y A’ son semejantes, lo son p(A4) y p(4’) para
todo polinomio p. En consecuencia, dos matrices semejantes son anuladas por los
mismos polinomios.

Se pueden hacer idénticas consideraciones para un endomorfismo f € L(FE) de
un espacio F de dimension finita. Para ello basta recordar que, si A representa a f
en una base, p(A) representa en la misma base a p(f). Esto significa en particular
que un endomorfismo y la matriz que lo representa son anulados por los mismos
polinomios.
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6.5.5 Ejemplo. Para la matriz

—-2. 4. 5.
A=1] -3. 5. 5.
0 0 1.

del ejemplo (6.3.9), el lector podra comprobar que
A?2 —3A+421=0,
o sea, p(A) = 0 para
p(X)=X?-3X+2=(X-1)(X-2).

Para llegar a esta conclusiéon no es siquiera necesario realizar el célculo de
A? —3A +21. Basta recordar de (6.3.9) que A es semejante a

1.
D= 1. ,
2.

observar que p(D) = (D —1I)(D—21) =0, y utilizar el hecho de que p(A4) y p(D)
son semejantes.
Notese que el polinomio p es un divisor del polinomio caracteristico de A ya
que
pa(X) = —(X — 1) p(X).

En consecuencia

pa(A)=—(A—1)p(A)=0.

Probaremos ahora que esto es lo que ocurre para todas las matrices.

6.5.6 TEOREMA (de Cayley-Hamilton!)

Toda matriz A € M (n) (IK =R o €) es raiz de su polinomio carac-
teristico, es decir, pa(A) = 0.

Todo endomorfismo f € L(E), de un espacio finito-dimensional real o
complejo, cumple que ps(f) = 0, donde pys es el polinomio caracteris-
tico de f.

La demostracién para el caso real es indirecta y se basa en el caso complejo.
Comenzaremos entonces por este ultimo, suponiendo que f es un endomorfismo
del espacio complejo E de dimension n # 0. La prueba servira al mismo tiempo
para el enunciado con una matriz compleja A, denotando por f en ese caso el
endomorfismo de €™ dado por A.

L Asf llamado en honor del matematico inglés Arthur Cayley (1821-1895) y del astrénomo y
matemaético irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865).



290 6. Diagonalizacion de endomorfismos y matrices

Sea p;(X) el polinomio caracteristico de f y A1, Ag,..., A, sus raices (no ne-
cesariamente distintas). Entonces

pr(X) = (=1)"(X = M)(X = A2) - (X = An).
Por lo tanto (v. 3.4.8),
pr(f) = (=1)"(f = Midg) o (f — Aeidg) o+ o (f — Anidp),
lo que abreviaremos, poniendo g; = f — \; idg , como
pr(f) =(=1)"giogao---0g,.

Los endomorfismos g; conmutan entre si, puesto que todos ellos son polinomios
de f. (Ademaés, esta conmutatividad se puede comprobar sin dificultad en este
caso concreto.) Denotemos por (aj,as, ..., a,) una base de E en la que la matriz
de f sea triangular superior (v. 6.4.3), o sea,

>\1 a% cee a}L
Ay - a%
[f? (a’L)] = :
)\71
Vamos a probar por induccién (v. 1.4.12) que, para todo k = 1,2,...,n, el
endomorfismo g o0 go o -+ - 0 g se anula en los vectores ai,as,...,a; . En primer
lugar
gl(al) = (f - /\1 Zd)(al) = f(al) — )\1(11 = /\1&1 — )\1@1 = 0
Si ahora suponemos que gy 0go0- -0 g (con k < n—1) se anula en ay,aq,...,a,
entonces, para i =1,2,...,k,

9100k 0 grt1(ai) = gr1 0 g1 0+ 0 gr(ai) = gr1(0) =0,
mientras que para ag41 , teniendo en cuenta que f(ag+1) = ai+1a1—|—- : ~+a’,§+1ak—|—
Ak+10k+1 , S€ tiene también que

gro---ogrogryi(ars1) = gro-ogr((f — Aerr1id)(ags1))
gro--ogr(far+1) = Aes1ak41)
= 0§19 ng(allg-i,-lal + e+ 04’12+1ak)
= 0.

Esto termina la prueba por induccién.

Para k = n, lo que acabamos de ver significa que g; 0 g2 o - -- o g, se anula en
todos los vectores de la base (a1, as, ..., a,); lo mismo ocurre con el endomorfismo
ps(f) =(=1)"giogao---0gy, que, por lo tanto, es nulo. O sea, ps(f) =0.

Si A es una matriz compleja n X n 'y f es el endomorfismo de C" dado por A,
se tiene que pa(f) = ps(f) =0, luego pa(A) = 0.

Ocupémonos ahora del caso real. Si A es una matriz real n x n, es también una
matriz compleja y, por lo tanto, pa(A4) = 0. Finalmente, si f es un endomorfismo
de un espacio real £y A es la matriz de f en una base cualquiera, tenemos que

pf(A) = pa(A) =0, luego ps(f) = 0.
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6.5.7  Obsérvese que, en el caso real, pa y py son polinomios con coeficientes
reales. Lo que impide hacer en el caso real la misma demostracion directa del caso
complejo es que p4 y py pueden no admitir una descomposicion

Pr(X) = (—1)"(X = A)(X = Ag) - (X — Ap)
con nimeros \; reales, porque son polinomios que pueden tener raices complejas

no reales.

6.5.8 Al margen de la utilizacion que muy pronto haremos del teorema prece-
dente, existen algunas aplicaciones inmediatas que es interesante citar.
Si A es una matriz n x n, pa(A4) =0, o sea,

(—1)"A™ + (=1)" T tr A- A" 4 (det A) T =0.

De la igualdad anterior se puede despejar A™, con lo que se obtiene A™ como un
polinomio de A de grado igual o menor a n — 1. Lo mismo se puede hacer a
continuacion con las potencias AT, Ant2 .

Resulta asi que cualquier potencia de A y, més generalmente, cualquier poli-
nomio de A coincide con un polinomio de A de grado igual o menor que n — 1.

6.5.9 Ejemplo. La matriz

A

Il
[ —
|
oo
|
o
—_

tiene por polinomio caracteristico
pa(X)=X?—4X +3

luego

A —4A+31=0

A*=4A-31.

En consecuencia, cualquier potencia de A es de la forma

A" =0, A+ B, 1.
Por ejemplo,

AP = A?A=(4A-31)A=4A* ~3A=4(4A-31)-3A =134 —121.

Es facil obtener una relacion de recurrencia entre los coeficientes ., y G, v los

41 Y Pnt1- Como
APl = A" A = (an A+ B 1A = anA? + 3, A

an(4A—=31) + B, A = (4o, + Br)A — 3a, I,
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resulta que

Apt1 = 4an + ﬂn y ﬂn—i—l == *30571 .
Sabemos ademas que ag = 0, By = 1, o3 = 1y B1 = 0. Se puede probar facilmente
por induccién que, para todo n,

3" -1 -3"+3
Por lo tanto, para todo n € IN,
n_q _an
A=y TS
2 2

o sea,
gn_ [ 23 -1 232
—3" 41 3742

6.5.10 Supongamos ahora que A es una matriz n x n inversible; denotemos por
pa(X) = a, X™ + an_1 X" '+ ..+ a1 X + g el polinomio caracteristico de A.
Sabemos que

()(nAn+Oén_1An_1 +-~~+O{1A—|—Oé0]: 0.

Multiplicando por A~! obtenemos
OénAnil + Oén_lAn72 + 4o I+ O(()Ail =0
y, como ag = det A # 0, podemos despejar A~!
1
A = —— (@, A" oy, AV g ).
o

Resulta asi la inversa de A como un polinomio de A de grado n — 1.

6.5.11 Ejemplo. Para la matriz

1.
1.

2.
A= | 4
1. 0

SN

(es la misma que en el ejemplo 3.4.36) el polinomio caracteristico vale
pa(X)=-X*+6X*+X -2,
luego
A2+ 6A2+A—-21=0,
A2+ 6A4+T—-24"1 =0,
y, por tanto,

1
A7t = 5(—A2 +6A+1).

Se puede comprobar que, efectivamente, se obtiene asi la inversa que ya fue calcu-
lada en (3.4.36).
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6.5.12 Sea A una matriz n X n. El polinomio caracteristico p4(X) anula A,
pero puede no ser el polinomio de menor grado que lo hace.

Por ejemplo, si A es diagonalizable y tiene valores propios repetidos se produce
esta situacion. Es lo que ocurre con la matriz de los ejemplos (6.3.9) y (6.5.5). Su
polinomio caracteristico es

pa(X) = —X?4+4X? -5X +2=(1- X)*(2 - X)
y pa anula A, pero también anula A el polinomio
p(X)=X?-3X+2=(1-X)(2-X),

como ya vimos.
La descripcion de los polinomios que anulan una matriz cuadrada A se puede
resumir en los dos puntos siguientes:

— Existe un tunico polinomio (salvo multiplicacion por constantes) de
entre los que anulan A que posee grado minimo. Se denomina polinomio
minimal de A.

— Los polinomios que anulan A son exactamente los multiplos del
polinomio minimal.

A pesar de que no es particularmente dificil, no nos detendremos en justificar estas
afirmaciones, ya que no vamos a utilizarlas en el posterior desarrollo del tema.

Naturalmente, si p(X) es un polinomio minimal de A, también lo es ap(X)
para cualquier a # 0. A veces se acuerda tomar como polinomio minimal el que
tiene coeficiente 1 en el término de mayor grado, pero, generalmente, la expresion
‘polinomio minimal’ sirve para designar a cualquiera de ellos.

Dos matrices semejantes poseen el mismo polinomio minimal, puesto que son
anuladas por los mismos polinomios (v. 6.5.2).

Como el polinomio caracteristico anula la matriz, resulta que es un miltiplo
del polinomio minimal (coincidente a veces con él).

El principal inconveniente del polinomio minimal es la inexistencia de un mé-
todo sencillo y general para el célculo de este polinomio, al contrario de lo que
ocurre con el polinomio caracteristico, que permite un célculo mecénico sencillo.

En los casos sencillos se puede encontrar por tanteo, sabiendo que divide al
polinomio caracteristico y que posee sus mismas raices (véase el ejercicio 14 de la
seccion 6.1). Es decir, si el polinomio caracteristico de A es

pa(X) = (A = X)) (A2 = X)P2 - (h, — X)Fr
con Ai, Ag, ..., A, distintos, entonces el polinomio minimal de A es de la forma
p(X) = (M = X)"1(he = X)2 - (A, = X)Pr

conl<l[; <k;.
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6.5.13 Ejemplo. La matriz de los ejemplos (6.3.9) y (6.5.5) tiene por polinomio
caracteristico

pa(X)=-X3+4X2 -5X +2=(1-X)*)2-X),

luego el polinomio minimal es o bien p4(X) o bien p(X) = (1 — X)(2—X). Como
ya hemos comprobado, este ultimo anula A, luego es el polinomio minimal de A.

6.5.14 Ejercicios.

1 Siendo p(X) un polinomio y

A| B
M =
una matriz cuadrada triangular por bloques, con bloques A y D cuadrados, compruébese
que la matriz p(M) tiene la forma

p(M) =

2 Bisquese una férmula que proporcione las sucesivas potencias de la matriz

[ 2. 2
A=1 5 —3.]

en funciéon de las matrices A e I.

3 Utilicese el procedimiento basado en el teorema de Cayley-Hamilton (v. 6.5.10) para
calcular la inversa de la matriz

4. 2. 5.

2. 2. —1. |.

0 -1 4.

4  a) Calculese el polinomio minimal de una matriz diagonal arbitraria. (Véase también
el ejercicio 13 de la seccion 6.6.)

b) Busquense dos matrices que posean el mismo polinomio minimal y no sean seme-
jantes.
5  Calculese el polinomio minimal de la matriz n X n

Al
A

(Véase también el ejercicio 13 de la seccion 6.6.)
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6.6 Forma candénica de endomorfismos y matrices.

6.6.1 Lo que pretendemos en esta seccidon es conseguir representar los endomor-
fismos mediante matrices diagonales por bloques

Ay

[ Ay ]
A

en las que cada bloque diagonal tenga la forma

Al
A

Una matriz diagonal por bloques con bloques de este tipo se llama matriz de
Jordan?. Las matrices de la forma

Al
A

se denominan cajas elementales de Jordan.

Asi pues, lo que llamaremos matriz de Jordan es una matriz diagonal por
bloques cuyos bloques diagonales sean cajas elementales.

En (6.1.3) vimos un ejemplo de matriz de Jordan con dos cajas elementales en
la diagonal.

Notese que una matriz de Jordan es triangular superior. Ademaés los tinicos
elementos que pueden no ser nulos son los diagonales y los de la superdiagonal
(los o] con i = j + 1); estos tltimos seran 1 o 0 segin correspondan al interior de
una caja elemental o a la separacion entre dos de estas cajas. Como las matrices
de Jordan son triangulares, sus elementos diagonales serédn los valores propios de
la matriz.

Ya vimos en (6.1.2) la idea esencial para conseguir matrices diagonales por
bloques; estudiaremos ahora la forma de conseguir que los bloques diagonales sean
cajas elementales de Jordan.

2del ingeniero francés Camille Jordan (1838-1921).
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6.6.2 Concentremos nuestra atencién en una caja elemental con diagonal nula,
es decir en una matriz n X n de la forma

01
0

0 1
0

Si f es un endomorfismo que se representa por esta matriz, entonces f = 0, o sea
A™ = 0. En efecto, si [f, (a;)] = A4,

f(al):07 f(a2):a17”~af(an):anfl7

luego
fla) =0, f*az)=0,...,f(an) =0,
y, €n consecuencia,
ffa;))=0, i=1,2,...,n.
Por lo tanto f™ = 0.

Notese que la base (a1, ..., ay) en la que [f, (a;)] = A es una base formada por
las imégenes sucesivas

ijl(an) g -vf2(an)7f(an)vanv

del vector a,,.

6.6.3 DEFINICION. Sea E un e.v. sobre IK y f € £L(E); decimos que f es
un endomorfismo nilpotente cuando fP = 0 para algin p € IN. Obviamente, si
fP =0, entonces fPt! = fP¥2 = ... = 0. Si f es nilpotente, existe un tnico p € IN
tal que
TR0y fP=0;

se dice entonces que f es nilpotente de orden p. Si f* =0, el orden de f es igual
o menor que k.

Si A es una matriz cuadrada y AP = 0 para algin p € IN, se dice que A es una
matriz nilpotente. Si p es tal que

AP~ L0y AP =0,

se dice que A es nilpotente de orden p.
Cuando A representa a f en alguna base, A* representa en la misma base a f*,
luego f es nilpotente si y solo si lo es A, y, en ese caso, lo son del mismo orden.

6.6.4 Hemos visto en (6.6.2) que toda caja elemental n x n de diagonal nula (y
todo endomorfismo representado por una matriz de ese tipo) es nilpotente; y no
es dificil ver que lo es de orden n (v. 6.6.24).

La afirmaciéon mas o menos reciproca de ésta seré el primer resultado impor-
tante de esta seccion (v. 6.6.8). Vamos a anteponer algunos resultados sencillos
que tendremos que utilizar.
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6.6.5 PROPOSICION

SifeL(E),ze€E, ff\="Y(x) #0y f*(x) =0, el sistema

(@, f(@),.... fF ()

es libre.
En efecto, los vectores z, f(x), ..., f¥(z) son no nulos y si
aor + arf(x) + -+ o1 fF () =0,
aplicando sucesivamente f*~1 f¥=2 . f a ambos miembros de la igualdad, se

obtiene que ap =0, a3 = 0, etc.

6.6.6 PROPOSICION

Si f € L(E), entonces

{0} =Ker f c Ker f C Ker f2 C ---

E=Imf'>Imf>Imf?’> .-

La demostracién es un ejercicio sencillo. Para Ker f© e Im f°, recuérdese que
0 .
f == ZdE .

6.6.7 Si f es nilpotente de orden p se tiene ademas

Ker P~ $Ker f? = E = Ker fPt! = Ker fPt2 = ...

Im fP~1 lefp = {0} =Im P =Im P2 =...

6.6.8 Obtencion de la matriz de Jordan de un endomorfismo nilpotente.
Sea F un espacio de dimension n # 0y f € L(E) un endomorfismo nilpotente
de orden p.
Pongamos K; = Ker f*,i=0,1,...,p; sabemos que

{O}ZKQCchKQC"'CKp_l CKPZE.
Los nimeros n; =dim K;, ¢ = 0,1,...,p verifican que

O=np<ni<nag<---<np_1 <y =n;
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sus diferencias d; = n; —n;—1, ¢ =1,...,p, camplen dy +ds +--- +dp, = n.
Notese que d; = ny . Por otra parte, como fP~! £ 0, K,_1 # E y n,_1 < n, luego
dp > 1.

Consideremos un suplementario, G, , de K,_1 en K, = E, o sea,
E=K,=G,® Kp_1;
G,, seré de dimension d, . Tomemos una base (as, .. ., aq,) de G, . Los vectores

f(al)a .. '7f(ad,,)

pertenecen a K,,_;, forman un sistema libre y

(flar),..., flaa,)) N Kp—2 = {0}.

La primera afirmacion se comprueba sin dificultad. Para la segunda, supongamos
que
aif(ar) +---+aq, f(aq,) =0;

entonces
P anag + - + Qq,aq,) = P2 e far) +-- -+ aq, f(aq,)) = fP2(0) =0,

luego a1a1 + -+ + ag,aq, € Kp—1 y entonces ajay + -+ + ag,aq, = 0, lo que
significa que a; = .-+ = ag4, = 0. Para probar la tercera de las afirmaciones,
supongamos que

arf(ar) + -+ aq, flag,) =o€ Kp_o;
se obtiene como en el caso anterior que
fp_l(alal 4+ .+ adpadp) =0

y que a; = -+ = ag, = 0, lo que significa que x = 0.

Consideremos ahora el subespacio (f(a1),..., f(aq,)) ® Kp—2 de K,_1 ; notese
que forzosamente d,, + np,_o < np_1, 0 sea, d, < dp_1. Denotemos por Gp—1 un
suplementario en K,_; de dicho subespacio, es decir

Kp 1=Gp1® (fla1),.. '7f(adp)> O Kpa.

Ahora es posible que Gp—1 = {0}, si es que d, = d,—1. Tomemos una base
(@d,+1,---,aq4, ,) de Gp_1, que estard formada por d,_1 — d, vectores. Los vec-
tores

fQ(a1)7 R f2(adp)7 f(adp+1)7 R f(adpfl)
pertenecen a K,_5, forman un sistema libre y

<f2(a’1)7 LR f(adp71)> N KP*3 = {0} :

La comprobacion de estos hechos es muy parecida a la que hemos detallado més
arriba.
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El proceso contintia de la misma manera hasta que se obtiene el tltimo suple-
mentario G ,

Kl — Gl EB <fp_1(a1)a"'7f(ad2)>

(recuérdese que Ky = {0}), suplementario que tendra dimension d; — ds . Se elige
finalmente una base (ag,+1,--.,aq4,) de Gy .

Consideremos ahora los dy, + dp—1 + - -+ + d2 + d; = n vectores que hemos ido
obteniendo

a - ag
flar) - flaa,) ag,+1 ' G4, ,

P73 (ar) -+ [P (aa,) P73 (ag,41) - P73 (ag, ) 0 aq,

fpil(al) fpil(adp) fpiz(adp—i-l) fp72(a’dp—1) f(adz) Ady+1 * " Qdy

organizados en p filas y en d; = ny columnas. En cada columna figura un vector
y sus imAgenes sucesivas; notese que, en cada caso, la imagen del vector por la
siguiente potencia de f ya es nula. El numero de columnas de las diferentes alturas
esdy, dp_1—dp, ..., di—dy;sabemos que d, > 1, pero las otras cantidades pueden
ser nulas todas ellas.

En este conjunto de n vectores, la ultima fila constituye una base de K ; al
reunirla con la penultima se obtiene una base de K5, y asi sucesivamente. La
reunién de todas ellas forma una base de K, = E.

Los vectores a;, f(a;), f(a;),- - ., f¥(a;), de una misma columna, forman una
base de un subespacio que es invariante para f. Si se considera la restriccion de f
a este subespacio, y la base formada por los vectores de la columna en el orden

(fk(ai)a EERE f2(ai)7 f(ai)a ai) 3
la matriz en esta base es una caja elemental de la forma

0 1
0

0 1
0
En consecuencia, si se toma la base de EF que hemos obtenido, en el orden
(fpil(a’l)a sy f(al)v 5 PRI f(adz)vadz’ad2+1a s ?adl) )

la matriz del endomorfismo nilpotente f resulta ser
A

Aq

1
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diagonal por bloques, con bloques diagonales de tamano decreciente que son cajas
elementales con ceros en la diagonal.

Notese que la base puede ser costosa de obtener, pero el nimero de las cajas
y los tamanos de las cajas resultan de un simple estudio de los rangos de las
potencias de f, que proporcionan las dimensiones n; y las diferencias d;.

6.6.9 Ejemplo. El endomorfismo f de IR* dado por la matriz

-1. 1. 0 0

-1. 0 1. 0

A= -1. 0 1. 0
-1. 0 1. 0 |

es nilpotente de orden 3, ya que se tiene que

0 —1. 1. 0]

o |0 —=1. 1. 0

A= 0 —-1. 1. 0
0 —-1. 1. 0 |

y que A% = 0. Como rg A =2 y rg A2 = 1, tenemos (utilizando las notaciones del
apartado precedente) que

TLOZO n1:2 TL2:3 TL3:4
di=2 do=1 dg=1.

La base de IR* que buscamos tendra la estructura

ai
flar)
fAa1) a2,
y al ordenarla como
(fZ(al)v f(a1>7 ai, a2)

la matriz de f en esta base seré

0

Busquemos ahora los vectores a; y as apropiados. Ky = Ker f2 es el subespacio
de dimensién 3

Ko ={(z,y,2,t) e R*| —y+2=0}.

Basta tomar como a7 cualquier vector no nulo que no pertenezca a K>, ya que
entonces
4
R = <a1> D KQ .
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Tomaremos, por ejemplo,
a; = (0, 170, 0) .
Este vector tiene por imagen
f(a1) =(1,0,0,0).
K7 = Ker f es el subespacio de dimensién 2 con ecuacion
-z +y =0
-z +2=0.
En este nivel no hay que escoger ningtin vector ya que

K> = (f(a1)) & K1,

como sabemos por el estudio de las dimensiones, aunque el lector puede comprobar
directamente este hecho. La columna se completa con el vector

f2<a1) = f(f(al)) = (_17 -1,-1, _1) .

El vector as es cualquier vector que forme con f2(a;) una base de K; . Tomaremos,
por ejemplo,
as = (0,0,0,1).

En la base
((-1,-1,-1,-1),(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1))

el endomorfismo f tendra la matriz que hemos descrito antes. El lector podra
comprobar que, para

-1 1. 0 O
-1 0 1. 0
P= -1 0 0 O ’
-1 0 0 1.
se tiene que
01
P'AP =
0

6.6.10 Obtencion de la matriz de Jordan de un endomorfismo con un solo
valor propio de multiplicidad igual a la dimensién del espacio.

Sea E un espacio sobre IK (IR o €) de dimensiéon n # 0y f € L(E) un endomor-
fismo. Supondremos que f posee un solo valor propio A € IK de multiplicidad n.
El polinomio caracteristico de f es entonces

pr(X) = (=D)"(X = A)".
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De acuerdo con el teorema de Cayley-Hamilton se tiene que py(f) =0, o sea,
(f = Xidg)" =0.

El endomorfismo g = f — Aidg es nilpotente de orden igual o menor que n.
El método que hemos explicado en (6.6.8) permite entonces obtener una base
(a1,...,ay) en la que la matriz de g es diagonal por bloques

Ay
[ga (al)] = - )
Ap
con bloques diagonales A; de la forma

0 1
0

0 1

0

Como f = g+ Aidg , es inmediato comprobar que la matriz de f en la misma base
es diagonal por bloques,

B |
£, (a)] = :

con bloques diagonales B; de la forma
Al
A

Al
A

La matriz [f, (a;)] es pues una matriz de Jordan.

6.6.11 Ejemplo. El endomorfismo f de IR* dado por la matriz

0 1. 0 O

-1. 1. 1. 0

A= -1. 0 2. 0
-1. 0 1. 1

tiene como polinomio caracteristico

pf(X):(X—1)4,
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luego un solo valor propio, 1, de multiplicidad 4.
El endomorfismo g = f — id viene dado por la matriz

—1.
—1.
—1.
—1.

B =

oo o~
e
cocoo

0 sea, es el mismo endomorfismo nilpotente que fue estudiado en el ejemplo (6.6.9).
Para la base

((=1,-1,—1,-1),(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1))

de IR*, la matriz de g es

0

luego la matriz de f = g + id en esa misma base es

11

6.6.12 Nos queda por ver lo que ocurre en el caso general. Para ello necesitamos
un resultado esencial, que es el que presentamos en (6.6.14).

Sea E un espacio sobre IK de dimension n # 0y f € L(E) un endomorfismo.
Supongamos que py(X) posee n raices en IK, iguales o distintas. Denotemos por

A1y ..., Ap € IK las raices de py y por ki, ..., k, sus multiplicidades, que sumaran
ki+--+k,=n.
Si Vi(A1),...,V(\p) son los correspondientes subespacios propios, la suma di-

recta (v. 6.1.16)
VA) @@ V(A)

puede ser todo E cuando f es diagonalizable (v. 6.3.6) pero, cuando f no es
diagonalizable, es un subespacio diferente de F.

Lo que se puede hacer es substituir cada subespacio propio V(}\;), que es
Ker(f — A;idg), por alguno de los nucleos Ker(f — X\;idg)", que son mayores
(v. 6.6.6); se suele dar el nombre de subespacios propios generalizados a estos
nicleos. Veremos que los que sirven son justamente los

F; = Ker(f — Niidg)*,

donde el exponente k; es la multiplicidad de A; como raiz.
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Comenzaremos por algin resultado sencillo, para terminar probando la propo-
sicion (6.6.14), que es el resultado de demostracion mas dificil de entre los que se
proponen en esta seccion.

Los subespacios generalizados, Ker(f — \; idg)", son invariantes para f. En
efecto, si x € Ker(f — A;id)", entonces, teniendo en cuenta que f y f — A;id
conmutan, resulta para f(z) que

(f = Aiid)"(f(z)) = (f = Aiid)" o f(x) = f o (f = Aiid)"(x) = £(0) = 0,

por lo que f(z) € Ker(f — A; id)".
El resultado que anunciamos ahora es una generalizacion de (6.2.13).

6.6.13 PROPOSICION

Sea E un e.v. sobre IK de dimensién n # 0, f € L(E); sea A € IK
un valor propio de f. Denotemos por k el orden de multiplicidad de A
como raiz de py(X). Sir € IN, entonces el subespacio Ker(f — Aidg)"
verifica que

1 <dimKer(f — Nidg)" < k.

Pongamos F' = Ker(f — Aid)". Como
V(A) =Ker(f — Aid) C Ker(f — Aid)" = F

y A es un valor propio, F' # {0} y dim F' > 1.

Denotemos por h la dimensién de F'; vamos a probar que h < k. El endo-
morfismo inducido por f en F verifica que (f — Aid)"” = 0, a causa de la propia
definicion de F'. Si g es el endomorfismo de F' dado por g = f—Aid, g es nilpotente

y existe una base (ai,...,ay) de F tal que
0 (651
0 .
[97(a1u"'7ah)]: )
0 ap1
0
donde los «; valen 0 o 1. Para esta misma base,
A a1
A
[f; (a1, an)] =
A oap—
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Completemos (ay,...,ap) hasta formar una base (ay,...,an,...,a,) de E. La
matriz de f en esta base de E es de la forma

)\041

A

O A/l

por lo que, siguiendo el mismo razonamiento que en (6.2.13),
pr(X) = (A = X)"q(X),

lo que demuestra que k (multiplicidad de la raiz \) es igual o mayor que h.

6.6.14 PROPOSICION

Sea E un e.v. sobre IK (IR o €) de dimension n # 0y f € L(E).
Supongamos que el polinomio caracteristico py(X) posee n raices en
IK, iguales o distintas. Denotemos por Aq,..., A, las raices diferentes
de py(X) y por ki, ...,k sus multiplicidades. Pongamos

Fy =Ker(f — Njidg)*, i=1,...,p.
Entonces se tiene que
dmF;,=Fk;, i=1,...,p
y que los subespacios F1,..., F}, son invariantes y verifican

E=F & --&F,.

El polinomio caracteristico de f sera
pr(X) = (=1)"(X =AM (X = X)),

y el teorema de Cayley-Hamilton nos garantiza que ps(f) = 0.

Recordemos la conmutatividad entre dos polinomios cualesquiera del endomor-
fismo f (v. 3.4.8); tendremos que utilizarla varias veces a lo largo de la demostra-
cion.

Denotemos por p;(X) los polinomios

(=D"ps(X)

n&) = R

1=1,...,p,
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resultantes de suprimir el factor (X — ;)% en el polinomio caracteristico. Se tiene
para todoi=1,...,p que
(X =AM pi(X) = (=1)"ps(X),
luego
(1) (f=Aid)* opi(f) =0.
Observemos también que, si x € F; = Ker(f — \;id)", entonces
(2)  pi(f)(@)=0, paraj#i,
ya que p;(f) = q(f) o (f — Xiid)*:, donde g es un polinomio.
Como Aq,...,\, son diferentes, los polinomios p;(X),...,py(X) son primos
entre s (v. 1.13.14); en consecuencia, existen polinomios ¢1(X),..., g, (X) tales
que

@ (X)p1(X) + -+ gp(X)pp(X) = 1.

Resulta asi que
) alf)opi(f)+--+aqp(f) opp(f) =idp.
Comencemos por probar que
E=F + - +F,.
Sea z € E. Por la igualdad (3)
z=q(f)opr(f)(x)+ - +ap(f) opp(f)(x) =21+ - +3p,

donde hemos puesto

zi = qi(f)opi(f)(x), i=1,....p.
La imagen de z; por (f — \; id)* vale

(f = Nid)¥ (z;) = (f = Niid)* 0 q;(f) o pi(f)()
ai(f) o (f = Niid)* o p;(f)(z)
=0,

como consecuencia de (1). Asi pues
z; € Ker(f — \;id)* = F;.

Esto demuestra que la suma de los subespacios F; es F.

Para probar que la suma es directa bastaré con que mostremos que si

0:x1+...+1~p
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con r1 € Fq,...,x, € I}, necesariamente 1 = --- = x, = 0. Veamos que eso es
lo que ocurre efectivamente. Tomemos uno cualquiera de los z; y apliquemos el
endomorfismo p;(f) a la igualdad 0 = x1 + - - - + 2, ; el resultado es

0=pi(f)(@1) + -+ pi(f) (@) + -+ pi(f)(zp)

y, utilizando (2) y la igualdad precedente, se obtiene que

0 =pi(f) (@) .
Utilizando ahora (3),

zi = q(f) opr(F) (@) + -+ ai(f) opi(f) (i) + -+ + gp(f) 0 pp(f) (i) = 0,

puesto que todos los términos son 0 a consecuencia de (2) y de la igualdad que
acabamos de obtener. Por lo tanto, la suma es directa.

Ya hemos visto en (6.6.12) que los subespacios F; son invariantes.

Las dimensiones de los F; verifican

dim Fy +---+dim F), = n;

ademas dim F; < k; para todo ¢, y, por hipétesis, k1 +- - -+k, = n. En consecuencia

debe ser
dim FL' = k‘z

para todo 1.

6.6.15 EI que la dimension de Ker(f — A;id)* coincida con el orden k; de
multiplicidad de A; significa que F; es el mayor de todos los subespacios propios
generalizados Ker(f — A;id)”. Por lo tanto no se puede aumentar el subespacio
aumentando la potencia r por encima de la multiplicidad de ;.

Por otra parte, es posible que F; se obtenga como Ker(f — \; id)” para r < k; ;
de hecho es algo que sucede con frecuencia.

6.6.16 Obtencion de la matriz de Jordan de un endomorfismo (caso
general).

Sea E un espacio sobre IK (IR o €) de dimension n # 0y f € L(E) un
endomorfismo. Supongamos que el polinomio caracteristico ps(X) posee n raices
en IK, iguales o distintas. Denotemos por Ay, ..., A, las raices diferentes de py(X)
y por ki, ..., k, sus multiplicidades. Hemos visto que los subespacios

Fy =Ker(f — Njidg)*, i=1,...,p,

son invariantes, de dimension k;, y E=F, ©--- ® Fj.
Eligiendo una base de E que sea reunién de bases de los subespacios F; , obte-
nemos para f una matriz diagonal por bloques,

4|
.

A:
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donde cada bloque A; es la matriz del endomorfismo que f induce en Fj.

Ahora bien, en cada subespacio F; podemos emplear el procedimiento de (6.6.8)
para el endomorfismo g = f — \;id, que es nilpotente ya que ¢g¥ = 0 sobre Fj.
Obtendremos asi una base de F; en la que la matriz de g sera una matriz de Jordan
con 0 en la diagonal, mientras que la matriz de f sera igual pero con el valor \;
en la diagonal.

Si son éstas las bases que se retnen, cada uno de los bloques A; es una matriz
de Jordan con el valor \; en todos los lugares de la diagonal,

Ao 1
g

Por lo tanto, la matriz A serd una matriz de Jordan con los valores Ai,..., A, en
la diagonal.
Hemos obtenido asi el resultado que enunciamos seguidamente:

6.6.17 TEOREMA

a) Sea E un espacio sobre IK (IR o €) de dimension n # 0y f € L(E).

Para que exista una base (a1, ...,a,) de E en la que la matriz [f, (a;)]
sea una matriz de Jordan es condicién necesaria y suficiente que se
verifique

(d1) ps(X) posee n raices en IK, iguales o distintas,

propiedad que siempre se verifica cuando IK = C.

b) Sea A € M (n) IK = IR o €). Para que A sea semejante a una
matriz de Jordan es condicién necesaria y suficiente que se verifique

(d1) pa(X) posee n raices en IK, iguales o distintas,

propiedad que siempre se verifica cuando IK = C. Toda matriz cua-
drada compleja es semejante a una matriz de Jordan.

a) Ya hemos visto que la condicion es suficiente, a la vez que explicdbamos un
método para buscar la base y la matriz de Jordan.

La condicién es también necesaria, puesto que las matrices de Jordan son ma-
trices triangulares.

b) El resultado para una matriz se obtiene considerando el endomorfismo de IK™
dado por la matriz.
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6.6.18 DEFINICION. Si J es una matriz de Jordan que representa al endo-
morfismo f en una base, se dice que J es la forma canonica de Jordan de f.

Si J es una matriz de Jordan semejante a la matriz A, se dice que J es la forma
candnica de Jordan de A.

Todas las matrices complejas (y, por lo tanto, todas las matrices reales) admiten
una forma canoénica. Ahora bien, para una matriz real es posible que su forma
canodnica no sea real, cuando las raices de su polinomio caracteristico no son todas
reales; es ese caso, la matriz de paso tampoco sera real.

Si un endomorfismo, o una matriz, es diagonalizable, entonces la correspon-
diente matriz diagonal es su forma canoénica. El proceso de construccion que
hemos visto conduce en ese caso a la matriz diagonal (véase el ejercicio 14 de esta
seccion).

6.6.19 Ejemplo. El endomorfismo f de IR* dado por la matriz
0

0
0
A= 0
2.

oo

—4.

0 2.

0 0

4. 8. -1
tiene como polinomio caracteristico

pr(X) = X(X - 2)%,

con raices 0 (de multiplicidad 1) y 2 (de multiplicidad 3). El rango de A—21 es 2,
luego dim V' (2) = 2 y el endomorfismo no es diagonalizable. Pondremos

Fy =Ker(f —2id)?® y Fy=Kerf.

El endomorfismo g = f — 2id viene dado por la matriz B=A — 21,

—2. —4. 0 -1
0 0 0 0
B= 0 0 -2. 0
4 8. —12. 2.
Tenemos que
0 0 12. 0 0 0 —-24. 0
2o |0 0 0 0 3 |0 O 0 0 )
B = 0 O 4. 0 » B = 0 0 8.0 ’
0 0 0 0 0 0 0 0

por lo tanto, F; = Kerg® = Kerg? es el subespacio de dimensién 3 formado
por los (z,y,2,t) € IR? tales que z = 0. El endomorfismo ¢ es nilpotente de
orden 2 sobre Fy. Utilizando las notaciones de (6.6.8), el nicleo K; = Ker g tiene
dimensién 2 y ecuacion
2r+4y +t=0
z =0.
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En consecuencia,
n=0 n1 =2 ny=3
di=2 dy=1
y la base de F; que buscamos tendra la estructura

a
glar) a2
y habra que ordenarla como
(9(a1),a1,az).

Como aq, se puede tomar cualquier vector de F que no esté en K5 ; pondremos

a; = (0,0,0,1).
Entonces

g(a1) =(-1,0,0,2).

Ahora basta elegir as de manera que complete con g(a;) una base de K ; toma-
remos, por ejemplo,

as = (2,—1,0,0).
Esto termina el trabajo con Fj; la matriz del endomorfismo inducido por
g=f—2iden F|, para la base (g(a1),a1,a2), es

0 1
0 1,
L 0 -
luego la matriz del endomorfismo inducido por f en F}, para esta misma base, es
o g -
2 |
L 2 -

El subespacio F; = Ker f tiene dimension 1 y ecuacion
t=20
Y =0
T -3z =0.
En este caso bastard tomar un vector cualquiera, no nulo, de F>. Por ejemplo, el
vector (3,0,1,0).
En la base de R*
((-1,0,0,2),(0,0,0,1),(2,-1,0,0),(3,0,1,0) ),
reunion de las bases que hemos elegido en F} y en F5, la matriz de f es

2 1
2

como puede comprobar el lector.
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6.6.20 Vamos a dar una alternativa al procedimiento que hemos desarrollado
en el ejemplo precedente. No presenta ninguna diferencia de fondo con lo que
yva hemos hecho; simplemente evita tener que trabajar constantemente con las
ecuaciones de los subespacios F; = Ker(f — \;id)*", lo que en ocasiones puede
resultar molesto.

La variante consiste en reducir, en un primer paso, la matriz de f a la forma
diagonal por bloques (con bloques cualesquiera). Para ello basta tomar una base
del espacio que sea reunion de bases (cualesquiera) de los subespacios F; . Se puede
asi obtener una matriz Q que transforme la matriz A de f en

Ay
A
QTAQ = E . ;

A,

sin que las matrices A; sean de ninguna forma especifica.

En una segunda fase, lo que se hace es reducir cada A; a la forma cano-
nica, buscando una matriz @Q;, inversible y del mismo tamano que A;, tal que
Al = Q;lAi Q; sea una matriz de Jordan. Para ello basta seguir las indicaciones
de (6.6.10), puesto que la matriz A; posee un solo valor propio.

Poniendo entonces

@1
Q2
P = Q . )
@p
se tiene que
Ay
Ay
PlAP = , ,

/
Ay
como es facil comprobar. La matriz obtenida ahora es la forma canoénica de f y

de A, y la matriz P proporciona la base de E en la que f se representa por dicha
forma canonica.

6.6.21 Ejemplo. Veamos cémo se utilizan las recomendaciones del apartado
precedente para el endomorfismo del ejemplo (6.6.19), que venia dado por la matriz

0 -4 0 -1
0 2. 0 0
A= 0 0 0 0
4. 8. —12. 4.

El subespacio correspondiente al valor propio 2, F; = Ker(f —2id)3, tiene por
ecuacion z = 0. El sistema

((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1))
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es una base de F}.
El subespacio correspondiente al valor propio 0, F; = Ker f, tiene por ecuacién

t=20
Yy =0
T -3z =0,

y el vector (3,0, 1,0) forma una base de F;.
Tomando entonces

. 0 0 3
0 1. 0 O
@= 0 0 0 1
0 0 1. 0
se obtiene la matriz diagonal por bloques
0 —4. -—1.

A0 2
U

o

Nos ocuparemos ahora de la matriz

0 —4. —1.
A=10 2. 0
4. 8. 4

que tiene el tnico valor propio 2 con multiplicidad 3. Consideremos el endomor-
fismo nilpotente ¢ de IR® dado por la matriz

-2. —4. -1
Bi=A—-21= 0 0 0
4 8 2
Como (Bj)? = 0, g es nilpotente de orden 2. Con las notaciones habituales,

tenemos que K7 = Ker g es el subespacio de IR? de dimension 2 y ecuaciéon
20 +4y+2=0.
Las dimensiones que interesan y sus diferencias son

ng=0 n;=2 no=
di=2 do=1,

y la base de R? que buscamos tendra la estructura

a
glar) a2
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y habra que ordenarla como
(9(a1),a1,az2).
Como a; se puede tomar cualquier vector de IR® que no esté en K; ; pondremos

a; = (1,0,0) .

Entonces
g(al) = (723 Oa 4) .

Ahora, elegimos as de manera que complete con g(a;) una base de K ; por

ejemplo,
as = (2,—1,0).
Poniendo _
—-2. 1. 2
Q1= 0 0 -1
4. 0 0 |
se obtiene que
2 1]0
Qi'A4Qi=]0 2|0
0 0|2 |

Pongamos finalmente

1. 0 0 3. -2. 1 2.
|10 1.0 O 0 0 -1
~ 10 0 0 1 4. 0 0

|0 0 1.0 1

[ —2. 1. 2. 3
- 0 0 —-1. 0
o 0 0 0 1 ‘

| 4.0 0 0

Con esta matriz se obtiene que
2 1
—1 .
P AP = 5 ,

0

es decir, se obtiene la forma canoénica de f, como en el ejemplo (6.6.19). Notese
que existen diferentes bases de IR* en las que f tiene su forma canoénica. Por
ejemplo, ahora hemos obtenido la base

((_27 01 Oa 4)7 (]-7 Oa 070)7 (21 _17070)7 (3707 ]-7 0) ) 3

diferente de la que obtuvimos en (6.6.19). Esto no depende del método empleado,
sino de la eleccion que se haga en cada caso de los vectores arbitrarios.
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6.6.22 Ejemplo. La matriz compleja
2¢ 0 1
A=]1 0 1 0
1 00
tiene como polinomio caracteristico
pa(X) = —(X - 1)(X i),

con raices 1 (simple) e 4 (doble). Denotaremos por f el endomorfismo de €* dado
por A y pondremos

Fy =Ker(f —id) y Fy=Ker(f—i-id)?.

El vector (0,1,0) forma una base de Fj.
F5 es el subespacio

F={(z,y,2) 6@3|y=0},

mientras que K7 = Ker(f—i-id) tiene dimensién 1 (por eso A no es diagonalizable)
y ecuacion
tx +2z=0
Y =0.
Denotemos por g el endomorfismo g = f — i -id. La base de Fy que interesa sera

de la forma (g(a),a), donde a debe ser un vector de Fy que no pertenezca a K .
Tomaremos el vector (1,0,0), cuya imagen por g es el vector (¢,0,1). En la base

((0,1,0),(¢,0,1),(1,0,0))
de €3, f tendra la forma canonica; o sea, para
0 i
P=1]10
0 1

la, forma canoénica de A se obtendra como P~ !AP. El lector comprobara que,
efectivamente,

6.6.23 Vamos a terminar esta seccién estudiando la manera en que la forma
canonica de Jordan sirve para el célculo de polinomios de matrices (y, consecuen-
temente, de endomorfismos).

Sea A una matriz compleja n X n, de la que denotaremos por J su forma de
Jordan; sea p(X) un polinomio con coeficientes complejos. Como J = P~tAP
para una matriz inversible P, entonces

P(A)=Pp(J) P!
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(v. 6.5.2). Esto permite calcular p(A) a través de p(J).

La ventaja estriba en que, como J tiene una estructura sencilla, sus potencias
son mas faciles de calcular, y lo mismo ocurre con los polinomios. Pero la sencillez
de J no proviene s6lo de que posee bastantes ceros, sino del tipo y disposiciéon
de sus elementos no nulos; esto permite realizar el célculo de p(J) aplicando una
férmula sencilla que vamos a obtener.

Si J es una matriz diagonal

A
A2

entonces

como es facil comprobar. (Para todas las comprobaciones de este tipo conviene
empezar con potencias y pasar luego al caso de polinomios cualesquiera.)

Cuando J no es diagonal, la cosa es algo menos sencilla. Hay que tener en
cuenta que

|

7]
-

donde los bloques J; son cajas elementales de Jordan. Por lo tanto (v. 6.5.3)

_p(J1) |
J2
p(J) = on ,

p(Jk)

y la dificultad queda reducida a saber calcular p(J) cuando J es una caja elemental.

6.6.24 Si
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es una caja elemental n x n con la particularidad de tener ceros en la diagonal, es
facil ver que sus potencias vienen dadas por

0 --- 1

Hk .. ..

1

es decir, que su término general ag es 1 cuando ¢ = j+k y 0 en los restantes casos.
La idea para probar esto se puede ver en (6.6.2). En particular,

0 - - 1
HTL—IZ
0
y H* = H"tl =... = 0.
6.6.25  Sea ahora
Al
A
J:
A1
A

una caja elemental cualquiera, de tamano nxn, y sea p(X) = ag+ay; X+ - -+a,. X"
un polinomio. La férmula de Taylor® significa para este polinomio que

//\ i A ) A
p(X):p(/\)+p1(')(X—/\)+p2(| (X244 ? T? J(x —
donde p/, p”,...,p") representan las derivadas sucesivas de p. Entonces
/() () r) A
p(J):p(/\)l+p1(|)(,]—>\])+p2(' Jg-anps 4 ? rf )7 a1y

3del matematico inglés Brook Taylor (1685-1731); la formula sera sin duda conocida del lector
en su version con resto, pero le hacemos notar que, en el caso de un polinomio, se trata de una
férmula exacta siempre que se llegue en el desarrollo por lo menos hasta el grado del polinomio.
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Basta ahora tener en cuenta cémo son las potencias de H = J — A I, que han sido
descritas en (6.6.24), para obtener la formula

/" n—1)
) P s
p(J) = :
(N
i p(A)

6.6.26 Ejemplo. Calculemos I + A — A® para la matriz

0 1. 0 O

-1. 1. 1. 0

A= -1. 0 2. 0
-1. 0 1. 1

del ejemplo (6.6.11). Vimos en aquel ejemplo que para

-1. 1. 0 O
—-1. 0 1. 0
P= -1. 0 0 O
-1. 0 0 1.
se tenia que
11
J=P AP = i
1
1
Pongamos p(X) =1+ X — X8
1 1
Jy = 11| y Hh=[1]
1
Los célculos que hay que realizar son
p(1) p'(1) p"(1)/2 1. —7. —28.
p(1) = p()y Q) | = Lo-7 |,
p(1) 1
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1. —-7. -—28.
p(J1) 1. —7.
J) = = ’
p(J) [ P(JQ) ] L
1.
y, finalmente,
8 21. —-28. 0
e B 1| 729, =35. 0
[+ A=A =pA)=Pp() P =1 . 5 a4
7. 28. -35. 1.

6.6.27 La formula de (6.6.25) que proporciona p(J) cuando p es un polinomio
y J una caja elemental n x n, tiene una consecuencia inmediata: si J es

PN =aN), 'V =d'(N),-...p" V() =¢" PN,

entonces p(J) = q(J).
Este resultado se puede extender a una matriz cualquiera. Sea A una matriz
compleja n X n, A1,...,Ap los valores propios distintos de A,

pa(X) = (1) (X = M) (X = Ay

su polinomio caracteristico y p(X) y ¢(X) dos polinomios. Si coinciden los si-
guientes valores de los polinomios y sus derivadas

entonces p(A) = q(A).

Para probar este hecho se puede razonar sobre la forma canoénica de A con
ayuda del resultado para las cajas elementales.

Hay, sin embargo, una demostraciéon directa muy breve, que es la que vamos a
exponer. Denotemos por 7(X) = p(X) — ¢(X) el polinomio diferencia de ambos.
Como para todoi=1,...,p

(M) = 0,7/ (M) = 0., 7R =D (A) =0,
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resulta de la formula de Taylor (v. 6.6.25) en potencias de X — \; que
r(X) = (X = x)"si(X),

donde s;(X) es un polinomio; esto, para todo ¢ = 1,...,p. En consecuencia, r(X)
es divisible por (X — A\1)*1, por (X — A\2)*2, etc.; por lo tanto

r(X) = (X = A" (X = Ag)™ - (X = )P s(X),

donde s(X) es un polinomio. Como, por el teorema de Cayley-Hamilton,
pa(A) =0, resulta que

Asi pues
p(A) = q(A) =r(A4) =0

y se obtiene la igualdad.
Notese que si A es una matriz nxXn con valores propios Ay, ..., A, todos simples,
la condicion suficiente para la igualdad de p(A) y ¢(A) se reduce a que

p(A1) = q(\1), -, p(An) = q(An) -

En el fondo, las ideas expuestas en este apartado son otra version (mas comoda
en su forma actual) de lo que ya vimos en (6.5.8).

6.6.28 Ejemplo. Para calcular cualquier potencia de la matriz

5. 4.
a5 )
cuyos valores propios son 3 y 1, podemos buscar para la potencia A™ un polinomio
de la forma a,A + 8,1 que coincida con A™. Es suficiente para ello que los

polinomios
p(X)=X" v ¢X)=0aX+B,

tomen los mismos valores en 3 y en 1. Resulta sencillo ver que esto equivale a que

3" -1 —-3" 43
Por lo tanto,
3" -1 -3"+3
A" = A 1
2 + 2

2.3"—1 2.3" 2
3" 41 3" 42

Compérese este procedimiento con el que desarrollamos en el ejemplo (6.5.9).
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6.6.29  Solo un breve comentario final sobre la definicién y el calculo de funciones
h(A) de una matriz n x n, A, cuando h es una funcion diferente de un polinomio.
El ejemplo mas importante entre las funciones de una matriz es e (que es h(A)
para la funcion exponencial h(z) = e*), a causa de su utilidad en la resolucion de
sistemas diferenciales lineales.

La generalizacién mas obvia de los polinomios son las series de potencias. El
lector sabe que una serie de potencias

oo
E ap 2"
n=0

no converge generalmente para cualquier valor de z € C. Los mismos problemas
surgen cuando se pretende definir la matriz suma de la serie

o
E a, A"
n=0

como limite de los polinomios
T
pr(A) = Z a, A"
n=0

cuando r tiende a infinito.
El lector podré ver en cursos posteriores que, en el caso de la exponencial, no
existe problema alguno para definir

como no lo hay tampoco para la convergencia de la serie

.
n!

n=0

para todo z € €. La funcién e, definida como acabamos de decir, verifica buena
parte de las propiedades de la exponencial de ntimeros complejos. Por ejemplo, si
AB = BA, se tiene que

también

A

asimismo, e”* es inversible y

(6A)_1 — e—A )

Una de las maneras de calcular la exponencial de una matriz (y también otras
funciones) es utilizar la forma canonica de la matriz y las formulas de (6.6.23)
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y (6.6.25), que son también validas cuando p es, en lugar de un polinomio, la
funcion p(z) = e*.

También es valido para la exponencial de una matriz (y para otras funciones) el
comentario del apartado (6.6.27). Es decir, e* = g(A) para todo polinomio ¢ cuyo
valor, y el de las correspondientes derivadas, coincida con los de la funcion e*, y
sus derivadas (recuérdese que la exponencial es su propia derivada), en los valores
propios de A.

El objetivo de estas consideraciones es tnicamente introducir al lector en el
‘ambiente’ de ciertas ideas que tendrd que estudiar en cursos posteriores. Natu-
ralmente, no hemos justificado las distintas afirmaciones, ya que ello nos llevaria a
introducir y estudiar la convergencia de matrices, tema que cae fuera del propoésito
de este libro.

6.6.30 Ejercicios.

1 Siendo f un endomorfismo, nilpotente de orden p, de un e.v. E, se considera para
todo vector x # 0 el namero r € IN para el que

7@ #£0 y (@) =0.

Se dice que r es la altura del vector z. La altura del vector 0 es 0, por definicion.
Compruébese que la altura de cualquier vector es igual o menor que p. Pruébese que, si
Z1,...,Tk son vectores no nulos y de alturas diferentes, el sistema (x1,...,xx) es libre.

2  Denotemos por D el endomorfismo de derivacién de los polinomios sobre el espacio
IR, [X] (véase el ejercicio 9 de la seccion 2.1 y también el ejercicio 2 de la seccion 6.1).
Compruébese que D es nilpotente. Calciilese la forma canénica de Jordan para D, y
busquese una base del espacio en la que D se represente por dicha forma candénica.

3 Busquense matrices 3 X 3, con polinomio caracteristico (1 — X )3, para las que A —1
sea una matriz nilpotente de orden 1, 2 y 3.

4  Busquese una base de IR® en la que el endomorfismo dado por la matriz

—1. 3. —5. 2. 0
0 1. 3. 1. 0
0 1. -2 0 0
0 0 1. —2. 0
0 -1 3. —2. -1

se represente por una matriz de Jordan. Calculese también la matriz de Jordan que
resulte.

5  Calculese la forma de Jordan de la matriz

6. 0 0 3.
0 6. 0 O
0 3. 6. 0
0 0 0 6

y la matriz de paso que permite obtenerla.
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6  Calculese la forma canénica de Jordan de la matriz n X n (n > 3)

O O O oo
OO O oo
OO O O
o O o~ O
OO = OO

7  Pruébese que todas las matrices n x n de la forma

(A a3 a3 -+ o al ]
A a2 o o a2
A . Al
A ot
L A -
con ad,a2,...,a” ! no nulos, poseen la misma forma canénica
Al
A
Al
A
8 Sabiendo que el endomorfismo f se representa en una base (a1, ..., an) por la matriz
A
1 A
[f: (a:)] = I :
A
1 A

busquese una base del espacio en la que f se represente por su forma canoénica.

9  Pruébese que, si f es un endomorfismo de F y A un escalar que no es valor propio,
entonces los subespacios Ker(f — Aidg)"” se reducen a {0} para todo r € IN.

10 Sea f un endomorfismo del e.v. FE y p un escalar cualquiera; pongamos
g = f—pidg . Pruébese que, si A es un valor propio de f, entonces A — u es un valor pro-
pio de ¢; compruébese también que los subespacios Ker(f — Aid)" y Ker(g — (A — p) id)"
coinciden.

11  Sea f un automorfismo (un endomorfismo biyectivo) del e.v. E.
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a) Compruébese que, para X # 0, se tiene la igualdad
(=Moo (f = (1/N)idg) = f — Nidg .

b) Pruébese que, si A es un valor propio de f, entonces 1/X lo es de ™. Pruébese
ademas que, para todo r € IN, los subespacios propios generalizados Ker(f — Aid)" y
Ker(f~' — (1/)\)id)" coinciden.

12 Sea Eune.w.y f,g € L(E) dos endomorfismos tales que go f = f o g. Pruébese
que, para todo A € IK y todo r € IN el subespacio Ker(f — Aid)” (que ya era invariante
para f) es también invariante para g.

13 Sea A una matriz compleja n X n.

a) Pruébese que el polinomio minimal y el polinomio caracteristico de A coinciden si
y solo si para cada valor propio de A existe una sola caja elemental diagonal en la forma
canonica de A.

b) Pruébese que el polinomio minimal de A posee tinicamente raices simples si y s6lo
si A es diagonalizable.

14  Compruébese con un estudio de las dimensiones de los subespacios que, en el caso
de una matriz diagonalizable, el proceso de obtencion de la forma de Jordan lleva a una
matriz diagonal.

15 Calcilese la forma canoénica de la matriz

2. 1. 1 2.
2. 1. -1 0
1. 0 0 -1
1. -2 0 1

del ejemplo (6.4.5), y la matriz de paso que proporciona dicha forma canénica.

16  Calculese la forma canénica de la matriz

6. —10. 0
3. =50
1. -2, 1.

y la matriz de paso que proporciona dicha forma canonica.

17  Calculese la forma candnica de la matriz

3. —1. 0 1.
9. =5. 0 9.
-3. 2. 1. =3.
4. -3. 0 6.

y la matriz de paso que proporciona dicha forma canénica.
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18 Calcilese la forma canoénica de

0 -1 1. -1 1.
2. 3. -1 1. -1
-2. -1 3. -1 1.
3. 3. 0 3. —L
6. 9. —6. 7. —b.

y la matriz de paso que permite obtenerla.

19  Pruébese que, si J es la forma de Jordan de una matriz A, entonces J — A1 es la
forma de Jordan de la matriz A — A\ 1.

20 a) Siendo J la caja elemental de Jordan
Al
A

A1
A
con A # 0, buisquese la forma canénica de la matriz J~!. (Sugerencia: es muy sencillo
con la ayuda del problema 7 de esta seccion.)
b) Siendo J una matriz de Jordan con valores diagonales no nulos, busquese la forma
canonica de la matriz J .
¢) Siendo A una matriz inversible n x n, describase la forma canénica de A™' en
funcion de la de A. (Nota: si bien se puede responder a este apartado aprovechando los
dos anteriores, también se puede dar una solucion sencilla usando el problema 11 de esta
seccion.)

21 a) Pruébese que toda caja elemental es semejante a su traspuesta.
b) Pruébese que toda matriz de Jordan es semejante a su traspuesta.
c¢) Pruébese que toda matriz cuadrada compleja es semejante a su traspuesta.

22 Sea A € M(n) una matriz cuadrada real o compleja y A1, ..., A, las raices comple-
jas (iguales o distintas) de su polinomio caracteristico. Pruébese que, para todo polino-
mio p(X),

trp(A) =p(M) + - +p(An) vy detp(A) =p(A) - p(An).

23  Describanse todas las matrices n X n que conmutan con la caja elemental

Al

A

Pruébese que dichas matrices son exactamente los polinomios de J.
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24  Compruébese que, si A1, ..., A, son n nameros diferentes y p(X) un polinomio, el

polinomio
n

o) = Y [ T x-a0]

k=1 ﬁ (A — Ai) =1

i#k

(el simbolo H sirve para abreviar un producto, como Z hace con las sumas) es de grado
igual o menor que n — 1, y vale lo mismo que p(X) en A1,..., An .

5. 2. —d
A=|3 0 =3 |,

6. 2. -—5.

25 Para la matriz

bisquese un polinomio ¢(X), de grado igual o menor que 2, para el que g(A) = I 4+ A”.
Calctlese asi la matriz T + A”.

26 a) Siendo A1, Ag, p1, p2, U3, 4 y s nameros reales o complejos arbitrarios, con
A1 # A2, pruébese que, entre los polinomios de la forma

p(X) = a1+ a2(X — M) + as(X — >\1)2 + (X — )\1)3(044 +as(X = X2)),

existe uno y s6lo uno que cumple

27  Calculense las potencias, A", de la matriz
1 1 -1
A= 0 2—4i —2+2i |.
0 1—4i —1424
28  Calcilese la matriz e para
2. 1.
a=| 5]

a) mediante el calculo de la forma canonica J de A y el posterior calculo de e’
b) buscando un polinomio p(X) tal que p(A) = e” y calculando entonces p(A).

29 Siendo A una matriz cuadrada y p(X) y ¢(X) dos polinomios, se considera la fun-
cion racional r(X) = p(X)/q(X). Cuando g(A) es inversible, el simbolo r(A) representa

p(A)g(A)~"
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a) Compruébese la existencia de r(A) y 7(B) para la funcién racional

y las matrices
—-1. 4. 4. 2.
A_[—l. 3.} Y B_[—4. —2.]
Calctlese r(A) y r(B).

b) Compruébese la existencia de dos polinomios a(X) y b(X) tales que

r(A) = a(A) y r(B)=b(B).
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P(B) conjunto de las partes de un conjunto B (v. 1.1.14)
CB complementario del subconjunto B (v. 1.1.17)

Im f imagen de la aplicacion f (v. 1.2.1 y 3.1.10)

ida aplicacion identidad del conjunto A (v. 1.2.19)

flas restriccion de la aplicacion f al subconjunto A’ (v. 1.2.22)

IN, IN* conjunto de los nameros naturales (v. 1.4.1 y 1.4.15)

K representa siempre un cuerpo conmutativo (v. 1.8.9)

R cuerpo de los ntimeros reales (v. 1.11.1)

C cuerpo de los nimeros complejos (v. 1.12.1)

K[X] conjunto de los polinomios en la indeterminada X, con coeficientes
en IK (v. 1.13.1)

G grupo de las permutaciones de n elementos (v. 1.14.1)

I(p) namero de inversiones de la permutacion p (v. 1.14.8)

e(p) paridad (o signatura) de la permutacion p (v. 1.14.10)

F(X,K), F(X,E) espacio vectorial de las aplicaciones de X en IK o en FE
(v. 2.1.3)

K, [X] espacio vectorial de los polinomios de grado < n, incluyendo el
polinomio 0 (v. 2.1.4)

SK espacio vectorial de las sucesiones de elementos de IK (v. 2.1.5)

{0} espacio vectorial con un solo elemento (v. 2.1.6)

~ isomorfismo de espacios vectoriales (v. 2.1.10)

E,x---xE, producto de espacios vectoriales (v. 2.2.1)

K" producto de IK por sf mismo n veces (v. 2.2.2)

oo espacio de las sucesiones finitas (v. 2.2.7)

Co espacio de las sucesiones que convergen a 0 (v. 2.2.7)

Kz, (z) subespacio generado por el vector = (v. 2.2.9 y 2.2.18)

(aty...,ap) sistema de n vectores de un espacio vectorial (v. 2.2.11)

(@1,...,2p) subespacio generado por el sistema (z1,...,2,) (v. 2.2.16)

(A) subespacio generado por el subconjunto A (v. 2.2.22)

c espacio de las sucesiones convergentes (véase el ejercicio 11 de la seccion 2.2)

It espacio de las sucesiones absolutamente sumables (véase el ejercicio 11
de la seccion 2.2)

[> espacio de las sucesiones acotadas (véase el ejercicio 11 de la seccion 2.2)

5 proyeccion ntmero i de IK" (véase el ejercicio 19 de la seccion 2.2

y también 3.6.19)

585
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& clase de equivalencia del vector z (v. 2.3.1)

E/F cociente del espacio vectorial F por el subespacio F' (v. 2.3.1)

P+ +F, suma de subespacios (v. 2.3.5 y 2.3.20)

e - -oF, suma directa de subespacios (v. 2.3.9 y 2.3.22)

z = (" 2wy, = (@) (e coordenadas del vector z en
la base (a1,...,a,) (v. 2.4.21)

(ei), (e1,.-.,en) base canonica de IK™ (v. 2.4.24)

dim F dimension del espacio vectorial E (v. 2.4.31)

ek sucesion formada por ceros excepto un 1 en el término ntimero k (véase el
ejercicio 20 de la seccion 2.4 y también 8.2.9)

rg(ze,...,2p) rango del sistema (z1,...,2p) (v. 2.5.9)

L(E,E) espacio vectorial de las aplicaciones lineales de E en E’ (v. 3.1.2
y 3.3.1)

L(E) espacio vectorial y anillo de los endomorfismos de E (v. 3.1.2 y 3.4.2)

Ker f nicleo de la aplicacion lineal f (v. 3.1.10)

rg f rango de la aplicacion lineal f (v. 3.1.21)

[a]] matriz cuyo término general es a? (v. 3.2.2)

M(n,m) espacio vectorial de las matrices de n columnas y m filas (v. 3.2.4
v 3.3.2)

M(n) espacio vectorial y anillo de las matrices cuadradas de orden n (v. 3.2.4
v 3.4.14)

At traspuesta de la matriz A (v. 3.2.6)

[f, (a:), (b;)] matriz asociada a la aplicacion lineal f y a las bases (a;) y (b;)
(v. 3.2.17)

If, (a:)] matriz asociada al endomorfismo f y a la base (a;) (v. 3.2.17)

A matriz conjugada de A (véase el ejercicio 1 de la seccion 3.2 y también 7.6.22)

A* matriz adjunta de A (véase el ejercicio 1 de la seccion 3.2 y también 7.6.22)

E! matrices de la base canoénica de M (n,m) (v. 3.3.5)

MD(n), M (n), M) (n) subespacios de las matrices diagonales y
triangulares de orden n (véase el ejercicio 6 de la seccion 3.3)

S(n) subespacio de las matrices simétricas de orden n (véase el ejercicio 8 de
la seccion 3.3)
A(n) subespacio de las matrices antisimétricas de orden n (véase el ejercicio 10

de la seccion 3.3)
GL(E) grupo lineal de E (v. 3.4.6)
P potencias del endomorfismo f (v. 3.4.8)
p(f) polinomio del endomorfismo f (v. 3.4.8)
I, matriz unidad de orden n (v. 3.4.15)
& delta de Kronecker (v. 3.4.16)
At inversa de la matriz A (v. 3.4.19)
GLxk(n) grupo lineal de orden n (v. 3.4.19)
AP potencias de la matriz A (v. 3.4.29)
p(A) polinomio de la matriz A (v. 3.4.29)
fj)‘, fiks fﬁk operaciones elementales (v. 3.4.31)

Ff‘ » Fik s Ff"k matrices elementales (v. 3.4.31)
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