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Abstract

Small perturbations of a equilibrium plasma satisfy the linearized mag-
netohydrodynamics equations. These form a mixed elliptic-hyperbolic
system that in a straight-�eld geometry and for a �xed time frequency
may be reduced to a single scalar equation div(A1ru) + A2 u = 0,
where �1 may have singularities in the domain U of de�nition. We
study the case where U is a half-plane and u possesses high Fourier
components, analyzing the changes brought about by the singularity
A1 = 1. We show that absortion of energy takes place precisely at
this singularity, that the solutions have a near harmonic character and
the integrability characteristics of the boundary data are kept throug-
hout U .

AMS (MOS) Subject Classi�cation: 76W05, 34E05

1 Introduction

Supongamos que un plasma en reposo llena el semiespacio U : x > 0, y que
tanto la densidad, �, del mismo como el campo magn�etico presente, B =
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(0; 0; B), dependen tan s�olo de la coordenada x. Supongamos tambi�en que
el plasma satisface la ecuaci�on de estado de los gases politr�opicos, p = S �,
donde p es la presi�on y S y  son constantes. Consideremos una peque~na
perturbaci�on inducida por una corriente super�cial en el plano x = �h, y,
tras tomar componentes de Fourier, denotemos por p? = p?(x; y)ei!t+i lz la
presi�on total (cin�etica y magn�etica) perturbada. Entonces p? satisface la
ecuaci�on linealizada de la Magnetohidrodinamica,

div
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p? = 0 ; (1)

que es singular en los puntos que veri�can

f1(x) = !2�(x)� l2B2(x) = 0 ; (2)

y tambi�en donde

f2(x) = !2�(x)

 
1 +

B2(x)

 p(x)

!
� l2B2(x) = 0 : (3)

En el caso incomprensible ( ! 1) ambos coinciden. Generalmente, sin
embargo,  se toma como 5=3 y el promedio p=B2 (denominado `beta' del
plasma) es bajo, de modo que para l �jo los valores de ! para los que se
veri�ca (3) en alg�un punto de U son mucho menores que aqu�ellos para los
que se veri�ca (2). Consideremos un valor de ! tal que existen ceros de f1
en U , pero no de f2. Esta elecci�on no es una hip�otesis que pretenda simpli�-
car el problema, sino que es clave para la descripci�on de varios importantes
fen�omenos f��sicos. Los valores de ! tales que f1 se anula en alg�un punto
de U se denominan `frecuencias de Alfv�en'; una perturbaci�on externa de
frecuencia ! resuena con los puntos del plasma donde f1 se anula, y, como
veremos, se produce en dichos puntos absorci�on de energ��a por el plasma.
El calentamiento del plasma por ondas de Alfv�en, con su posible aplicaci�on
a la fusi�on nuclear, fu�e propuesto por Grad [1] y su mecanismo f��sico ha sido
analizado en profundidad [2, 3]. Asimismo, las pulsaciones geomagn�eticas de
per��odo largo son atribu��das a la resonancia alfv�enica [4, 5]. El an�alisis de
la ecuaci�on (1) para dichas frecuencias puede contribuir a la comprensi�on
cuantitativa del fen�omeno. Nos limitaremos a estudiar soluciones con com-
ponentes de Fourier altas en y, lo que aparece con corrientes super�ciales
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localizadas en torno a las l��neas del campo magn�etico. Este caso es intere-
sante por dejar la estructura del plasma relativamente intacta, [2], y porque
ciertas ondas caracter��sticas aparecen en el mismo, [6]. Dada la brevedad
del texto, no haremos demostraciones de los resultados del mismo, sino
que indicaremos concisamente el modo de abordar dichos resultados. La
totalidad del trabajo aparecer�a posteriormente.

2 Principales resultados

Proposition 1 La densidad de corriente super�cial, j, determina los va-

lores
@p?
@x

(0; y)

para todo y.

La demostraci�on se basa en las ecuaciones de Maxwell: el car�acter irrota-
cional y selenoidal del campo magn�etico en el vac��o, el comportamiento
del campo en la frontera entre dos medios distintos, y la continuidad en
la misma de la presi�on total.

Si denotamos las expresiones

!2�� l2B2 y
l2

(1 + B2

 p)

!2�� l2B2

!2�(1 + B2

 p )� l2B2
(4)

por f y g respectivamente, y denominamos P a la transformada de Fourier
de p? respecto de y con variable k, (1) se transforma en

P 00 �
f 0

f
P 0 � (k2 + g)P = 0 (5)

La aproximaci�on WKB a la soluci�on de esta ecuaci�on resulta ser

PW (x; k) = e�kxjf(x)j1=2 ; (6)

donde � vale 1 o �1. Esta aproximaci�on no es v�alida en los puntos singulares
de la ecuaci�on que, de acuerdo con nuestras suposiciones iniciales, son los
ceros de f . Para simpli�car supondremos que f posee un �unico cero, x0, en
un entorno del cual esta funci�on es anal��tica. Con estas hip�otesis obtenemos
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Proposition 2 En un entorno lo bastante peque~no de x0, y para k lo bas-

tante grande, dos aproximaciones independientes de primer orden a las solu-

ciones de (5) son

F : x 7! (x� x0)I1(jkj(x� x0)); G : x 7! (x� x0)K1(jkj(x� x0)) (7)

donde I1 y K1 son las funciones de Bessel modi�cadas de orden uno.

Dado que K1 es una funci�on multivaluada, es preciso estudiar su comporta-
miento en el punto singular x0. Si tomamos G real para r > 0, se veri�ca

G(x0 � r) = G(x0 + r) + i ��F (x0+ r) (8)

donde � = �1; el signo depende de la rama del logatitmo elegida. Por las
propiedades de las transformadas de Fourier-Laplace, se veri�ca

Proposition 3 � es el signo de !.

Mediante el estudio de las propiedades asint�oticas de las funciones de Bessel,
[7, 8], deducimos

Theorem 4 La soluci�on WKB de (5) que se anula en x = 1 sigue el

esquema

e�jkj(x0�x)jf(x)j1=2+ i sgn (!)ejkj(x0�x)jf(x)j1=2 ! x < x0 � �
! (2jkjf 0(x0)=�)1=2(x0 � x)K1(jkj(x0 � x))+

+i sgn (!)(2�jkjf 0(x0))1=2(x0 � x)I1(jkj(x0 � x))! x0 � � < x < x0
! (2jkjf 0(x0)=�)1=2(x� x0)K1(jkj(x� x0))! x0 < x < x0 + �
! e�jkj(x�x0)jf(x)j1=2 x > x0 + �

(9)
cuando recorremos (0;1) cruzando x0.

El promedio de absorci�on de energ��a por el plasma contenido en un volumen
X viene dado por la f�ormula

dW

dt
= �

Z
@X

p?v � n d� (10)

donde v es la velocidad del u��do. En nuestro caso particular, si consideramos
una banda a � x � b, y utilizando los resultados anteriores y las propiedades
de la transformada de Fourier, obtenemos que tan s�olo en las bandas que
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contienen a x0 se da absorci�on de energ��a, y que la media de dicha absorci�on
para k grande es

h
dW

dt
i =

Z
jkj>k0

8!jI(!; k; l)j2e�2jkj(x0+h) dk (11)

donde I es la intensidad de la corriente super�cial. N�otese la dependencia
exponencial inversa respecto de k y de la distancia entre la hoja resonante y
la corriente super�cial.
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