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Métodos GRK de tres etapas y orden
cuatro para sistemas especiales de EDOs

Jorge Alvarez! Jests Rojo!

Resumen

Recientemente hemos introducido en [1], [2], [3] ¥ [5] unos nuevos métodos
explicitos para EDOs escalares auténomas, que pueden ser considerados una
generalizacion de los conocidos métodos Runge-Kutta explicitos y que permiten
mejorar tanto el orden como las propiedades de estabilidad lineal de éstos. En [4]
generalizamos los métodos de dos etapas para hacerlos aplicables a ciertos tipos
de sistemas de EDOs y ahora pretendemos hacer lo mismo para las férmulas
de tres etapas. Veremos que se pueden obtener métodos de tres etapas y orden
cuatro con buenas propiedades de estabilidad lineal tales como la L-estabilidad.

Introduccién

Hemos estudiado recientemente en [1], [2] y [3] nuevas férmulas explicitas de dos
etapas y orden tres para EDOs escalares autonomas, con buenas propiedades de estabi-
lidad lineal. Los métodos pueden ser considerados una generalizacién de los conocidos
métodos Runge—Kutta explicitos de dos etapas, pero permiten mejorar tanto el orden
como las propiedades de estabilidad lineal de éstos. Concretamente, es bien conocido
que un método explicito de Runge-Kutta de dos etapas permite obtener a lo sumo
orden dos, en tanto que nosotros obtenemos una familia de métodos explicitos de dos
etapas y orden tres. Ademas, conseguimos férmulas con buenas propiedades de estabi-
lidad lineal tales como la A-estabilidad y la L-estabilidad que, como es bien conocido,
no se pueden obtener con la familia de métodos Runge-Kutta explicitos.

La forma general de los métodos que proponemos para EDOs escalares auténomas
se puede encontrar en [5]. En dicho trabajo se muestra que es posible obtener méto-
dos explicitos de tres etapas y orden cinco, en tanto que los métodos de Runge-Kutta
explicitos de tres etapas solo permiten obtener orden tres. También se ve que es posi-
ble de nuevo obtener propiedades como la A-estabilidad y L-estabilidad con nuestras
formulas y ello sin renunciar al orden cinco con tres etapas.

En [7] mostramos una generalizacion de nuestras férmulas al caso de EDOs de
segundo orden de un tipo particular, obteniendo orden cuatro con dos etapas (con los
métodos explicitos Runge-Kutta—Nystrom de dos etapas sélo se obtiene orden tres)
asi como otras propiedades interesantes (tales como integrar exactamente osciladores).

Una generalizacién de nuestras formulas de dos etapas que permite aplicarlas a cier-
to tipo de sistemas de EDOs, conservando las buenas propiedades de estabilidad lineal
y el orden tres, viene recogida en [4]. Las férmulas que resultan de esta generalizacién
son linealmente implicitas, pero no requieren del uso de la matriz Jacobiana en su
implementacién (a diferencia de lo que ocurre habitualmente en este tipo de métodos).

En la reciente tesis [6] recogemos éstos resultados relativos a los métodos GRK.



El presente trabajo estudia la generalizacién de las formulas de tres etapas del
caso escalar autonomo al de sistemas de un tipo particular que denominaremos sepa-
rados. Damos la formulacion general de los nuevos métodos de p etapas para sistemas
separados y vemos que es posible obtener férmulas de orden cuatro con buenas propie-
dades de estabilidad lineal tales como la L-estabilidad. Realizamos varios experimentos
numéricos para ilustrar el buen comportamiento de las formulas obtenidas.

El problema
Consideraremos en lo que sigue sistemas auténomos de EDOs de la forma

921) = fn(y(1)) + f12(y(2)) +...+ f1m(y(m)) )

yEm). = fo(y) + frm2W@) + -+ frm(Yam)) (1)

es decir, sistemas del tipo y' = f(y) =>7L, F;(y;)) para los que la funcién f:IR™ —IR™
viene dada por f(y) = F(y)1, con y = (ya), Y@ --Ym)), 1 = (1,1,...,1)T y donde
F' es la matriz m X m cuya j-ésima columna viene dada por

Fi(ye) = (57w, Foi W), Fong (yu)))T , (2)

con componentes f;; : IR — IR. Nétese el uso que hacemos de los paréntesis en los
subindices para denotar las componentes de los vectores y e y'. Aunque la formu-
lacién (1-2) anterior no es univoca en lo relativo a constantes aditivas, los métodos
que introduciremos proporcionan los mismos resultados independientemente de donde
se asimilen dichas constantes. Luego, en definitiva, tenemos el sistema ¢y = f(y) de
dimensién m cuyas componentes vienen dadas por

m
Yoy = Fiyay Y@ - vem) = 22 filyg), 1<i<m. (3)
j=1

En adelante llamaremos a este tipo de sistemas separados. La familia de sistemas ”se-
parados”es lo suficientemente amplia como para contener muchos problemas de interés.
A modo de ejemplo, podemos adelantar que sistemas de este tipo surgen al discretizar
algunas EDPs de tipo parabdlico mediante el Método de lineas (MOL) con diferen-
cias finitas. Mas adelante ilustraremos esto aplicando un método GRK a un sistema
separado que surge al aplicar el método de lineas a la ecuacién de Burgers.

Noétese asimismo que los sistemas no auténomos de la forma y'(z) = f(y(z)) + g(z)
también se pueden reescribir como un sistema auténomo de una dimension méas con
s6lo anadir la ecuaciéon ' = 1. Si f es de la forma descrita anteriormente, entonces el
sistema auténomo resultante también lo es, y todo lo que veremos en adelante sera per-
fectamente aplicable. Ademas, aunque el sistema resultante es de dimensién m + 1, los
métodos pueden ser de hecho implementados sin incrementar dicha dimension.

Descripcion de los métodos de p etapas para sistemas

Describiremos ahora los métodos GRK aplicables a sistemas del tipo (1). Lo haremos
utilizando la reformulacion de los métodos de p etapas vista en el caso escalar (véase [5]),
si bien la modificaremos ligeramente para hacerla aplicable a la nueva situacién.



Para el problema (1) con condicién inicial y(zg) = yo (yo € IR™) consideramos la
familia de métodos de p etapas definida por

Ynt1 = Un + hGpy1(S2, Ss, ..., Sp) k1, (4)
con las etapas dadas por
kl :f(yn)7 k2 :f(yn+hG2 kl); T, kp:f(yn‘i_hGp(SQaSS:"'aSpfl) kl)a (5)

donde ahora y,, Y11y k1 son vectores de IR™ y tanto los S; como los G;(Sz, Ss, ..., Si_1)
son matrices cuadradas, esto es, S; € MR(m) y Gi(Ss,Ss,...,5-1) € MR(m) (con
M (m) denotamos el espacio de matrices cuadradas m x m con coeficientes reales).
Las S; (con 2 < i < p) son matrices cuadradas m x m cuya j-ésima columna es

Ej(yn() + hej Gi(S2, S, -, Sic1) k1) — Fi(yn(y)) (©)
€; Gi(SQaSSw--aSi—l) kq ’
donde con e; denotamos el vector fila de IR™ con todas sus componentes nulas a

excepcion de la j-ésima que vale 1. Notese que el elemento que ocupa la fila p y
columna ¢ (con 1 < p,q < m) en la matriz S; viene dado por

JoaUn(gy + heqgGi(S2, Ss, .., Si1) k1) — fpa(Un(q)

eq Gi(S2, 3, ..., 8i-1) k1 ' (7)
Las etapas k; vienen dadas en términos de la funcién F' de (2) a través de
ki = F(y, + hGi(S2,Ss,...,5-1) k)1, 1<i<p, (8)
donde F(y,, + hGi(Ss, S5, ..., Si—1) k1) es la matriz cuadrada m x m cuyo elemento en
la fila p y columna ¢ (con 1 < p,q < m) es
FoeWn() + P eqGi(Sa, Ss, ..., Sict) kr) - 9)

De los comentarios anteriores se deduce que las matrices .S; generalizan los términos s;
vistos en el caso escalar, si bien ligeramente modificados. Es facil comprobar que los
métodos para el problema escalar podrian haber sido formulados también asi.

Las matrices S; para este tipo de sistemas nos proporcionan aproximaciones a
h fy(yn), esto es, a la matriz Jacobiana asociada a la funcién f en el punto y, (multi-
plicada por el paso h). Para verlo, basta observar que (7) puede ser considerado una
aproximacién a la derivada parcial de la componente p-ésima de f respecto de la va-
riable g-ésima en el punto y,. Esto es asi para este tipo de sistemas por verificarse

Ofp 9 fpq Soa(Yn(a) + 1dq) = Fpa(Yn(a))
Yn) = n ~ s 10
donde en nuestro caso es 6, = e, G;(S2,53,...,5_1) k1.

Podemos concluir que los métodos GRK que acabamos de describir para sistemas
separados se parecen a los métodos de tipo Rosenbrock y especialmente a sus variantes
tales como los W-métodos [10], los MROW-métodos [12] y los métodos de Runge-Kutta
generalizados [11] para los cuales no es necesario calcular la matriz Jacobiana de forma
exacta a la hora de implementarlos. En [8] se describen algunos de dichos métodos.

La principal novedad que introducen nuestros métodos respecto de los citados an-
teriormente radica en que, para las formulas que hemos dado, las aproximaciones a la
matriz Jacobiana se obtienen sin nuevas evaluaciones de la funcién f, pues las matrices
S; se construyen a partir de la informacién contenida en las propias etapas (aunque
esto obliga a trabajar con matrices en algunas fases de la evaluacién).



Propiedades de estabilidad lineal

El estudio de las propiedades de estabilidad lineal es mas complicado que en el caso
escalar autonomo. Para sistemas separados hemos de considerar en vez de la ecuacién
test ¥/ = Ay con A € €, el sistema test ¥' = Ay donde A es una matriz cuadrada
m X m con m autovalores distintos \; € € (1 < i < m) cuyas partes reales son
negativas. Las condiciones anteriores permiten asegurar que las soluciones (exactas) del
sistema considerado tienden a cero cuando x tiende a infinito y que existe una matriz
no singular @ tal que se verifica Q7 'AQ = diag[A1, \g, ..., \y]. La transformacién
y = @ z permite simplificar el estudio de la estabilidad lineal de los métodos, que se
reduce a considerar la ecuacién escalar test que hemos mencionado anteriormente, pues
tanto el sistema test como las férmulas en diferencias que definen los métodos quedan
desacopladas tras aplicar la transformacién (véase [6] pp. 100-102 para méas detalles).
Por esta razén, en lo que sigue bastara considerar la ecuacion escalar test dada por
Yy =Aycon A€ Cy R(\) <0, ala hora de realizar el estudio de las propiedades de
estabilidad lineal de los métodos aplicables a sistemas separados.

Al aplicar un método de p etapas para sistemas definido por (4-6) a la funcién
escalar test obtenemos
Ynt1 = R(2) yn , (11)

donde R(z) es la funcién de estabilidad lineal asociada con z = hA. A partir de (4-6)
se obtienen recursivamente

k’1:>\yn, SQZZ, 5322, ,Sp:Z, (12)
y por tanto, la funcién de estabilidad lineal toma la forma
R(z) =1+ 2Gpi(z,2,...,2). (13)

Métodos de tres etapas y orden cuatro

En [4] hemos descrito la forma general que adoptan nuestros métodos de dos etapas
y orden tres para sistemas separados. En dicho trabajo también describimos un primer
método L-estable de dos etapas y orden tres que es linealmente implicito pero que no
requiere del uso de la matriz Jacobiana en su implementacién (a diferencia de lo que
ocurre habitualmente en este tipo de métodos).

Nos proponemos ahora hacer lo mismo para las formulas de tres etapas. Ahora la
situacion cambia respecto del caso de dos etapas, pues la posible no conmutatividad
de los productos de las matrices Sy y S3 que intervienen habré de ser tenida en cuenta.

Empecemos considerando la expresién general de los métodos GRK de tres etapas
(para sistemas del tipo descrito en (1)) que se deduce de (4) particularizando para
p = 3. Como ya comentamos en el caso escalar (véase [5]), sélo algunos de los infinitos
parametros libres de los que disponemos en principio al considerar funciones G; gene-
rales, aparecen en las condiciones de orden (pues las matrices Sy y S5 son O(h)), pero
aun asi, las condiciones de orden resultantes son relativamente complicadas. Por ello
definimos una nueva matriz S5 que sustituye a la matriz S3 y simplifica el estudio, que
aqui omitimos por razones de brevedad, pero que puede ser consultado en [6]. Tomare-
mos §3 = 53 — S5 con lo cual se verificard que §3 = O(h?) y de este modo el niimero de
parametros involucrados en las condiciones de orden serd inferior, simplificando éstas.



Con la introduccién de Ss los métodos de tres etapas de tipo polinomial pueden ser

ahora descritos asi ~ .
Yn+1 = Yn + hG4(Ss, S3) k1 , (14)
con las etapas dadas por

ki=f(yn), ko= flyn+hGok1), ks= f(yn+ hGs(52) k1), (15)

(con Gy = ¢o1) en términos de las matrices cuadradas Sy y S3 cuya j-ésima columna se
obtienen tomando en (6) i = 2 e i = 3 respectivamente, y donde S5 = S5 — S5. Nétese
que el elemento que ocupa la fila p y columna ¢ (con 1 < p,q < m) en las matrices Sy
y S3 viene dado respectivamente por

qu(yn(Q) +heyGak) — qu(yn(q)) qu(yn(q) + hegG3(S2) k1) — qu(%(@) .
€q G2 ]{?1 ’ €q Gg(SQ) kl

(16)

Seguidamente estudiaremos los métodos de tres etapas obtenidos al considerar fun-
ciones G; (G5 y G4 en realidad) de tipo racional (hacemos esto para obtener férmulas
con buenas propiedades de estabilidad lineal a partir de la funcién de estabilidad lineal
asociada que es a su vez racional). Un método de tres etapas para sistemas, definido
en términos de funciones racionales, viene dado por Gy = 21 (con ¢y constante) y en
términos de las funciones G5 y G4 que toman la forma

s - "
G3(S2) = c3 (I+Zd3,22-~2 SQZ) <I+Zn3,22..-2 521) ) (17)

i=1 =1

d -1 nk
é4(‘5'27 513) = (4 (I + Z d4, 0109 0; Sal Sog Tt Sai) (I + Z n4, 010920 Sal SO'Z Tt Soi) .

i=1 i=1

Cada uno de los subindices o, que aparecen en los sumatorios de (17) que definen G,
pueden tomar los valores 2 ¢ 3 y pondremos S,, = S cuando oy, =2y S,, = 5’3 cuando
sea 0 = 3. Nos hemos visto obligados a introducir estos subindices oy, , por la posible
no conmutatividad de los productos de las matrices Ss v S5, que obliga a distinguir
los coeficientes de los productos de dichas matrices cuando, pese a estar formados
por los mismos factores, éstos aparecen multiplicados en diferente orden. Ademas, en
los sumatorios de (17) que definen la funcién G, consideraremos tnicamente aquellos
sumandos para los cuales se verifique que ny+2 ng sea menor o igual que d} (en el primer
sumatorio) o nj (en el segundo), donde con ny denotamos el nimero de subindices oy
del coeficiente correspondiente que toman el valor 2, y con n3 el nimero de o, que
toman el valor 3.

Un ejemplo de método L-estable de tres etapas y orden cuatro

En [4] vimos un primer ejemplo de método L-estable de dos etapas y orden tres
para sistemas separados, asi como varios experimentos numéricos para ilustrar el buen
comportamiento de dicha férmula al ser aplicada a diversos problemas rigidos.

A continuacion pasamos a ver un primer ejemplo de método L-estable de tres etapas
y orden cuatro para sistemas del tipo considerado. Anédlogamente a como ocurre al
estudiar férmulas diagonalmente implicitas de tipo Runge-Kutta (SDIRK), hemos de
elegir una funcién de estabilidad lineal de tipo racional con un tnico polo real (de este



modo bastara realizar una tnica factorizaciéon LU por cada paso de integracién). Se
puede comprobar que para que el método sea de orden cuatro y L-estable, es necesario
que la funcién de estabilidad lineal tenga el tinico polo (real) de multiplicidad al menos
cuatro. Ademds, existe un unico valor (del polo) que permite obtener las propiedades
anteriores con multiplicidad exactamente cuatro, y viene dado por la raiz del polinomio

242* —962° +722° — 162+ 1, (18)
que toma aproximadamente el valor a ~ 0,57281606 (véase [8], pp. 96-98 para més
detalles). La correspondiente funcién de estabilidad lineal es una funcién racional R(z)
cuyo numerador es de grado tres y cuyo denominador es de grado cuatro, y que viene
dada en términos del valor a al que hemos hecho referencia anteriormente por
_ 646(1—4a)z+3(1—8a+12a%)2*+(1—12a+36a*>—24a?) 2
B 6(1—az)* '
Un método, verificando lo anterior, se obtiene tomando

6 -6 _6+6

R(z) (19)

Co = 10 3 C3 = 10 y Cq = 1, d3’2 = —a, d4’2 = —4CL, d4’3 = 0,
d4,22 = 6612, d4,23 =0, d4,32 =0, d4,222 =—4 CLB, d4,2222 = @47 (20)
n32:(6—5a)—\/6 n42:1—8a n43:9+\/6 n422:36a2—12a—|—1

' 5) ’ ’ 2 ’ 36 ’ 6 ’

6(1—12a) — (1 +8a)V6 —96a® +72a% — 16a + 1
Ny 23 = 79 y  Ny32 = 0, Ny 222 = 24 .

en términos del valor a que mencionamos anteriormente, y el resto de parametros nulos.

Conviene comentar en este punto que la férmula L-estable de tres etapas y orden
cuatro que acabamos de construir (y otras que podriamos haber construido anéloga-
mente) mejora, en lo que respecta al nimero de evaluaciones de la funcién f que se
requieren en cada paso de la integracion, los resultados que se obtienen con las férmu-
las diagonalmente implicitas de tipo Runge-Kutta (SDIRK). En [8], pp. 98, se muestra
que son necesarias al menos cuatro etapas si se desea obtener una férmula SDIRK de
orden cuatro y L-estable.

A continuacién ilustraremos mediante varios experimentos numéricos el comporta-
miento de la féormula que acabamos de describir.

Experimentos numéricos con problemas rigidos

Al aplicar nuestro método al sistema de EDOs asociado a la ecuacion de Burgers
(obtenido por el método de lineas) que describimos en [4], tomando los valores N = 24
y v = 0,2 e integrando con paso fijo h = 0,04, se obtiene una representacion grafica de
la solucién numérica indistinguible de la recogida en la figura 1 de dicho articulo.

En nuestra figura 1 se muestra en doble escala logaritmica el error E (en la norma
euclidea en IRZ4) en el punto t = 1 que se produce al integrar con paso fijo h = 27*
para los valores k = 2,3,...,10 el problema anterior. Al comparar dicha grafica con
la figura 2 que obtenifamos en [4] se observa que para tamanos del paso h grandes se
comporta ligeramente mejor el método de orden tres, pero al ir reduciendo el tamano
del paso h acaba siendo bastante més preciso el de orden cuatro (como cabia esperar).



En la figura 2 representamos en doble escala logaritmica el error E en la norma Lo
que se comete al integrar a lo largo de 10 - 2¥ pasos la familia de problemas tomada
de [9], pp. 34 y dada por

yr = —(b+an)ys + by; 1 (0) = ¢
/ n (21)
Yo = Y1 — ay: — Y3 y2(0) = ¢
cuya soluciéon viene dada por
yi1(x) = "e™ ™M yo(x) = ce . (22)
utilizando los tamafios de paso h = 27% (con k = 0,1,...,10). Hemos tomado los
valores @ = 0,1, c = 1, n = 4y b = 100° (i = 0,1,2,3) en el intervalo 0 < x < 10.
o
-4
-2
-6
-4
-8
E E
-6 -10
-8 -12
-14
-10
3 2 -1 o -3 -2 -1 0O
h h
Figura 1: Error E como funcion del pa- Figura 2: Error E como funcion del pa-
so h en doble escala logaritmica. so h en doble escala logaritmica.

Cuanto mayor es la constante b més rigido es el sistema (de hecho los autovalores a
lo largo de la solucién exacta verifican que \; & —b and \y & —a) y cuanto mayor
es n mayor es el cardcter no lineal del problema (véase [9] para mds detalles). Para
los valores b = 1000000 (cruces en la figura) y b = 10000 (circulos), y para el rango
de tamanos de paso considerados, se observa un orden de convergencia proximo a dos
(claramente inferior al que cabria esperar). Al tomar b = 100 (diamantes) podemos ver
en la figura que el orden se incrementa de dos a cuatro cuando reducimos el tamano del
paso considerado. El fenémeno de la reduccién en el orden de convergencia esté rela-
cionado con el concepto de B-convergencia y muchos métodos implicitos muestran este
comportamiento cuando son aplicados a algunas ecuaciones diferenciales rigidas (no li-
neales). Finalmente, para el valor b = 1 (cuadrados) el problema no es rigido y nuestro
método muestra orden cuatro (como era de esperar) y proporciona una aproximacién
muy precisa a la solucion exacta.
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